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 ةالمقدم
أُ٘ حٍماخ اٌؼ١ٍّح اٌرشت٠ٛح ح١س أْ ٌٍّٕا٘ج دٚس وث١ش فٟ ذؼذ إٌّا٘ج أحذ 

إ٠صاي اٌّؼٍِٛح إٌٝ اٌّرٍمٟ )اٌطاٌة( ٚأْ ٌرط٠ٛش إٌّا٘ج اٌؼ١ٍّح دٚس أعاعٟ ُِٙ 

فٟ ذط٠ٛش ِجًّ اٌؼ١ٍّح اٌرؼ١ّ١ٍح وّا اْ اٌرطٛس ٘ٛ عٕح اٌح١اج الإٔغا١ٔح اٌّرجذدج 

أْ ذؼىظ إٌّا٘ج اٌرطٛساخ اٌحذ٠صح  دِٚاً ٚاٌؼٍُ جضء ِٓ اٌح١اج اٌّرجذدج ٌزٌه لا تذ

فٟ ِخرٍف ١ِاد٠ٓ اٌح١اج ح١س أْ إٌّٛ اٌّؼشفٟ عش٠غ جذاً ِّا ٠حرُ ذحذ٠س إٌّا٘ج 

 ِرىاٍِح.تصٛسج ِغرّشج ٚاْ ػ١ٍّح اٌرحذ٠س ٚاٌرط٠ٛش ٟ٘ ػ١ٍّح 

ٔحٛ ذحغ١ٓ جٛدج اٌرؼ١ٍُ فشضرٗ ػٛاًِ ِٓ لثً ٚصاسج اٌرشت١ح اْ اٌرٛجٗ   

٘زا اٌرٛجٗ تالا٘رّاَ تأ١ّ٘ح ذحغ١ٓ ٔٛػ١ح  ذّصًٚلذ  ِرؼذدج،ح ٚحاجاخ ذشت٠ٛح ٚػ١ٍّ

 اٌرؼ١ٍُ فٟ إٌّطمح أغجاِا ِغ ِمشساخ ِؤذّش اٌرؼ١ٍُ ٌٍج١ّغ الال١ٍّٟ اٌؼشتٟ

 الا٠ٌٛٚاخ.( تأْ ذىْٛ جٛدج اٌرؼ١ٍُ فٟ عٍُ 0222)اٌما٘شج، 

 ٌمذ ذٕاٌٚد أحذز اٌذساعاخ ٚاٌثحٛز اٌجذ٠ذج فٟ ِجاي اٌزواء ّٚٔٛ اٌذِاؽ

شٛسج وث١شج فٟ اٌطش٠مح اٌرٟ ٔرؼٍُ تٙا، ِّا واْ ٌٗ الأشش فٟ ذغ١١ش اٌّّاسعاخ داخً 

 اٌصف اٌّذسعٟ ٚطشائك اٌرؼ١ٍُ ٚاٌرؼٍُ ٚطشائك اٌرم٠ُٛ.

إْ اٌحاجح لأحذاز ذحٛي ٔٛػٟ فٟ ػ١ٍّح اٌرؼٍُ ٟ٘ ذحذ ٠ٛاجٗ اٌّجرّؼاخ 

١ح ٚالأرما١ٌح ػٍٝ وً ِغرٜٛ ِٓ ِغر٠ٛاخ اٌر١ّٕح، فاٌذٚي الألً ّٔٛاً ٚإٌاِ

 ٚاٌّرطٛسج ػ١ٍٙا ج١ّؼاً أْ ذجذ ٚعائً ٌجؼً اٌرؼٍُ داػّاً ٌٍرغ١١ش.

ٚاٌرؼٍُ فٟ وً ِىاْ تحاجح إٌٝ أْ ٠رحٛي إٌٝ ذجشتح أوصش ِلائّح ٚحشاواً إرا ِا أس٠ذ 

ٌطٍثرٕا أْ ٠ذخٍٛا عٛق اٌؼًّ اٌّرغ١ش تاٌّٙاساخ اٌرٟ ٠حراجٛٔٙا وٟ ٠رّىٕٛا ِٓ 

 إٌّافغح.

ٚإدساواً ٌىً ٘زٖ اٌرحذ٠اخ ٚحاجاخ لطاع اٌرؼ١ٍُ إٌّٟٙ فٟ اٌؼشاق ٌرحغ١ٓ 

جٛدج ٘زا اٌرؼ١ٍُ فٟ ِخرٍف لٕٛاذٗ اٌرؼ١ّ١ٍح ذمَٛ شؼثح إٌّا٘ج فٟ اٌّذ٠ش٠ح اٌؼاِح 

ٌٍرؼ١ٍُ إٌّٟٙ ترٕف١ز ِثادسج طّٛحح ذٙذف إٌٝ إحذاز ذغ١١ش جٛ٘شٞ فٟ ِٕا٘جٙا 

أثٙا اٌّرؼٍك تؼٍَٛ اٌش٠اض١اخ إٌٝ إػذاد اٌىرة ذٙذف ٘زٖ اٌّثادسج فٟ جاٌذساع١ح،  

 اٌذساع١ح ٌّادج اٌش٠اض١اخ تّا ٠رلاءَ ِغ اٌّؼا١٠ش اٌؼا١ٌّح ٚإٌظش٠اخ اٌرشت٠ٛح اٌحذ٠صح

سفغ ِغرٜٛ ذحص١ً طلاب اٌرؼ١ٍُ إٌّٟٙ فٟ ِادج اٌش٠اض١اخ ١ٌرغٕٝ ٌُٙ  فضلاً ػٓ 

ٔمٍح ٔٛػ١ح فٟ إٌّا٘ج ِٓ إحذاز  ػٓ طش٠كِٕافغح ألشأُٙ ِٓ طٍثح اٌرؼ١ٍُ اٌؼاَ 

 ٌشتظ ِغ اٌرطث١ماخ اٌح١اذ١ح .ح١س الإػذاد اٌؼٍّٟ ٚأعٍٛب اٌؼشض ٚا

ٚفشع ٌطٍثح اٌفشع اٌصٕاػٟ  اٌصأٟاٌصف  ورابإْ ٘زا اٌىراب اٌزٞ ت١ٓ أ٠ذ٠ىُ ٘ٛ  

فصٛي ٠رٕاٚي اٌفصً  عثؼحٚ٘ٛ فٟ فٟ اٌرؼ١ٍُ إٌّٟٙ اٌحاعٛب ٚذم١ٕح اٌّؼٍِٛاخ 

أِا  ،اٌّرراتؼاخ٠رٕاٚي اٌفصً اٌصأٟ  ف١ّا الأعظ ٚاٌٍٛغاس٠رّاخالاٚي ف١ٗ ِٛضٛع 

ذلاٖ اٌفصً اٌشاتغ اٌزٞ  طشائك اٌؼذ ِٚثشٕ٘ح رٞ اٌحذ٠ٓذٕاٚي اٌفصً اٌصاٌس فمذ 

اٌذائشج وأحذ اٌمطٛع اٌفصً اٌخاِظ فمذ تحس فٟ  اٌذٚاي اٌذائش٠ح أِاذضّٓ 
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اٌفصً اٌغاتغ وّا ذٕاٚي حغاب اٌرفاضً  ٕاذٕاٌٚاٌفصً اٌغادط  ٚفٟ اٌّخشٚط١ح

 .إٌٙذعح اٌفشاغ١ح

ذأ١ٌفٗ ٚحإٌٚا اْ ٔرثغ ػٕذ  اٌّمشسج، ٌلأ٘ذافٌمذ ذُ ٚضغ ٘زا اٌىراب ٚفماً 

ِٓ  ااٌحذ٠صح فىاْ ِجٙٛدٔا ِٕصثاً ػٍٝ اٌششح اٌّفصً ٌىً ِفشداذٗ تّا ٠مشتٙ اٌطشق

 اٌؼ١ٍّح.ح١اذٗ  الار٘اْ ٚذٛخ١ٕا الاوصاس ِٓ اٌرّاس٠ٓ اٌؼ١ٍّح اٌرٟ ٠صادفٙا اٌطاٌة فٟ

اٌٛلد اٌّخصص ٌىً فصً ٚاٌزٞ ذُ الاذفاق ػٍٝ اْ ٌٝ إشاسج ٕٚ٘ا لا تذ ِٓ الأ

 أعثٛػاً(. 02) ِٚا ِجّٛػٌٗىً أعثٛع ص حصشلاشح ٚتّؼذي  لاذ٠ٟىْٛ وا

 اٌٛلد اٌّخصص ٌٗ اٌفصً

 ح أعات١غـأستؼ اٌفصً الأٚي 

 ح أعات١غـأستؼ أٟـــاٌفصً اٌص

 أعات١غح ـأستؼ اٌســـاٌفصً اٌص

 خّغح أعات١غ شاتغـــاٌفصً اٌ

 ح أعات١غـأستؼ اٌفصً اٌخاِظ

 ات١غـح أعــعر اٌفصً اٌغادط

 ات١غـح أعـشلاش اتغــاٌفصً اٌغ

 

سأ٠د أٔٗ لا ٠ىرة  ))إٟٔ ٠مٛي صاحثٙا اٌرٟاٌش١ٙشج  تاٌّمٌٛحشٙذ رٔغ ٚخراِاً 

ٌٚٛ ص٠ذ وزا ٌىاْ  أحغٓ،ٌٛ غ١ش ٘زا ٌىاْ  غذٖ:فٟ ٠ِٛٗ إلا لاي فٟ  أٔغاْ وراتاً 

ٚ٘زا ِٓ أػظُ اٌؼثش  أجًّ،ٌٚٛ ذشن ٘زا ٌىاْ  أفضً،ٌٚٛ لذَ ٘زا ٌىاْ  ٠غرحغٓ،

 ٕأاخٛا(. آ١ٍِٓ ِٓ اٌثشش(عر١لاء إٌمص ػٍٝ جٍّح اٚ٘ٛ د١ًٌ ػٍٝ  ٌلإٔغاْ،

 اٌّٛفك.اٌرط٠ٛش ٚالله  تٙذف ُّلاحظاذٙتٔا ٠ٛٛافأْ  ١ٓاٌّذسع

 
 
 

 ٌّؤٌفْٛ ا
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 الفهرس
 الصفحة            الموضوع

 

 

30 -6سس واللوغاريتمات                                            الأ –الفصل الاول   

 

18-33المتتابعات                                                          –الفصل الثاني   

 

70-19        طرائق العد ومبرهنة ذي الحدين                           -الفصل الثالث  

 

420 -73الدوال الدائرية                                                   –الفصل الرابع   

 

408 -423القطوع المخروطية )الدائرة(                                 -الفصل الخامس  

 

   456 -409  حساب التفاضل                                             -الفصل السادس

 

   480 -457الهندسة الفراغية)المجسمة(                                    -الفصل السابع
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 الأسس واللوغارٌتمات -الفصل الأول 
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 الأسس واللوغارٌتمات -الفصل الأول 

 الاولالفصل 

 الأسس واللوغارٌتمات
(Exponential and Logarithm) 

البنود 
(SECTIONS) 

 

 

 سسمفهوم الأ    1-1 

 سس عندما تكون اعداد صحٌحةلأقوانٌن ا 1-1-1 

 سس عندما تكون اعداداً نسبٌةلأقوانٌن ا –س الكسريلأتعرٌف ا 1-1-2 

 خواصها–تمثٌلها بٌانٌا -سٌة لأالدالة ا 1-1-3 

 سٌةلأالمعادلات ا 1-1-4 

 مفهوم اللوغارٌتم    1-2

 الدالة اللوغارٌتمٌة 1-2-1

 خواص اللوغارٌتمات 1-2-2

 اللوغارٌتمات العشرٌة 1-2-3

 الطبٌعٌةاللوغارٌتمات  1-2-4
 

 Vocabulary الرمز او العلاقة الرٌاضٌة المصطلح

 Exponent     مرفوع لـلقوة    المتغٌر

 Exponential function         الدالة الاسٌة

 Logarithmic function         الدالة اللوغارٌتمٌة

 Decimal  Logarithm        اللوغارٌتم العشري

 Natural Logarithm       اللوغارٌتم الطبٌعً

 =   القانون او الدستور
   √      

  
 The Constitution 

 

 -: سوف نتعلم فً هذا الفصل

 مفهوم الاسس 

 حل مسائل الاسس عندما تكون اعداد صحٌحة او اعداد نسبٌة 

 معنى الدالة الاسٌة وكٌفٌة تمثٌلها بٌانٌا 

  المعادلات الاسٌةحل 

 مفهوم اللوغارٌتم وعلاقته بالاس 

 الدالة اللوغارٌتمٌة وقوانٌنها 

 اللوغارٌتمات العشرٌة والطبٌعٌة 
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 الأسس واللوغارٌتمات -الفصل الأول 

 الاولالفصل 

 الأسس واللوغارٌتمات
(Exponential and Logarithm) 

 

ٌدل  4فالعدد     بالصٌغة            علمنا من دراستنا السابقة انه ٌمكننا كتابة المقدار

وٌمكننا تعمٌم  (3للعدد  الرابعة )القوةأو  (4أس  3)فً نفسه وتقرأ  3على عدد مرات ضرب العدد 

 -: كالآتًذلك 

 

 

 

 

 

 -: ٌأتًٌمكننا أن نستنتج من المثال أعلاه ما 

 الناتج دائماً عدداً ( ٌكون ةكانت أم زوجٌ )فردٌة ةالى اٌة قو عدد حقٌقً موجبعند رفع اي  .1

 حقٌقٌاً موجباً.

رفع  إذاأما  موجباً،ٌكون الناتج عدداً حقٌقٌاً  قوة زوجٌةالى  عدد حقٌقً سالبعند رفع اي  .2

 .فأن الناتج ٌكون عدداً حقٌقٌاً سالباً  فردٌة،الى قوة 

1.  

 سس فً الضربقانون الأ .1

 -: فأن      وكان             كان كل من إذا

 

 

 

 

 سس فً القسمةقانون الأ .2

 -: فأن      وكان          كان كل من  إذا

 

 

1) 𝟐𝟐  𝟐  𝟐  𝟒 
2) 𝟐𝟑  𝟐  𝟐  𝟐  𝟖 
3)  −𝟐 𝟑   −𝟐   −𝟐   −𝟐  −𝟖 

4)  −𝟐 𝟔   −𝟐    −𝟐   −𝟐   −𝟐   −𝟐   −𝟐  𝟔𝟒 

 1 مثال

 سمفهوم الأ 1-1

  سس عندما تكون اعداداً صحٌحة قوانٌن الأ 1-1-1 

𝒂𝒎.𝒂𝒏  𝒂𝒎+𝒏 

1) 𝒙𝟑.𝒙𝟒  𝒙𝟑+𝟒  𝒙𝟕 
2) 𝟓𝟑.𝟓𝟐.𝟓𝟏  𝟓𝟑+𝟐+𝟏  𝟓𝟔 
3) 𝒂𝟐.𝒃𝟒.𝒂𝟑  𝒂𝟐+𝟑.𝒃𝟒  𝒂𝟓.𝒃𝟒 

 2 مثال

𝒂𝒎

𝒂𝒏
  

𝒂𝒎 𝒏             ∀  𝒎 > 𝒏 
     𝒂𝒏 𝒎             ∀ 𝒏 > 𝒎        
    𝟏                      𝒎  𝒏    

   

 

𝒂𝒏  𝒂  𝒂  𝒂  𝒂 من المرات   .…………  𝒏 الى    
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 الأسس واللوغارٌتمات -الفصل الأول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 -: سس فً الرفعقانون الأ .3

 -: فأن      وكان          كان كل من  إذا        

 

-: أنمما سبق  الاستنتاجٌمكننا و  

1)                       ∀               

2)    .         .          ∀                   

3)  
  

  
   

   

   
            ∀                   

  

1)
𝒂𝟏𝟕

𝒂𝟑
 𝒂𝟏𝟕 𝟑  𝒂𝟏𝟒 

2)
𝟐𝟏𝟎

𝟐𝟕
  𝟐𝟏𝟎 𝟕  𝟐𝟑  𝟖 

3)
𝟑𝟓

𝟑𝟕
 

𝟏

𝟑𝟕−𝟓
 

𝟏

𝟑𝟐
 

𝟏

𝟗
 

4)
𝒙𝟑

𝒙𝟑
 𝒙𝟑 𝟑  𝒙𝟎  𝟏 

 3 مثال

𝒙𝟑.𝒚𝟐.𝒙𝟒

𝒙𝟐.𝒚.𝒚𝟓
 

 -صورة :أكتب المقدار الآتً بأبسط 

 

 4 مثال

𝒙𝟑.𝒚𝟐.𝒙𝟒

𝒙𝟐.𝒚.𝒚𝟓
  

𝒙𝟕.𝒚𝟐

𝒙𝟐.𝒚𝟔
 
𝒙𝟓

𝒚𝟒
 

 

 الحل

 𝒂𝒎 𝒏  𝒂𝒎.𝒏        𝒂𝒏 𝒎  𝒂𝒎.𝒏
 

 𝟕𝟐 𝟑   𝟕𝟑 𝟐 

     -: اثبت أن

 

 5 مثال

1)  𝟕𝟐 𝟑  𝟕 𝟐 . 𝟑  𝟕𝟔    

2)  𝟕𝟑 𝟐  𝟕 𝟑 . 𝟐  𝟕𝟔    

𝟑 𝟕𝟐           وهكذا ٌكون   𝟕𝟑 𝟐 

 الحل
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 الأسس واللوغارٌتمات -الفصل الأول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 𝒙𝟐 𝟑 𝒚𝟒 𝒛𝟔

𝒙𝟑  𝒚𝟑 𝟐𝒛𝟓
 

     -موجبة :أختصر المقدار الآتً لٌكون الناتج بأسس 

 

 6 مثال

 𝒙𝟐 𝟑 𝒚𝟒 𝒛𝟔

𝒙𝟑  𝒚𝟑 𝟐𝒛𝟓
 
𝒙𝟔.  𝒚𝟒.  𝒛𝟔

𝒙𝟑.  𝒚𝟔.  𝒛𝟓
 
𝒙𝟔 𝟑.  𝒛𝟔 𝟓

𝒚𝟔 𝟒
 
𝒙𝟑.  𝒛

𝒚𝟐
  

𝒙𝟑𝒛

𝒚𝟐
 

 
 الحل

𝟏  𝒂𝟑 .𝒃𝟐  𝟒                𝟐   
𝒂𝟒

𝒃𝟓
 𝟓 

  -صورة :بسط المقادٌر الجبرٌة الاتٌة الى ابسط 

 

 7 مثال

1)   𝒂𝟑 .𝒃𝟐  𝟒  𝒂𝟏𝟐 .𝒃𝟖 

2)  
𝒂𝟒

𝒃𝟓
 𝟓   

𝒂𝟐𝟎

𝒃𝟐𝟓
 

 الحل

 𝒙𝟐 .𝒚𝟒 . 𝒛  𝒂.   𝒙 .𝒚𝟐 . 𝒛𝟑 𝟐𝒂

 𝒚𝟐 . 𝒛𝟓 𝟑𝒂
 

  -:ختصر المقدار الآتً الى أبسط صورة أ

 

 8 مثال

 𝒙𝟐 .𝒚𝟒 . 𝒛  𝒂.   𝒙 .𝒚𝟐 . 𝒛𝟑 𝟐𝒂

 𝒚𝟐 . 𝒛𝟓 𝟑𝒂
 
𝒙𝟐𝒂.𝒚𝟒𝒂. 𝒛𝒂.𝒙𝟐𝒂.𝒚𝟒𝒂 . 𝒛𝟔𝒂

𝒚𝟔𝒂 . 𝒛𝟏𝟓𝒂
 

           
𝒙𝟒𝒂 .𝒚𝟖𝒂 . 𝒛𝟕𝒂

𝒚𝟔𝒂 . 𝒛𝟏𝟓𝒂
 

         
𝒙𝟒𝒂 .  𝒚𝟖𝒂 𝟔𝒂

𝒛𝟏𝟓𝒂 𝟕𝒂
 

 
𝒙𝟒𝒂 .𝒚𝟐𝒂

𝒛𝟖𝒂
 

 الحل
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 -: الصفريس الأ .4

 

-: الآتًس الصفري لاحظ المثال هذا المعنى للألتوضٌح سبب إعطاء   

 

 

 

 

 

 

 

  -: الصحٌح السالبس الأ .5

  -فأن :                كان  إذا       

 

 

 

 

 

 

 𝟖𝟏 𝒏+𝟏  .   𝟔𝟐𝟓 𝒏

 𝟗 𝟐𝒏 .   𝟐𝟕 .   𝟐𝟓 𝟐𝒏 𝟏
 𝟕𝟓 

  -: أثبت أن

 

 9 مثال

𝑳.𝑯.𝑺  
 𝟖𝟏 𝒏+𝟏  .   𝟔𝟐𝟓 𝒏

 𝟗 𝟐𝒏 .   𝟐𝟕 .   𝟐𝟓 𝟐𝒏 𝟏
   

 𝟑𝟒 𝒏+𝟏  .   𝟓𝟒 𝒏

 𝟑𝟐 𝟐𝒏 .   𝟑𝟑 .   𝟓𝟐 𝟐𝒏 𝟏
 

       
𝟑𝟒𝒏+𝟒  .   𝟓𝟒𝒏

𝟑𝟒𝒏  .   𝟑𝟑 .  𝟓𝟒𝒏 𝟐
  𝟑 𝟒𝒏+𝟒 𝟒𝒏 𝟑 .  𝟓 𝟒𝒏 𝟒𝒏+𝟐 

 

                     𝟑 𝟏 .  𝟓 𝟐   𝟑 .  𝟐𝟓   𝟕𝟓  𝑹.𝑯.𝑺 

 الحل

𝒂𝟎 𝒂  فأن  𝟏   إذا كان  𝟎 

 الأس صفراً، ماحالة كون  صحٌحاً فًسس فً الضرب على فرض بقاء قانون الأ

. 𝟎 𝟑 قٌمة المقدار   ؟ 𝟓 𝟑 

 

 10 مثال

   𝟑 𝟎 .  𝟑 𝟓  𝟑𝟎+𝟓   𝟑𝟓  

𝟎 𝟑        هذا ٌعنً انو     𝟏  

  -ان :الى  ٌمكننا التوصلوبالطرٌقة نفسها   

𝟓𝟎  𝟏          𝟒𝟎  ...... ، وهكذا    𝟏 

 

 الحل

𝒂 𝒏  
𝟏

𝒂𝒏
 

 صحٌحاً  الأس عدداً حالة كون  صحٌحاً فًسس فً الضرب على فرض بقاء قانون الأ

. 𝟑  𝟐 المقدار   ما قٌمةموجباً   ؟ 𝟑 𝟐 

 

 11 مثال

 𝟐  𝟑 .  𝟐 𝟑  𝟐 𝟑+𝟑  𝟐𝟎 الصفري(س الأ تعرٌف)   𝟏   

ٌساوي  𝟑  𝟐 ومن هذه النتٌجة ٌمكننا التوصل الى ان المقدار   
𝟏

 𝟐 𝟑 
 

 الحل
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  -: فأن           كان  إذا   عامةوبصورة 

 

 

 (1-1رين )اتم
 -: سس فً النواتج أعداداً صحٌحةً موجبةً المقادٌر الآتٌة بحٌث تكون الأ إختصر. 1

  
   .     .     

     .     
 

  
   .      .    

    .     
 

  
 −   .  −   

    .  −   
 

 -: المقادٌر الآتٌة بأبسط صورة ضع كلاً من .2

  
    .    

  
   .   

     .   

  
         

  
   .     .    .    

   .     
         

  
       .        

     
         

 -: أثبت أن .3

  
     

     + 
 

 

 
           ∀           

  
    .      

    +  
         ∀       

 

بسط المقدار 
𝟏

𝟏𝟏−𝟐
 موجبة.لٌكون الناتج بأسس   

 12 مثال

𝟏

𝟏𝟏 𝟐 
 

𝟏

𝟏
𝟏𝟏𝟐

 𝟏𝟏𝟐 

 

 الحل

𝟏

𝒂 𝒏
 𝒂𝒏 
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<  +   كان  إذا -: الكسريس الأ             

            حٌث                             فأن                 

 فان اعلاه  الواردةالشروط  مع مراعاةو أخرىوبصورة           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

كانت سس التً استعملناها عندما مبرهنتٌن الاخٌرتٌن أن قوانٌن الألنا من خلال ال ٌتضح -: ملاحظة

وسوف نقبل نسبٌة. عندما تكون الأسس أعدادا  ائبةتبقى ص صحٌحةً، طبٌعٌةً أواعداداً  سسالأ

 المبرهنة الاتٌة دون الخوض فً تفاصٌل برهانها:

 

 

 

 

 

    او    عدداً صحٌحاً فردٌاً موجباً فأن المبرهنة تكون صحٌحة عندما ٌكون   كان  إذا -: ملاحظة
 سالباً.

 

 

 

 

 

 سس عندما تكون اعداداً نسبٌةقوانٌن الأ -س الكسري تعرٌف الأ 2-1-1

 𝒂𝒎
𝒏

 𝒂
𝒎
𝒏  

𝒂
𝒎
𝒏   𝒂

𝟏
𝒏 𝒎    𝒂𝒎 

𝟏
𝒏

 

 

 

𝒂مجموعة الاعداد النسبٌة وكانت     ℚاذا كانت        𝒎 𝒏  ℚ  فأن:- 

 

 

 1 نتٌجة

 -:عددٌن نسبٌٌن فأن  𝒎 𝒏عدداً حقٌقٌاً موجباً وكان كل من    كان إذا  

 

 

 1 مبرهنة

 𝒂𝒎 𝒏   𝒂𝒎.𝒏 

 -:عددٌن نسبٌٌن فأن  𝒎 𝒏عدداً حقٌقٌاً موجباً وكان كل من  𝒂إذا كان 

 

  2  مبرهنة

𝒂𝒎.𝒂𝒏  𝒂𝒎+𝒏 

𝒂𝒎 ÷ 𝒂𝒏  𝒂𝒎 𝒏 

𝒏عدداً حقٌقٌاً موجباً    𝒂   𝒃كل من    لٌكن    +  ∶ 𝒏 >  -:فإن  𝟏

 

  3  مبرهنة

𝟏  𝒂.𝒃
𝒏

  𝒂
𝒏

  .  𝒃
𝒏

 𝒂
𝟏
𝒏 .𝒃

𝟏
𝒏 𝟐  

𝒂

𝒃

𝒏
 

 𝒂
𝒏

 𝒃
𝒏  

𝒂
𝟏
𝒏

𝒃
𝟏
𝒏

 

 (ٌأتًفً العملٌات التً ٌتم اجرائها على الاسس فٌما  تأمل)

1)   𝟕
𝟒

 
𝟓
  𝟕

𝟏

𝟒 𝟓  𝟕
𝟓

𝟒 

2)   𝒂𝟑.𝒃𝟒   𝟑   𝒂
𝟑

𝟐.𝒃
𝟒

𝟐 𝟑   𝒂
𝟑

𝟐.𝒃𝟐 𝟑    𝒂
𝟑

𝟐
 .𝟑 .𝒃𝟐.𝟑   𝒂

𝟗

𝟐 .𝒃𝟔 

 

 13 مثال
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                                              𝟓  𝟏.  
𝟐

𝟏𝟎
  

𝟏

𝟓
 .
𝟏

𝟓
  

𝟏

𝟐𝟓
  

                                            𝒂 𝟑.𝒃 𝟐.𝒂𝟑.𝒃𝟐. 𝒄𝟑  𝒄𝟑 

                  𝟖𝟐 
𝟏
𝟐.  𝒃𝟒 

𝟏
𝟐.  𝒄 𝟔 

𝟏
𝟐  𝟖𝒃𝟐𝒄 𝟑  

𝟖𝒃𝟐

𝒄𝟑
 

3.  𝟓𝟎  √ 𝟐𝟓 .  𝟐   𝟐𝟓 .  𝟐   𝟓𝟐.  𝟐  𝟓 𝟐 

4.  
𝟑

𝟒𝟗
 

 𝟑

 𝟒𝟗
 

 𝟑

𝟕
 

5.  −𝟎.𝟎𝟎𝟏
𝟑

  
 𝟏

𝟏𝟎𝟎𝟎

𝟑
 

  𝟏
𝟑

 𝟏𝟎𝟎𝟎
𝟑   

 𝟏

𝟏𝟎
  −𝟎.𝟏 

6. √ 𝟏𝟐𝟓  𝟏
𝟑

 .  𝟎.𝟎𝟎𝟏𝟔 
𝟒

  𝟏𝟐𝟓 
−𝟏

𝟑 .  
𝟏𝟔

𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎
 

𝟏

𝟒
   𝟓𝟑  

−𝟏

𝟑 .  
𝟐𝟒

𝟏𝟎𝟒
 

𝟏

𝟒
 

7.   𝒂𝟑
𝟒

 .  𝒃   𝟒.  
𝒂𝟒.𝒃

𝟖
𝟑

𝒄−𝟒
 
𝟑

𝟒   𝒂
𝟑

𝟒.𝒃
𝟏

𝟐  𝟒.  𝒂𝟒 .𝒃
𝟖

𝟑 . 𝒄𝟒  
𝟑

𝟒 

8.  
𝟖

𝟐𝟕
 
𝟐

𝟑    
𝟐𝟑

𝟑𝟑
 
𝟐

𝟑  
𝟐
𝟑.
𝟐
𝟑

𝟑
𝟑.
𝟐
𝟑

  
𝟐𝟐

𝟑𝟐
  

𝟒

𝟗
 

9.  𝟔𝟒 𝒃𝟒. 𝒄 𝟔    𝟖 𝟐.𝒃𝟒. 𝒄 𝟔 
𝟏

𝟐 

 تكملة

بسط المقدار 
𝟏

 𝟑+ 𝟐
 نسبٌاً.بحٌث ٌكون المقام عدداً   

 

 14 مثال

 
𝟏

 𝟑   𝟐
  

𝟏

 𝟑   𝟐 
 

 𝟑−  𝟐

 𝟑−  𝟐 
 

                     
 𝟑−  𝟐

 √𝟑 
𝟐
−  √𝟐 

𝟐  
 𝟑 − 𝟐

𝟑 − 𝟐 
 

 𝟑 −  𝟐

𝟏 
  𝟑−  𝟐 

 

 الحل
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−    ٌسمى المقدار ومقامــــه والذي ضربنا به كل من بسط الكسر السابق      فً المثال   

او ) المرافق ( والذي ٌعرف بأنه الحدانٌة الجبرٌة  التً تحول مقام الكسر الى   العامل المنسب ( )

 .عدد نسبً

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝟕

𝟐 𝟑 𝟏
 

 نسبٌاً.الاتً لٌكون مقامه عدداً  بسط المقدار

 

 15 مثال

 
𝟕

𝟐  𝟑 𝟏
  

𝟕

𝟐 𝟑  𝟏
   

𝟐 𝟑 − 𝟏

𝟐 𝟑 − 𝟏
 

 
𝟏𝟒 𝟑− 𝟕

 𝟐√𝟑 
𝟐
−  𝟏 𝟐

 
𝟏𝟒 𝟑− 𝟕

 𝟒 .  𝟑 − 𝟏
 
𝟏𝟒 𝟑− 𝟕

𝟏𝟏
 

 

 الحل

 
𝟒𝒏+

𝟏
𝟒 . √ 𝟐 .𝟐𝒏

𝟐 𝟐 𝒏
 
𝟏
𝒏  𝟖 

 -أثبـت أن :

 

 16 مثال

 𝑳.𝑯.𝑺   
𝟒𝒏+

𝟏
𝟒 . √ 𝟐 .𝟐𝒏

𝟐 𝟐 𝒏
 
𝟏
𝒏   

 𝟐𝟐 𝒏+
𝟏
𝟒 .𝟐

𝟏
𝟐.𝟐

𝒏
𝟐

 𝟐 .𝟐
 𝒏
𝟐

 
𝟏
𝒏 

   
 𝟐 𝟐𝒏+

𝟏
𝟐 .𝟐

𝟏
𝟐.𝟐

𝒏
𝟐

 𝟐 .𝟐
 𝒏
𝟐

 
𝟏
𝒏 

  𝟐𝟐𝒏+
𝟏
𝟐+

𝟏
𝟐+

𝒏
𝟐 𝟏+

𝒏
𝟐  

𝟏
𝒏 

  𝟐𝟑𝒏 
𝟏
𝒏   𝟐𝟑 

 𝟖  𝑹.𝑯.𝑺 

 

 الحل
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𝟗 
𝟏
𝟐𝒏+𝟏  𝟑𝒏+𝟏

 𝟗𝒏 − 𝟑𝒏 𝟏
   𝟏𝟖 

 -أثبـت أن :

 

 17 مثال

 𝑳.𝑯.𝑺  
𝟗 

𝟏
𝟐 𝒏+𝟏 

 

 𝟑𝒏+𝟏

 𝟗𝒏 − 𝟑𝒏 𝟏
 

 
 𝟑𝟐 

 
𝟏
𝟐
 𝒏+𝟏 

 𝟑𝒏+𝟏

√ 𝟑𝟐 𝒏 − 𝟑𝒏 𝟏
 

 
 𝟑  𝒏+𝟐  𝟑𝒏+𝟏

𝟑
𝟐𝒏
𝟐 − 𝟑𝒏 𝟏

 

 
 𝟑  𝒏+𝟐  𝟑𝒏+𝟏

𝟑𝒏 − 𝟑𝒏 𝟏
            

 
 𝟑𝒏.𝟑𝟐   𝟑𝒏.𝟑𝟏 

𝟑𝒏 −  𝟑𝒏.𝟑 𝟏 
      

 
𝟑𝒏 𝟑𝟐  𝟑𝟏 

𝟑𝒏 𝟏− 𝟑 𝟏 
                 

  
𝟗  𝟑

𝟏 −
𝟏
𝟑

 

   
𝟏𝟐

𝟑− 𝟏
𝟑

 
𝟏𝟐

𝟐
𝟑

   

  𝟏𝟐 .  
𝟑

𝟐
     𝟏𝟖  𝑹.𝑯.𝑺 

 الحل
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 (12-رين )اتم
 -: من المقادٌر العددٌة الآتٌةجد قٌمة كل . 1

        
 

    
   
 

 .    
 

   
 

.   
  

            −          
 

 
  
  

 -: بسط كل من المقادٌر الآتٌة لٌكون الناتج بأسس موجبة .2

   
  

   
÷
   

  
    

 .       −          

  +     .       
 

     .               
     .      + 

       .    
   
 

 

 -: أثبت صحة المتطابقات الآتٌة .3

  
    .   + 

  
            ∀      

  
   + −    + 

   .     
        ∀      

  
   .      −  .       

 
 

   .      +       
  
 

 
  

  
        ∀     

  (
  + .     

       
  ÷  

  + 

   +       
 )

 
 

 
 

 
         ∀     

 -: ٌكون مقام كل منها عدداً نسبٌاً بسط المقادٌر الآتٌة ل. 4

  
  

 −   
   

    

  −  
   

  −   
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البنود السابقة على قوانٌن الأسس عندما تكون أعداداً صحٌحةً أو  الطالب فًأطلعت عزٌزي 

الخوض  حقٌقٌة دونتكون أعداداً  السابقة للأسس عندماوفً هذا البند سوف نقبل القوانٌن  نسبٌةً.

 ذلك.فً تفاصٌل برهان 

 

 

 

 

 

  -: ما ٌأتًومن أمثلة الدالة الأسٌة 

              

            

             
 

   

    

 

     
 

 
   

 

 

 

 

 

 

 

𝒇  →  + 𝒇 𝒙  𝒂𝒙  ∀𝒙    

 الواحد فأن الدالة يلا ٌساوعدداً حقٌقٌاً موجباً  aكان  إذا  

 (ومتباٌنة(انها دالة شاملة  ))أيالأسٌة(( وهً دالة من نوع التقابل  ))الدالةتسمى    

 -ٌأتً:  أعلاه كماوٌمكن أعادة صٌاغة التعرٌف  

 :قتران هذا التطبٌق هًأوقاعدة  + الى  بأنها تطبٌق من   𝒇𝒂 𝒙  تعرف الدالة الأسٌة

𝒇𝒂 𝒙  𝒂𝒙 ∶ 𝒂   +/ 𝟏    ,  𝒙    

 تعرٌف

𝒇𝟏  الدالةومنه أرسم منحنً   𝒇𝟐 𝒙أرسم منحنً الدالة الأسٌة   
𝟐

 𝒙 . 

 

 18 مثال

استخراج  نقوم بتكوٌن جدول قٌم تعوٌضٌة للدالة بهدف      𝟐𝒙  𝒇𝟐 𝒙 أن    حٌث  

 جزء علىتوصٌلها للحصول الاحداثً ، ثـم تمثل نقاطاً ٌمكن أسقاطها على المستوي  أزواج مرتبة

 البٌانً للدالة.التمثٌل  من

 

 

 

 الحل

ً  - الدالة الاسٌة 1-1-3  خواصها - تمثٌلها بٌانٌا
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( وكما أسلفنا +          )حٌث     =     وبالمثل ٌمكن أن نتناول أٌة دالة حقٌقٌة   

التً درسناها فً البنود  فأن هذه الدالة تسمى )) الدالة الأسٌة (( وهً تتمتع بخواص الأسس

 .السابقة

 -: فأن    /+    كان  إذاأي أنه 

         .                

    
     

      
      −    

3)                      

          خواص الدالة الأسٌة  

 …                          قمنا برسم منحنٌات الدوال             إذا

                        الدوال:وكذلك 

 

    …  ,     

 

       ,    

 

     ,   

 

     

 

𝒇𝟏أما بالنسبة للدالة       
𝟐

 𝒙   
𝟏

𝟐
 𝒙   𝟐 𝒙     فأنه من الملاحظ   أن الدالتٌن    𝒇𝟐 𝒙  

 ،𝒇𝟏
𝟐

 𝒙    تناظر أحداهما الاخرى حول المحور𝒚    ا بالاعتماد على هذه موبذلك نستطٌع رسمه

 -(  الاتً :1-1) الحقٌقٌة ، وكما فً الشكل

 

 

 

 تكملة
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 -: المنحنٌاتفأننا سوف نجد مجموعتٌن من 

 .xكلما تزاٌدت قٌمة      حٌث تتزاٌد قٌم الدالة  <  1 عندما تزاٌدٌهدوال  .1

<  تناقصٌة عندمادوال  .2  >  . كلما تزاٌدت قٌمة      حٌث تتناقص قٌم الدالة    

جزء من  ان الظاهر فً الرسم هو )لاحظ( أدناه رسمنا ستة من هذه المنحنٌات 1-2وفً الشكل )

<   ثلاثة منها ٌكون فٌها كله(المنحنً ولٌس المنحنً  < والثلاثة الاخرى فٌها      > وقد   
كما نلاحظ ان جمٌع  الاولى،فً المجموعة    المجموعة الثانٌة لتكون مقلوبات قٌم فً    أخترنا قٌم 

 .        منحنٌات تمر بالنقطةال

 

 -: إننرى مما سبق 

 : أي دالة متباٌنة            الدالة .1

∀                    

 : دالة شاملة              الدالة .2

<      ما إن المدى هو ك  +  ومجالها المقابل هو     و  ه   ل  مجا أي إن المدى     

 ٌساوي المجال المقابل.

 ومتباٌنة.لأنها دالة شاملة  دالة متقابلة           الدالة .3
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وطرٌقة حلها تعتمد على  الأس،المعادلة الأسٌة هً المعادلة التً تحتوي على مجهول فً 

 الآتٌتٌن:الحقٌقتٌن 

 .    حٌث       فأن           كان  إذا .1

 .       حٌث        فأن            كان إذا .2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سٌةالمعادلات الأ 4-1-1

 -الآتٌة :حل المعادلات الأسٌة       

1) 𝟏𝟐𝟓𝒙  𝟓𝒙 𝟐 

2) 𝟕𝒙+𝟐  𝟑𝒙+𝟐. 

 

 19 مثال

∴ 𝑺. 𝒔   −𝟏  

∴ 𝑺. 𝒔   −𝟐  

1)    𝟓 𝟑 𝒙  𝟓𝒙 𝟐      𝟓𝟑𝒙  𝟓𝒙 𝟐    𝟑𝒙  𝒙− 𝟐    

  𝟑𝒙 − 𝒙  −𝟐   𝟐𝒙   −𝟐    𝒙  
 𝟐

𝟐
 −𝟏   

2) 𝟕𝒙+𝟐  𝟑𝒙+𝟐 

𝒙 𝟐  𝟎      𝒙  −𝟐  

 

 الحل

𝟏   𝟏𝟔𝒙  
𝟏

𝟒
           𝟐  𝟓𝒙

𝟐 𝒙  𝟐𝟓            𝟑  𝟒𝟐𝒙 𝟑  𝟏     

𝟒 𝟐𝟑𝒙
𝟐 𝟏𝟐  𝟑𝟑𝒙

𝟐 𝟏𝟐 

 -الآتٌة :حل المعادلات الأسٌة       

 

 20 مثال

𝟏 𝟏𝟔𝒙  
𝟏

𝟒
      𝟒 𝟐 𝒙   𝟒  𝟏 

   𝟒 𝟐𝒙      𝟒  𝟏  𝟐𝒙  −𝟏  𝒙  
−𝟏

𝟐
 

∴ 𝑺. 𝒔   
−𝟏

𝟐
  

 الحل
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 (1-3رين )اتم
 -: الآتٌة من المعادلات الاسٌةكل في     جد قٌمة  .1

         +             .           

           +   
 

  
 b)   .    +     

    
 
                       

       
  

     
               

بصورة     . 3بٌانٌاً ومن المخطط البٌانً جد قٌمة             3  مثل الدالة الأسٌة .2

 تقرٌبٌة.بصورة    xجد قٌمة      3أن  تقرٌبٌة، وإذا علمت

𝟐  𝟓𝒙
𝟐 𝒙  𝟐𝟓  𝟓𝒙

𝟐 𝒙  𝟓𝟐  

 𝒙− 𝟐  𝒙 𝟏  𝟎 

∴ 𝑺. 𝒔   −𝟏  𝟐  

𝟑  𝟒𝟐𝒙 𝟑  𝟏   𝟒𝟐𝒙 𝟑  𝟒𝟎  

 𝟐𝒙− 𝟑  𝟎  𝟐𝒙  𝟑   𝒙  
𝟑

𝟐
 

 ∴ 𝑺. 𝒔   
𝟑

𝟐
  

𝟒  𝟐𝟑𝒙
𝟐 𝟏𝟐  𝟑𝟑𝒙

𝟐 𝟏𝟐     𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐  𝟎   

 𝟑𝒙𝟐  𝟏𝟐   𝒙𝟐  𝟒  𝒙   𝟐 

∴ 𝑺. 𝒔   −𝟐  𝟐  

   𝒙𝟐 − 𝒙  𝟐    𝒙𝟐 − 𝒙− 𝟐  𝟎           

𝒙      أما  − 𝟐  𝟎  𝒙  𝟐 

𝒙       أو  𝟏  𝟎  𝒙  −𝟏 

 

 تكملة
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وهكذا، وبذلك ٌكون                            لقد عرفنا فً موضوع الأسس أن 

    هو العدد    ولٌكون الناتج   عدد هو ال    لٌكون الناتج    العدد الذي ٌوضع أساً للأساس

فً الامثلة أعلاه ٌسمى ))الاساس((     كما اننا أوضحنا ان العدد    هو العدد     ولٌكون الناتج

، ،     بٌنما كل من الاعداد  ))الناتج((.تسمى  فأنها    ،   ،    ( أما الاعداد))الاس(تسمى        

فان التسلسل      لٌكون الناتج     هو العدد الذي نجعله أساً للعدد ))ماان نسأل  أردنا إذاف
 -الآتً: المنطقً الذي سوف نتبعه فً الحل هو 

 

( ))لوغارٌتم(ٌطلق علٌه أسم       لكً ٌنتج العدد    أساً للأساس ٌمثل( والذي  أن العدد )

ارٌتم  العدد كما أننا نعبر رمزٌاً عن العبارة ))  لوغ ،      له بالرمز وٌرمز  للأساس       العدد
لاحظ من ذلك ان الصٌغة ن ،           -:(( كما ٌأتً  ٌساوي   للأساس     

 اللوغارٌتمٌة هً صٌغة بدٌلة للصٌغة الأسٌة والعكس صحٌح.

 

ولو تمعنا فً      /+   حٌث        لقد تعلمنا فً البند الخاص بالدالة الأسٌة إن 
هً الدالة  الدالة اللوغارٌتمٌة فً شرحنا لمفهوم اللوغارٌتم لتوصلنا الى انمثلة التً أوردناها الأ

 -العكسٌة للدالة الأسٌة ولذلك ٌمكننا صٌاغة التعرٌف الآتً للدالة الأسٌة :

تسمى الدالة اللوغارٌتمٌة وصٌغتها      الدالة العكسٌة للدالة الأسٌة التً صٌغتها العامة   
 -: انأي (  للأساس   ٌساوي لوغارٌتم  )وتقرأ          ً العامه ه

 

وكما موضح بالأمثلة  وبذلك ٌمكننا الانتقال من الصٌغة الأسٌة الى الصٌغة اللوغارٌتمٌة وبالعكس

 -: الآتٌة

 

 

 

 

 

 

 اللوغارٌتم مفهوم 2-1

𝟓𝒙  𝟏𝟐𝟓          𝟓𝒙  𝟓𝟑     𝒙  𝟑 

 الدالة اللوغارٌتمٌة   1-2-1

𝒚  𝒂𝒙 ⇔ 𝒙  𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒚 

الصٌغة الاسٌة       الصٌغة اللوغارٌتمٌة                  

 -الصٌغ الأسٌة الآتٌة :من  المقابلة لكلاللوغارٌتمٌة  الصٌغةأكتب       

𝟏 𝟏𝟔  𝟒𝟐            𝟐)𝟏𝟑  𝟏𝟑𝟏       𝟑) 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎  𝟏𝟎𝟔   

𝟒) 𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎𝟏  𝟏𝟎 𝟓 

 

 21 مثال

𝟐 𝟏𝟑  𝟏𝟑𝟏 𝐥𝐨𝐠𝟏𝟑 𝟏𝟑  𝟏 

𝟑 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎  𝟏𝟎𝟔    𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎  𝟔 

𝟒  𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎𝟏  𝟏𝟎 𝟓  𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎 𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎𝟏  −𝟓 

𝟏 𝟏𝟔  𝟒𝟐       𝐥𝐨𝐠𝟒 𝟏𝟔  𝟐 

 

 الحل
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𝟏  𝟑  𝐥𝐨𝐠𝟑 𝟐𝟕       𝟐 − 𝟑  𝒍𝒐𝒈𝟓

𝟏

𝟏𝟐𝟓
         𝟑 𝟏  𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎 𝟏𝟎 

 -الآتٌة :أكتب الصٌغة الأسٌة المقابلة لكل من الصٌغ اللوغارٌتمٌة       
 22 مثال

𝟐 − 𝟑  𝐥𝐨𝐠𝟓
𝟏

𝟏𝟐𝟓
 

𝟏

𝟏𝟐𝟓
 𝟓 𝟑 

𝟑  𝟏  𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎 𝟏𝟎  𝟏𝟎  𝟏𝟎𝟏 

𝟏  𝟑  𝐥𝐨𝐠𝟑 𝟐𝟕  𝟐𝟕  𝟑𝟑  
 الحل

 

𝐥𝐨𝐠𝐱  ان أي 𝟏  نفسه ٌساوي العدد للأساسلوغارٌتم .1 𝐱  𝟏. 
 ان أساس عدا الواحد ٌساوي صفر أي لوغارٌتم الواحد الصحٌح لأي.2

𝐥𝐨𝐠𝐚 𝟏  𝟎    𝐚  𝟏. 

( وأي عدد سالب لٌس )صفروٌترتب على ذلك أن العدد   + أن مجال الدالة اللوغارٌتمٌة هو .3
 لوغارٌتم.له 

 

 -: ملاحظات

𝟏  𝒍𝒐𝒈𝟒 𝒙  𝟑          𝟐  𝒍𝒐𝒈𝒙 𝟔𝟒  𝟔   𝟑  𝒍𝒐𝒈𝟏𝟐𝟓 𝟐𝟓  𝒙 

 

 -ٌأتً :جد قٌمة المجهول فً كل مما       
 23 مثال

𝟏 𝒙  𝟒𝟑  𝒙  𝟔𝟒 

𝟐 𝟔𝟒  𝒙𝟔  𝟐𝟔  𝒙𝟔  𝒙  𝟐 

𝟑 𝟐𝟓  𝟏𝟐𝟓𝒙    𝟓𝟐  𝟓𝟑𝒙   𝟐  𝟑𝒙   𝒙  
𝟐

𝟑
 

 𝒙سٌة ثم نجد قٌمة الصٌغة اللوغارٌتمٌة الى الصٌغة الأ نحول   

 

 الحل
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𝟏  𝒍𝒐𝒈𝟐  𝟐
𝟑

 𝒙      𝟐    نفرض
𝟑

 𝟐𝒙  𝟐
𝟏
𝟑  𝟐𝒙  𝒙  

𝟏

𝟑
 

𝟐  𝒍𝒐𝒈
 𝟑
𝟑 𝟖𝟏  𝒚     𝟖𝟏  نفرض    𝟑

𝟑
 
𝒚
 

𝟑 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎 𝟎.𝟎𝟎𝟏  𝒛 نفرض  𝟎.𝟎𝟎𝟏  𝟏𝟎𝒛 

 
𝟏

𝟏𝟎𝟎𝟎
 𝟏𝟎𝒛  𝟏𝟎 𝟑  𝟏𝟎𝒛  𝒛  −𝟑 

 𝒙سٌة ثم نجد قٌمة الصٌغة اللوغارٌتمٌة الى الصٌغة الأ نحول   

 𝟑𝟒  𝟑
𝟏

𝟑
𝒚  𝟑𝟒  𝟑

𝒚

𝟑  𝟒  
𝒚

𝟑
 𝒚  𝟏𝟐   

 

 الحل

  عددجد لوغارٌتم ال      
𝟏

𝟔𝟐𝟓
 .𝟓للأساس  

 25 مثال

𝐥𝐨𝐠𝟓   نفرض     
𝟏

𝟔𝟐𝟓
 𝒙  

𝟏

𝟔𝟐𝟓
  𝟓𝒙  

𝟏

𝟓𝟒
 𝟓𝒙  𝟓 𝟒  𝟓𝒙  𝒙  −𝟒 

 الحل

 ؟  𝟐 ( ٌساوي𝟎𝟏. 𝟎ما العدد ألذي لوغارٌتمه للأساس )      
 26 مثال

𝒚  إن العدد نفرض     

 𝒍𝒐𝒈𝟎.𝟎𝟏 𝒚  𝟐  

𝒚   𝟎.𝟎𝟏 𝟐  𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟏  

 

 الحل

 .𝟐 𝟐للأساس  𝟏𝟔  جد لوغارٌتم العدد      

 27 مثال

𝒍𝒐𝒈𝟐 𝟐 𝟏𝟔   𝒙 

 𝒙ٌساوي  𝟐 𝟐  للأساس  𝟏𝟔ان قٌمة لوغارٌتم العدد  نفرض  

 𝟐√𝟐 
𝒙
 𝟏𝟔     𝟐.𝟐

𝟏
𝟐 𝒙  𝟐𝟒 

 𝟐
𝟑

𝟐
𝒙  𝟐𝟒        

𝟑

𝟐
𝒙  𝟒  𝟑𝒙  𝟖  𝒙  

𝟖

𝟑
 

 

 

 الحل

𝟏 𝒍𝒐𝒈𝟐  𝟐
𝟑

           𝟐  𝒍𝒐𝒈
 𝟑
𝟑 𝟖𝟏           𝟑  𝑰𝒐𝒈𝟏𝟎 𝟎.𝟎𝟎𝟏 

 

 -: جد ناتج ما ٌأتً      

 24  مثال
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 (14-رين )اتم

 -: ضع كل مما ٌأتً بالصٌغة اللوغارٌتمٌة. 1

c)  .             b)         a)         

 e)     
 

  d)       

 -: ضع كل مما ٌأتً بالصٌغة الأسٌة .2

c)       
 

 
 b)         a)               

 e)       .     −  d)      
 

  
 −  

 -: اللوغارٌتمات الآتٌةاحسب قٌم  .3

b)       a)       .    

d)       c)       .        

 -: فً كل مما ٌأتً  xما قٌمة . 4

                         .       

            −           

 

   
  −  

                    −                           .         
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 اللوغارٌتماتخواص  2-2-1

𝟏  𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒙.𝒚. 𝒛… .   𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒙 𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒚 𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒛  ⋯  

𝟏 𝐥𝐨𝐠𝟐  𝟓 .  𝟕   𝐥𝐨𝐠𝟐 𝟓  𝐥𝐨𝐠𝟐 𝟕 

𝟐 𝐥𝐨𝐠 𝟐  𝟑 .  𝟏𝟏   𝐥𝐨𝐠 𝟐 𝟑 𝐥𝐨𝐠 𝟐 𝟏𝟏 

𝟑 𝐥𝐨𝐠𝟕 𝟑𝟎  𝐥𝐨𝐠𝟕  𝟐 .  𝟑 .  𝟓    𝐥𝐨𝐠𝟕 𝟐  𝐥𝐨𝐠𝟕 𝟑 𝐥𝐨𝐠𝟕 𝟓 

 

 28 مثال

𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎  -أن :أثبت       
𝟖

𝟑
 𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎 𝟑  𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎

𝟏

𝟖
 𝟎 

 29 مثال

𝑳.𝑯.𝑺  𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎

𝟖

𝟑
 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎 𝟑 𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎

𝟏

𝟖
 

  𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎  
𝟖

𝟑
.  𝟑 .

𝟏

𝟖
   𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎 𝟏  𝟎  𝑹.𝑯. 𝑺 

 

 الحل

𝐛 𝐥𝐨𝐠𝟓
𝟔

𝟏𝟏
 𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟔 − 𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟏𝟏  𝐥𝐨𝐠𝟓  𝟐 .  𝟑  − 𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟏𝟏 

 𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟐  𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟑− 𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟏𝟏 

𝐚 𝐥𝐨𝐠𝟑                 2مثال توضيحي على خاصية  
𝒙

𝟓
 𝐥𝐨𝐠𝟑 𝒙− 𝐥𝐨𝐠𝟑 𝟓 

 

 30 مثال

 𝟐 𝒍𝒐𝒈𝒂

𝒙

𝒚
 𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒙− 𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒚 

𝒃 𝒍𝒐𝒈𝒂

𝟔

𝟓
 𝒍𝒐𝒈𝒂

𝟓

𝟔𝟔
− 𝒍𝒐𝒈𝒂

𝟏𝟑𝟐

𝟏𝟐𝟏
 𝒍𝒐𝒈𝒂 𝟏𝟐  𝟎 

𝒂  𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎              -أثبـت أن :     
𝟐𝟕

𝟑𝟐
 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎

𝟏𝟎

𝟑
− 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎

𝟏𝟓

𝟏𝟔
 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎 𝟑    

 31 مثال

𝒂 𝑳.𝑯.𝑺  𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎

𝟐𝟕

𝟑𝟐
 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎

𝟏𝟎

𝟑
− 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎

𝟏𝟓

𝟏𝟔
 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎  

𝟐𝟕

𝟑𝟐
 .
𝟏𝟎

𝟑
 ÷

𝟏𝟓

𝟏𝟔
  

𝒃 𝑳.𝑯.𝑺  𝒍𝒐𝒈𝒂

𝟔

𝟓
 𝒍𝒐𝒈𝒂

𝟓

𝟔𝟔
− 𝒍𝒐𝒈𝒂

𝟏𝟑𝟐

𝟏𝟐𝟏
 𝒍𝒐𝒈𝒂 𝟏𝟐        

                    𝒍𝒐𝒈𝒂  
𝟏𝟐

𝟏𝟏
.
𝟏𝟐𝟏

𝟏𝟑𝟐
  𝒍𝒐𝒈𝒂 𝟏  𝟎  𝑹.𝑯.𝑺 

                   𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎  
𝟐𝟕

𝟑𝟐
 .
𝟏𝟎

𝟑
 .
𝟏𝟔

𝟏𝟓
  𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎 𝟑  𝑹.𝑯.𝑺  

                          𝒍𝒐𝒈𝒂

𝟔

𝟓
.
𝟓

𝟔𝟔
.𝟏𝟐

𝟏𝟑𝟐

𝟏𝟐𝟏

                 

 

 الحل
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𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎إذا كان      𝟓  -قٌمة :فما     𝟎.𝟔𝟗𝟗 

1) 𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎
𝟏

𝟓
          ,      2) 𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎

𝟏

𝟐
 

 32 مثال

𝟏   𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎

𝟏

𝟓
   𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎 𝟏− 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎 𝟓    𝟎− 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎 𝟓  −𝟎.𝟔𝟗𝟗 

 𝟐  𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎

𝟏

𝟐
   𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎 𝟎.𝟓  𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎

𝟓

𝟏𝟎
   𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎 𝟓− 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎 𝟏𝟎  𝟎.𝟔𝟗𝟗− 𝟏

 − 𝟎.𝟑𝟎𝟏 

 الحل

𝟑  𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒙
𝒏  𝒏. 𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒙 

 𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒙  
𝒍𝒐𝒈𝒃 𝒙

𝒍𝒐𝒈𝒃 𝒂
 𝒃  𝟏 

 𝟏  𝐥𝐨𝐠𝟒 𝟓
 𝟑  −𝟑 𝐥𝐨𝐠𝟒 𝟓 

𝟐 𝐥𝐨𝐠𝟓  𝟕  𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟕
𝟏

𝟐  
𝟏

𝟐
𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟕  

𝟑 𝐥𝐨𝐠𝟕 𝟓  
𝐥𝐨𝐠𝒃 𝟓

𝐥𝐨𝐠𝒃 𝟕
  ( 𝒃  𝟏  

 

33 مثال

32 

𝐥𝐨𝐠𝟓       -الآتً :أختصر المقدار        𝟕 . 𝐥𝐨𝐠𝟕 𝟏𝟏 . 𝐥𝐨𝐠𝟏𝟏 𝟑 . 𝐥𝐨𝐠𝟑 𝟓 
 34 مثال

𝒍𝒐𝒈𝟓 𝟕 . 𝒍𝒐𝒈𝟕 𝟏𝟏 . 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟏 𝟑 . 𝒍𝒐𝒈𝟑 𝟓  
𝒍𝒐𝒈𝒃 𝟕

𝒍𝒐𝒈 𝒃 𝟓
.
𝒍𝒐𝒈𝒃 𝟏𝟏

𝒍𝒐𝒈𝒃 𝟕
.
𝒍𝒐𝒈𝒃 𝟑

𝒍𝒐𝒈𝒃 𝟏𝟏
.
𝒍𝒐𝒈𝒃 𝟓

𝒍𝒐𝒈𝒃 𝟑
 𝟏 

 
 الحل

، والعكس متساوٌانتساوى لوغارٌتم عددٌن للأساس نفسه فأن العددٌن  إذا              

   -أي : صحٌح.

 -ملاحظة :

 𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒙  𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒚 ⇔ 𝒙  𝒚 

 

𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟐𝒙 𝟏  𝐥𝐨𝐠𝟓 𝒙− 𝟐  𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟕 

 -الآتٌة :حل المعادلة اللوغارٌتمٌة      

 35 مثال

𝟐𝒙 𝟏 > 𝟎    𝒙 𝒙 >
−𝟏

𝟐
  

 -ٌأتً :هذا المثال لم تعط مجموعة التعوٌض ولذلك ٌقتضً الامر أٌجادها أولاً وكما  فً 

                                                   x −𝟐 > 𝟎    𝒙 𝒙 > 𝟐  

 

 الحل
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 ولأنها تستعمل  10اللوغارٌتمات العشرٌة هً اللوغارٌتمات التً ٌكون أساسها العدد     

       عند استعمالها، 10تفق علماء الرٌاضٌات على عدم كتابة الأساس كثٌراً فً الحسابات العلمٌة لذا أ

 .         ٌقصد بها       فمثلا

    10 لاحظ الصٌغتٌن الأسٌة واللوغارٌتمٌة الآتٌة التً تبٌن لنا لوغارٌتمات القوى الصحٌحة للإساس

                     

                   

                 

               

               

 .            .   −   

 .             .    −   

 .              .     −   

..وهكذا.  

-: مما سبق نستنتج ما ٌأتً  

كانت القوى أكبر  إذاهً أعداد صحٌحة ))موجبة((  10 الصحٌحة للإساسلوغارٌتمات القوى  .1

 كانت القوى أصغر من الواحد. إذامن الواحد و))سالبة(( 

 𝒙 𝒙 >
−𝟏

𝟐
 ∩  𝒙 𝒙 > 𝟐   𝒙 𝒙 > 𝟐  

𝒍𝒐𝒈𝟓 𝟐𝒙  𝟏  𝒍𝒐𝒈𝟓 𝒙− 𝟐  𝒍𝒐𝒈𝟓 𝟕 

𝒍𝒐𝒈𝟓 𝟐𝒙  𝟏 .  𝒙− 𝟐  𝒍𝒐𝒈𝟓 𝟕 

𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒙− 𝟐  𝟕  𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒙− 𝟗  𝟎   𝟐𝒙 𝟑  𝒙− 𝟑  𝟎 

∴ 𝑺. 𝒔   𝟑  

       -ستكون : اللوغارٌتمٌةولذلك فأن مجموعة التعوٌض للمعادلة   

 -المعادلة :والان نعاود حل 

𝟐𝒙       أما    𝟑  𝟎  𝒙  
 𝟑

𝟐
 ∉  𝒙 𝒙 >  يهمل  𝟐

أو           𝒙 − 𝟑  𝟎  𝒙  𝟑 

 

 

 

 تكملة

 (10)لوغارٌتمات الاعداد للأساس  العشرٌة اللوغارٌتمات 3-2-1
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( ، هً دالة متزاٌدة ونقصد بذلك أن + الى  وهً دالة تقابل من  (         الدالة .2

على ذلك ان لوغارٌتم العدد ٌزداد  وٌترتب    تتزاٌد مع ازدٌاد قٌمة دالة      قٌمة الدالة  
 .بازدٌاد العدد وٌصغر بصغره

أي ان العدد السالب والصفر  ( تكون غٌر معرفة.       فأن            كانت إذا .3

 .)لٌس لهما لوغارٌتم 

))أي أن اللوغارٌتمات تكون                 فأن              كانت إذا .4
 سالبة((.

 .       فأن         عندما .5

<      كانت إذا .6 <          فأن       ))أي أن اللوغارٌتمات تكون    
 موجبة((.

 

. والآن سنتعرف على  10تعرفنا فً البند السابق على اللوغارٌتمات العشرٌة عندما كان الأساس

( وٌسمى العدد 2.71828( الذي قٌمته ) اللوغارٌتمات التً أساسها العدد الذي ٌرمز له بالرمز )

 .النٌبٌري

 

 

 

 

 

 -: فأننا سوف نحصل على  بالأساس    ومن تعرٌف الدالة اللوغارٌتمٌة لو أستبدلنا الأساس  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اللوغارٌتمات الطبٌعٌة   4-2-1

 خواص اللوغارٌتمات الطبٌعٌة هً خواص اللوغارٌتمات العشرٌة نفسها.                
وهً تظهر فً عدة مجالات  ( باللوغارٌتمات الطبٌعٌة𝒆تسمى اللوغارٌتمات بدلالة الأساس )

 علمٌة متعددة قد تتعرف علٌها فً دراستك المستقبلٌة. وتطبٌقات

لتمٌٌزه عن اللوغارٌتم الاعتٌادي )ألعشري(   𝒍𝒏𝒚بالصٌغة  yٌعرف اللوغارٌتم الطبٌعً للعدد 

(𝐥𝐨𝐠𝒚( أما الرمز المختصر )𝐥𝐧( فهو مأخوذ من كلمة )𝒏𝒂𝒕𝒖𝒓𝒂𝒍( والتً تعنً )ط.)ًبٌع  

 

 -ملاحظة :

𝒙  𝒍𝒏𝒚 ⇔ 𝒚  𝒆𝒙 

        ∀𝒙   + ⇔ 𝐥𝐧 𝒆𝒙  𝒙 

 

 1 نتٌجة

𝑳.𝑯.𝑺  𝒍𝒏 𝒆𝒙  𝒙 𝒍𝒏 𝒆  𝒙.𝟏  𝒙  𝑹.𝑯.𝑺 
 البرهان

        𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒙  
𝒍𝒐𝒈𝒙

𝒍𝒐𝒈𝒂
 

𝒍𝒏𝒙

𝒍𝒏𝒂
    𝒂  𝟏      𝒂 > 𝟎 

 

 2 نتٌجة

𝒍𝒏 𝒙  𝒍𝒏 𝒂𝒚   𝒍𝒏 𝒙  𝒚. 𝒍𝒏 𝒂 

𝒚  
𝒍𝒏 𝒙

𝒍𝒏 𝒂
            ∴ 𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒙   

𝒍𝒏 𝒙

𝒍𝒏 𝒂
 

𝒚             لٌكن     𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒙  𝒙  𝒂𝒚  

 -: بأخذ اللوغارٌتم الطبٌعً للطرفٌن نحصل على

 البرهان
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 (5-1رين )اتم
 -: كل من المقادٌر الآتٌة إختصر. 1

         

 

  
−      

 

  
      

  

 
 

                 −       

           
 −   −        −         

 −  

   
 

    
                  −        

       −       
 

 -: جد قٌمة المجهول فً كل من المعادلات اللوغارٌتمٌة الآتٌة .2

               
        

              

  

 
−             

  

 
   

                  −                  −    

 

 

               -: المقدار جد قٌمة     
𝟏

𝐥𝐨𝐠𝟑 𝟏𝟓
 

𝟏

𝐥𝐨𝐠𝟓 𝟏𝟓
 

 36 مثال

𝟏

𝒍𝒏𝟏𝟓
𝒍𝒏𝟑

 
𝟏

𝒍𝒏𝟏𝟓
𝒍𝒏𝟓

  
𝒍𝒏 𝟑

𝒍𝒏𝟏𝟓
 

𝒍𝒏 𝟓

𝒍𝒏𝟏𝟓
  

 
𝒍𝒏 𝟑 𝒍𝒏 𝟓

𝒍𝒏𝟏𝟓
 

 
𝒍𝒏 𝟑  𝟓 

𝒍𝒏 𝟏𝟓
 

                                
𝒍𝒏 𝟏𝟓

𝒍𝒏𝟏𝟓
 𝟏 

 

 الحل
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 -: أثبت صحة المتطابقات اللوغارٌتمٌة الآتٌة .3

         
 

 
−      

  

  
      

  

  
   

          .          −       −        −  

                  −           

          −        −               −                   

 -: حل المعادلات اللوغارٌتمٌة الآتٌة. 4

                        −   −          

           −                             >  >    

              −       −      

                     −      

.        علمت ان  إذا. 5       ،        . فاحسب قٌمة كل مما      

 -ٌأتً:

       

  

  
         .   

       

  

  
              

 -. أثبت ان :6

    
 

       
 

 

       
 

 

       
   

          
  

 
                       

       -اثبت ان :                  كان  إذا.    7
 

  
   . 
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 الثانًالفصل 

  المتتابعات

(Sequences) 

 

البنود 

(SECTIONS) 

 

 

 المقدمة 2-1

 تعرٌف المتتابعة وحدها العام 2-2

 الحسابٌةالمتتابعة  2-3

 الأوساط الحسابٌة 2-4

 الحسابٌة المنتهٌةمجموع المتتابعة  2-5

 المتتابعة الهندسٌة 2-6

 الهندسٌة الاوساط 2-7

 المنتهٌة الهندسٌةمجموع المتتابعة  2-8
 

 Vocabulary الرمز او العلاقة الرٌاضٌة المصطلح

 الحد الأول للمتابعة الحسابٌة
 والهندسٌة

  First term 

             أساس المتتابعة الحسابٌة
common difference  
of an arithmetic sequence 

     أساس المتتابعة الهندسٌة
    

  
 

common ratio 
 of an geometrical sequence 

قانون الحد العام للمتتابعة 
 الحسابٌة

     (   )   
the nth Term  
of an arithmetic sequence 

قانون الحد العام للمتتابعة 
 الهندسٌة

          
  the nth Term   
of an geometrical sequence 

قانون مجموع المتتابعة 
الحسابٌة بدلالة الحد الأول 

 والأخٌر

   
 

 
(    ) 

sum of a certain number of 
terms 
 of an arithmetic sequence 

قانون مجموع المتتابعة 
الحسابٌة بدلالة الحد الأول 

 والأساس

   
 

 
,   (   )  - 

sum of a certain number of 
terms of an arithmetic sequence 

قانون مجموع المتتابعة 
 الهندسٌة

   
 (    )     

   
 

sum of a certain number of 
terms of a geometrical sequence 
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 -: سوف نتعلم فً هذا الفصل

 مفهوم المتتابعة   

 تعرٌف المتتابعة العددٌة وحدها العام 

 مفهوم المتتابعة الحسابٌة وقانون الحد العام لها 

 كٌفٌة ادخال اوساط حسابٌة بٌن عددٌن معٌنٌن 

 اٌجاد مجموع المتتابعة الحسابٌة المنتهٌة 

 مفهوم المتتابعة الهندسٌة وقانون الحد العام لها 

  معٌنٌنكٌفٌة ادخال اوساط هندسٌة بٌن عددٌن 

 اٌجاد مجموع المتتابعة الهندسٌة المنتهٌة 
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 الفصل الثبني
 المتتابعات

(         ) 

 

او مجموعة الأعداد (+ ) الموجبة الأعداد الطبٌعٌة  المتتابعات هً دوال ٌكون مجالها مجموعة

أي ،  (+  )او  (+ )( ، او ٌكون مجالها مجموعة جزئٌة ومرتبة من  ( + الصحٌحة الموجبة 

+    حٌث  +         }
 +    أو   

. 

 Finiteتكون المتتابعات منتهٌة ) دوالمجال المقابل اي المدى هو مجموعة غٌر خالٌة. وق

Sequences )( او غٌر منتهٌةInfinite Sequences. ) 

ان الأعداد الموجبة ومجموعة  وهً +       *  وكما ان مجموعة الأعداد الطبٌعٌة هً 

 وأما مجموعة، الصفر و وهً مجموعة الاعداد الموجبة +         *  الكاملة  المجموعة

الأعداد السالبة مجموعة اي انها  +               *     الأعداد الصحٌحة فهً

فً الفصل هذا المتتابعات بشكل عام والمتتابعات  وسنأخذ،    ⊇    الصفر حٌث انمع والموجبة 

الحسابٌة والهندسٌة واللتٌن لهما تطبٌقات فً المجالات الاقتصادٌة وعلم الأرض ) الجٌولوجٌا( 

 -: كالاتً وغٌرها من المجالات . مما سبق ٌمكن ان نضع تعرٌفاً للمتتابعة

 

 

 

 

 

( ) مثال:  لتكن  +    حٌث       
+    أو   

 

( )  فإن            فإنه عندما        

( )  فإن          وعندما        

( ) فإن           وعندما    وهكذا ...       

وتسمى   〈       〉فنرى ان الاعداد الناتجة هً المجال المقابل أي المدى وتكتب بالصورة 

وهذا          تصبح الدالة المعطاة بالشكل     بالرمز   ( ) رمزنا لـ  إذابالمتتابعة و

       ( ونسمً )المدىالأخٌر هو القاعدة التً من خلالها وجدنا النواتج أي المجال المقابل 

حٌث     
+

  n   او
+

أو   (            )بالحد النونً او الحد العام        

،   〈       〉   ، ونكتب المتتابعة فً المثال السابق بالشكل              ))

 -:صورة عامة تكتب المتتابعة كالاتًوب

  .الحد الثانً ... وهكذا    الحد الأول و   حٌث                               

هً دوال ٌكون مجالها مجموعة الأعداد الطبٌعٌة    

مجموعة جزئٌة من   او( ، ( + او مجموعة الأعداد الصحٌحة الموجبة (+ )الموجبة  

 خالٌة.. ومجالها المقابل هو مجموعة جزئٌة غٌر  (+  )او  (+ )

 (Sequence)المتتابعة 

 المقدمة 2-1

 

 متتابعة وحدها العامتعرٌف ال 2-2
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 (1-2رين )بتم
 -: اكتب الحدود الخمسة الاولى لكل من المتتابعات الاَتٌة .1

 )             

 )        
  

 
  

 )        (  )   

 )            

+         * كان   إذا .2             فأكتب المتتابعة حٌثُ :   

 

 

 

𝑼𝒏اكتب الحدود الخمسة الأولى من المتتابعة التً حدها العام   𝟐𝒏  𝟐  

𝑛 حٌثُ      

 1 مثال

𝑼𝟏  الأولالحد     𝟐 × 𝟏 𝟐  𝟒 

𝑼𝟐   الحد الثانً   𝟐 × 𝟐  𝟐  𝟔 

𝑼𝟑   الحد الثالث   𝟐 × 𝟑  𝟐  𝟖 

𝑼𝟒 الحد الرابع   𝟐 × 𝟒  𝟐  𝟏𝟎 

𝑼𝟓  الحد الخامس  𝟐 × 𝟓 𝟐  𝟏𝟐 

𝑼𝒏   المتتابعة هً:    𝟒 𝟔 𝟖 𝟏𝟎 𝟏𝟐   

 الحل

𝑼𝒏، حٌث حدها العام  الأولىاكتب المتتابعة الاَتٌة مكتفٌاً بالحدود الستة     𝟓 

𝑛 حٌثُ      

 2 مثال

  𝑼𝟏   𝟓 𝑼𝟐   𝟓   𝑼𝟑   𝟓   𝑼𝟒   𝟓   𝑼𝟓   𝟓   𝑼𝟔   𝟓 

 𝑼𝒏     𝟓 𝟓 𝟓 𝟓 𝟓 𝟓  ∴ المتتابعة   

 الحل

 بالمتتابعة الثابتة. نلاحظ ان الحدود جمٌعها متساوٌة فتُسمى مثل هذه المتتابعة 2فً المثال  -ملاحظة :
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 وبذلك تكون المتتابعة الحسابٌة والتً تسمى اٌضاً بالمتتابعة العددٌة هً:  

 

          ٌسمى الحد الثانً و        ٌسمى الحد الأول و       حٌث 

 فٌكون الأساس. حاصل طرح حدٌن متتالٌن من حدودها كما ذكرنا ان الأساس هوٌسمى الحد الثالث ، 

 

 

                  كما علمنا ان:

        

           

      (   )   

 وبذلك سٌكون الحد العام للمتتابعة الحسابٌة بالشكل: 

 

 

 

 

 

 

 

  

 Arithmetic Sequenceالمتتابعة الحسابٌة  2-3    

 
هً المتتابعة التً ٌكون الفرق بٌن كل حدٌن متتالٌن من حدودها عدد ثابت ٌطلق 

 .(𝒂)( اما حدها الاول فٌرمز له بالرمز(𝒅علٌه اساس المتتابعة وٌرمز له بالرمز 

 تعرٌف

    𝑼𝒏         𝒂  𝒂  𝒅  𝒂  𝟐𝒅       

𝒅  𝑼𝒏 𝟏  – 𝑼𝒏 

 General Term for Arithmetic Sequence لحسابٌةالحد العام للمتتابعة ا 23-1-

 

𝑼𝒏  𝒂  (𝒏  𝟏) 𝒅     ∀𝒏      𝒐𝒓  𝒏     

𝒅   𝑼𝟐  – 𝑼𝟏   ⇒    𝒅   𝟓 –  𝟏   𝟒 

𝒅   𝑼𝟑 – 𝑼𝟐  ⇒  𝒅   𝟗 –𝟓   𝟒 

𝒂فٌها الحد الأول هو     𝟏𝟕 𝟏𝟑 𝟗 𝟓 𝟏 لاحظ المتتالٌة الحسابٌة الاتٌة   𝟏 

طرٌقة الحد العام او طرٌقة إضافة الأساس للحد ولإٌجاد المتتابعة الحسابٌة نستخدم  وهكذا...   

 لنحصل على الحد الثانً وإضافة الأساس للحد الثانً لنحصل على الحد الثالث وهكذا ... الأول

 3 مثال

مًكتفٌاً  (𝟑)وأساسها  (𝟐) اكتب المتتابعة الحسابٌة التً حدها الأول ٌساوي

 بالحدود الخمسة الأولى.

 4 مثال

𝑼𝟏    𝒂  𝟐 

𝑼𝟐    𝒂   𝒅    𝟐   𝟑  𝟓   𝑼𝟑    𝒂   𝟐𝒅  𝟐  𝟐 × 𝟑   𝟐   𝟔   𝟖  

𝑼𝟒    𝒂  𝟑𝒅   𝟐  𝟑 × 𝟑   𝟐  𝟗  𝟏𝟏    

𝑼𝟓   𝒂  𝟒𝒅   𝟐  𝟒 × 𝟑   𝟐  𝟏𝟐  𝟏𝟒 

                                     نستخدم طرٌقة الحد العام :

     𝟏𝟒  𝟏𝟏  𝟖  𝟓  𝟐  :المتتابعة هً ∴

 الحل
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 جد أساسها (𝟑 )وحدها السادس ٌساوي (𝟕) متتابعة حسابٌة حدها الأول ٌساوي        
 5 مثال

𝑼𝟔   𝒂   𝟓𝒅  

 𝟑  𝟕   𝟓𝒅 ⇒   𝟑  𝟕   𝟓𝒅 ⇒  𝟏𝟎  𝟓𝒅  ⇒ 𝒅   
 𝟏𝟎

𝟓
 ⇒  𝒅   2 

7𝐚لدٌنا الحد الأول   𝑼𝟔ولدٌنا قٌمة الحد السادس          𝟑                

 نستخدم قانون الحد العام 𝒅لإٌجاد قٌمة الاساس  

 الحل

      𝟖  𝟑  𝟐    جد الحد السابع فً المتتابعة الحسابٌة         
 6 مثال

𝑼𝟕     𝟐  (𝟕 𝟏) × 𝟓 

 𝑼𝟕     𝟐   𝟔 × 𝟓 ⇒ 𝑼𝟕   𝟐  𝟑𝟎 ⇒ 𝑼𝟕  𝟐𝟖 

𝒏 الأوللدٌنا الحد  𝒅 والأساس  𝒂    𝟐   و𝟕    𝑼𝟑    𝑼𝟐     𝟖  𝟑   𝟓 

𝑼𝒏                                   قانون الحد العام    𝒂 (𝒏  𝟏)𝒅 

 الحل

محركات كهربائٌة موضوعة بشكلٍ متسلسل حٌثُ تزٌد قدرة  (𝟔)فً معملٍ ما ٌوجد   

كانت قدرة المحرك  إذاالمحرك الذي قبلهُ . ف عن قدرة   حصان (𝟐) المحرك بمقدار

 حصان فكم تبلغ قدرة المحرك السادس ؟ ( 𝟐الأول )

 7 مثال

𝑼𝟔   𝒂  𝟓𝒅 

𝒂سٌكون المحرك الأول هو الحد الأول اي ان  وستكون زٌادة قدرة المحرك عن الذي   𝟐 

𝒅قبلهُ هً الأساس اي   وبذلك ستكون قدرة المحرك السادس هً:  𝟐 

 𝑼𝟔   𝟐 𝟓 × 𝟐  𝟏𝟐 حصان      

 الحل

𝟓      𝟗  𝟏𝟏  𝟏𝟑  جد عدد حدود المتتابعة الحسابٌة      
 8 مثال

𝑼𝒏    𝟓       𝒂  𝟏𝟑 𝒏  ? 

 𝟓    𝟏𝟑   𝟐𝒏   𝟐  ⇒   𝟓   𝟏𝟓  𝟐𝒏   ⇒    𝟓 𝟏𝟓    𝟐𝒏 

∴  𝟐𝟎    𝟐𝒏                     ⇒     𝒏   
 𝟐𝟎

 𝟐
   𝟏𝟎 

𝑼𝒏                                               لعام          قانون الحد ا   𝒂  (𝒏 𝟏) 𝒅    

⇒ 𝒅  𝟏𝟏 𝟏𝟑   𝟐 𝒅  𝒖𝟐  𝒖𝟏                    

∴    𝟓   𝟏𝟑 (𝒏 𝟏) ×  𝟐        

 اي ان عدد حدود المتتابعة هو عشرة حدود.

 الحل

ما رتبة الحد الذي )عندما ٌُطلب فً السؤال )إٌجاد عدد حدود المتتابعة( او 
 مجهولة. 𝒏قٌمتهُ( هذا ٌعنً ان قٌمة  

 -ملاحظة :
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رتبة كأن ندخل الأعداد المُ هً الأعداد التً تتوسط عددٌن او حدٌن معلومٌن )مذكورٌن( 

فإن الأوساط                     المذكورٌن اي تصبح        بٌن العددٌن          

  -: حٌث ان،             الحسابٌة هً الأعداد

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

كانت تقطع  إذاسُرع ف 𝟓( على  𝒈𝒆𝒂𝒓 𝒃𝒐𝒙علبة السرع )فً السٌارة تحتوي 

(𝟐𝟎 𝒌𝒎/𝒉( ُفً السرعة الأولى وكان هناك زٌادة ثابتة تبلغ )𝟐𝟓 𝒌𝒎/𝒉 ًابتداء )

 ؟ كانت فً السرعة الخامسة إذامن السرعة الأولى , فكم تقطع 

 9 مثال

𝑼𝟓    𝒂 𝟒𝒅 

𝑼𝟓  𝟐𝟎 𝟒 × 𝟐𝟓  𝟐𝟎 𝟏𝟎𝟎  𝟏𝟐𝟎 𝒌𝒎/𝒉 

وان  𝟐𝟎لاحظ ان السٌارة فٌها خمس سُرع اي خمسة حدود وسٌكون الحد الأول  

وفً السؤال طلب اٌجاد السرعة الخامسة اي  𝟐𝟓الزٌادة ستُمثل اساس المتتابعة أي  

 الحد الخامس:

 الحل

 Arithmetic Meansالأوساط الحسابٌة  2-4

 

 𝟒𝟎  𝟏𝟐ادخل ستة اوساط حسابٌة بٌن العددٌن 
 10 مثال

𝑼𝟖  𝒂 𝟕𝒅 

𝟒𝟎   𝟏𝟐   𝟕𝒅   ⇒ 𝟒𝟎  𝟏𝟐  𝟕𝒅 ⇒  𝟐𝟖   𝟕𝒅 ⇒   𝒅    
𝟐𝟖

𝟕
   𝟒 

  𝟏𝟐  𝟏𝟔  𝟐𝟎  𝟐𝟒  𝟐𝟖  𝟑𝟐  𝟑𝟔  𝟒𝟎   

𝟐  عدد الأوساط   عدد حدود المتتابعة     

  𝟐  عدد الحدود 𝟖  𝟔 

𝒂والحد الأول هو  𝟒𝟎وٌساوي  𝑼𝟖   والحد الأخٌر ه ∴  𝒅وسنجد الأساس    𝟏𝟐 

   وكما ٌأتً:   𝑼𝟕والى الحد السابع  𝑼𝟐 الأوساط هً ابتداءً من الحد الثانً ∴

 𝑼𝟐  𝟏𝟔    𝑼𝟑  𝟐𝟎    𝑼𝟒  𝟐𝟒  𝑼𝟓  𝟐𝟖    𝑼𝟔  𝟑𝟐    𝑼𝟕  𝟑𝟔 

 :بٌنما المتتابعة هً  𝟑𝟔 𝟑𝟐 𝟐𝟖 𝟐𝟒 𝟐𝟎 𝟏𝟔اي ان الأوساط هً الأعداد :    

 

 الحل

  𝟐  عدد الأوساط   عدد حدود المتتابعة 
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   رمزنا  إذاف                         متتابعة حسابٌة:   > Un <لتكن 

 :حداً منها ابتداءً من حدها الأول والى الحد النونً فٌكون   لمجموع 

         (   )  (    )      (     )  (    )     ( ) 

 حداً من هذه المتتابعة وابتداءً من الحد النونً الى الحد الأول سٌكون:    nكتبنا مجموع  إذاو

         (    )  (     )      (    )  (   )               ( ) 

 نحصل على :   ( )و  ( )وبجمع المعادلتٌن 

         (     )  (        )      (        )       

        (       )    (       )        (       )    (       )  

          ,       - ⇒    
 

 
,    -  

 هذا قانون اٌجاد مجموع عدد معٌن من حدود المتتابعة الحسابٌة بدلالة الحد الأول والحد الأخٌر.  ∴    

 فٌصبح القانون كما ٌأتً :   (   )      وكما نعلم ان  

    
 

 
,    (   )  - 

 

 

ونستخدم هذا القانون لإٌجاد مجموع عدد معٌن من حدود المتتابعة الحسابٌة بدلالة الحد الأول 

 والأساس. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Sum of the Arithmetic Sequenceالمتتابعة الحسابٌة المنتهٌة  عمجمو 2-5

 

𝑺𝒏   
𝒏

𝟐
,𝟐𝒂 (𝒏 𝟏) 𝒅- 

𝟑𝟖   𝟏𝟖 𝟏𝟒 𝟏𝟎  جد مجموع الحدود الثمانٌة الأولى من المتتابعة الحسابٌة    
 11 مثال

𝒂   𝟏𝟎       𝒅   𝟏𝟒 𝟏𝟎  𝟒       𝑼𝒏   𝟑𝟖   𝒏  𝟖 

𝑺𝒏   
𝒏

𝟐
,𝟐𝒂 (𝒏  𝟏) 𝒅- 

𝑺𝟖   
𝟖

𝟐
,𝟐 × 𝟏𝟎 (𝟖 𝟏) × 𝟒- 

𝑺𝟖   𝟒,𝟐𝟎 𝟕 × 𝟒- 

𝑺𝟖   𝟒 × 𝟒𝟖  𝟏𝟗𝟐 

 

 الحل
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𝑼𝟖مجهولة وان  𝒏فً السؤال السادس ٌجب ان نعلم ان قٌمة   -ملاحظة :  𝟏𝟓. 

 (2-2رين )بتم
 -: اختر الجواب الصحٌح لكل مما ٌأتً .1

           أ( انمتتاتعة     

    واساسها     حذها الأول  2)   واساسها      حذها الأول  1) 

     واساسها     حذها الأول  4)      واساسها     حذها الأول3)  

 هً:   فإن قٌمة                   ب( المتتابعة الحسابٌة      

(1    (2    

  (3    (4    

 -اكتة انمتتاتعة انحساتٍة مُكتفٍاً تانحذود انخمسة الأونى نكم مما ٌأتً :. 2

      واساسها                انحذ الأول أ(    

    واساسها               ب( انحذ الأول   

 . )ساسها )وأ   ). اكتة انحذ انثانث عشز نمتتاتعة حساتٍة حذها الأول )3

       . ادخم ثمانٍة اوساط حساتٍة تٍن انعذدٌن   4

 ثم جذ مجمىعها.    ). جذ عذد الأعذاد انصحٍحة انمىجثة انزوجٍة انتً اقم من )5

                  فً انمتتاتعة انحساتٍة    ). ما رتثة انحذ انذي قٍمتهُ )6
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باشرةً ٌساوي عدداً فٌها على الحد السابق لهُ مهً المتتابعة التً ٌكون فٌها ناتج قسمة كل حد 
 -: اي ان   )ساس المتتابعة وٌرمز لهُ  )ثابتاً ٌسمى أ

 

 

 حدٌ فٌها ٌساوي صفر. نعلى ان لا ٌكو

 : نلاحظ ان                          -: ففً المتتالٌة التالٌة

 
  

  
 

 

 
              

  

  
 

 

 
   

فنقول انها تُمثلُ متتابعة هندسٌة   السابق لهُ ٌساوي   وهكذا فإن ناتج قسمة اي حد على الحد  

اما المتتابعة           وكذلك فإن حدها الأول هو            اسهاأسو

 لا تمثلُ متتابعة هندسٌة لأن: فأنها                     

  

  
  

 

 
     

  

  
 

 

 
  ⇒   

  

  
 

  

  
 

   -: هً  ) اسها )أسو  (  )المتتابعة الهندسٌة التً حدها الأول  ∴

 

           ،وٌسمى الحد الأول          حٌثُ ان 
          وٌسمى الحد الثانً ،  

 وٌسمى الحد الثالث وهكذا...

 

 -: ان الحد العام للمتتابعة الهندسٌة هو  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Geometric Sequenceالمتتابعة الهندسٌة  2-6

 

𝒓  
𝑼𝒏 𝟏

𝑼𝒏
 

 𝑼𝒏       𝒂  𝒂𝒓  𝒂𝒓𝟐   𝒂𝒓𝟑       

 General Term for Geometric sequenceالحد العام للمتتابعة الهندسٌة  2-6-1

𝑼𝒏  𝒂 𝒓𝒏 𝟏 

( واساسها )𝟐𝟕اكتب الحدود الخمسة الأولى من المتتابعة الهندسٌة التً حدها الأول ٌساوي )  
𝟏

𝟑
) 

 12 مثال

𝑼𝟏   𝒂  𝟐𝟕  

𝑼𝟐   𝒂 𝒓   𝟐𝟕 ×  
𝟏

𝟑
 𝟗 

𝑼𝟑   𝒂 𝒓𝟐    𝟐𝟕 ×  
𝟏

𝟑
 
𝟐

 𝟐𝟕 × 
𝟏

𝟗
 𝟑 

𝑼𝟒   𝒂 𝒓𝟑    𝟐𝟕 ×  
𝟏

𝟑
 
𝟑

 𝟐𝟕 × 
𝟏

𝟐𝟕
 𝟏 

𝑼𝟓   𝒂 𝒓𝟒    𝟐𝟕 ×  
𝟏

𝟑
 
𝟒

 𝟐𝟕 × 
𝟏

𝟖𝟏
 
𝟏

𝟑
 

  𝟏  𝟑  𝟗  𝟐𝟕   المتتابعة هً   ∴                                     
𝟏

𝟑
     

 

 الحل
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        𝟐𝟒  𝟏𝟐  𝟔  جد الحد السادس فً المتتابعة الهندسٌة 
 13 مثال

𝒂   𝟔   𝒓   
𝟏𝟐

𝟔
   𝟐        𝒏   𝟔  

𝑼𝟔  𝟔 × 𝟐𝟔 𝟏 

𝑼𝒏                        قانون الحد العام      𝒂 𝒓𝒏 𝟏  

𝑼𝟔  𝟔 × 𝟐𝟓  

𝑼𝟔  𝟔 × 𝟑𝟐  𝟏𝟗𝟐  

 الحل

اكرة الذ حاسوب،فً مختبر الحاسوب فً إحدى المدارس ٌوجد ثمانٌة اجهزة 

كانت الذاكرة  إذاف قبلهُ.ضعف الذاكرة المستخدمة فً الجهاز الذي  المستخدمة فً كل جهاز تساوي

 الخامس؟تبلغُ الذاكرة المستخدمة فً الحاسوب  فكم 𝟓𝐆 )المستخدمة فً الحاسوب الأول ) 

 

 14 مثال

𝑼𝟓  𝟓 × 𝟐𝟓 𝟏 

𝑼𝟓  𝟓 × 𝟏𝟔  𝟖𝟎𝐆 

وذاكرة الحاسوب الثانً ستكون  𝒂   𝟓 الحاسوب الأول ستكون الحد الأول إن ذاكرة

𝒓  هو والأساس  𝟏𝟎فبذلك سٌكون الحد الثانً هو   𝟏𝟎ضعفها اي   
𝟏𝟎

𝟓
وسنجد الحد    𝟐 

 س الذي هو الحاسوب الخامسخامال

𝑼𝟓  𝟓 × 𝟐𝟒   

 

 الحل

كانت  إذامولدات كهربائٌة موضوعة بشكلٍ متسلسل، ف 𝟔فً محل تجاري ٌوجد  

(  𝑨 𝟔𝟒𝟎كانت الأولى تولد ) إذاالمولدة الثانٌة تولدُ نصف ما تولده المولدة الأولى من التٌار، ف

 ؟ المولدة السادسة من التٌار فكم                ستولد

 

 15 مثال

𝑼𝟔   𝒂 𝒓𝟓  

⇒ 𝑼𝟔   𝟔𝟒𝟎  
𝟏

𝟐
 
𝟓

 

⇒ 𝑼𝟔   𝟔𝟒𝟎 ×  
𝟏

𝟑𝟐
   𝟐𝟎  𝑨 

𝒂ان ما تولده المولدة الأولى من التٌار سٌكون الحد الأول اي ان  وٌكون    𝟔𝟒𝟎 

اي نصفهُ اي ان الأساس هو   𝟑𝟐𝟎الحد الثانً 
𝟏

𝟐
والمطلوب فً السؤال اٌجاد الحد السادس   

وكما ٌلً:
 

 

 الحل
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 بٌن            رتبة  ٌن معلومٌن كأن ندخل الأعداد المُ بٌن عددٌن او حدّ هً الأعداد التً تقعُ 

ن الأوساط الهندسٌة هً فإتكون متتابعة هندسٌة                 بحٌثُ ان        العددٌن 

  -:حٌثُ ان           الأعداد  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Geometric Meansالأوساط الهندسٌة  2-7 

 

  𝟐  عدد الأوساط   عدد حدود المتتابعة 

 ؟ الأوساطفما هذهِ  𝟓𝟏𝟐 𝟒 ادخل ستة اوساط هندسٌة بٌن العددٌن 
 16 مثال

𝑼𝟖   𝒂 𝒓𝟕  ⇒ 𝟓𝟏𝟐   𝟒𝒓𝟕 ⇒  𝟏𝟐𝟖  𝒓𝟕 

𝒓𝟕  𝟐𝟕 ⇒ 𝒓  𝟐 

𝑼𝟐   𝒂𝒓      𝟒 × 𝟐     𝟖  

𝑼𝟑   𝒂𝒓𝟐     𝟒 × 𝟐𝟐    𝟒 × 𝟒     𝟏𝟔   

𝑼𝟒  𝒂𝒓𝟑      𝟒 × 𝟐𝟑    𝟒 ×  𝟖    𝟑𝟐  

𝑼𝟓   𝒂𝒓𝟒     𝟒 × 𝟐𝟒    𝟒 × 𝟏𝟔   𝟔𝟒  

𝑼𝟔  𝒂𝒓𝟓      𝟒 × 𝟐𝟓    𝟒 × 𝟑𝟐   𝟏𝟐𝟖       

𝑼𝟕  𝒂𝒓𝟔      𝟒 × 𝟐𝟔    𝟒 × 𝟔𝟒   𝟐𝟓𝟔  

  𝟐عدد الأوساط   عدد حدود المتتابعة 

𝟐 𝟔   عدد حدود المتتابعة    𝟖  

𝑼𝟖    ستكون المتتابعة مكوّنة من ثمانٌة حدود وسٌكون الحد الأخٌر  𝟓𝟏𝟐   

𝒂       هو لوالحد الأو  𝟒  

 الأوساط هً ابتداءً من الحد الثانً والى الحد السابع  ∴

     𝟐𝟓𝟔 𝟏𝟐𝟖 𝟔𝟒 𝟑𝟐 𝟏𝟔 𝟖 -: الأوساط الهندسٌة هً ∴

 الحل

ٌمكن ان نجد المتتابعة الهندسٌة وذلك بضرب الأساس فً الحد 
 لحد الثانً لٌنتج الحد الثالث وهكذا.ا الأول لٌنتج الحد الثانً وبضرب الأساس فً

 

 -ملاحظة :
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هً   اسها أسو  كما نعلم ان المتتابعة الهندسٌة التً حدها الأول  

 من الحدود الأولى  )اخذنا عدداً معٌناً من حدودها الأولى اي ) إذاف                     

     -فٌكون :   رمزنا لمجموع هذهِ الحدود بالرمز  إذاو                       اي 

                               ( ) 

 فتُصبح    فً  ( )  وبضرب طرفً المعادلة

                   ×       

                                   ( ) 

                                              -نحصل على : (1)من  2)وبطرح )

             

  (   )   (    ) 

 

 

  المتتابعة الهندسٌة .د من حدود عدهذا قانون مجموع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Sum of a Geometric Sequenceمجموع المتتابعة الهندسٌة المنتهٌة  2-8

 

𝑺𝒏  
𝒂(𝟏 𝒓𝒏)

𝟏  𝒓
 𝒓  𝟏 

     𝟖 𝟒 𝟐 𝟏  جد مجموع الحدود الثمانٌة الأولى من المتتابعة الهندسٌة 
 17 مثال

𝒂   𝟏      𝒓   
𝟐

𝟏
   𝟐     𝒏   𝟖 

𝑺𝒏  
𝒂(𝟏  𝒓𝒏)

𝟏  𝒓
⇒ 𝑺𝒏   

𝟏(𝟏  𝟐𝟖)

𝟏  𝟐
   

𝑺𝒏   
 𝟐𝟓𝟓

 𝟏
   𝟐𝟓𝟓 

 

 الحل
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 (3-2رين )بتم
 -: اختر الإجابة الصحٌحة .1

 -: اسها ٌساويأس                 انمتتاتعة انهنذسٍةأ(     

 (1      (2     
 

 
 

 3)       (4     
 

 
 

 -: هً               فً المتتابعة الهندسٌة    ب( قٌمة     

(1       (2       

  (3     (4       

 اسها  أسو     إن قٌمة الحد الخامس فً المتتابعة الهندسٌة التً حدها الأول ( ج    
 

 
     

 -: هو

(1  
 

  
   (2     

  (3 
 

 
  (4     

 -:اكُتة انحذود انخمسة الأونى نكمٌ من انمتتاتعات انهنذسٍة اَتٍة  .2

       اسها أسو           انحذ الأول     أ(    

          اسهاأسو              ب( انحذ الأول   
 

 
 

 .    ادخل اربعة اوساط هندسٌة بٌن  .3

 .             جذ مجمىع انحذود انستة الأونى من انمتتاتعة انهنذسٍة   .4

 اسها؟أسفجذ حذها الأول و  وحذها انسادس    متتاتعة هنذسٍة حذها انثانث  .5
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 أسئلة متنوعة 
 -ٌلً : فٌما الخطأ العبارة( امام X( امام العبارة الصائبة و)✓. ضع )1

  فً المتتابعة التالٌة  .أ 
    

 
   فإن الحد الرابع هو   

  

 
. 

 .             المتتابعة التالٌة تُمثل متتابعة حسابٌة   .ب 

 تُمثل متتابعة.   الدلة التً مجالها  .ج 

 تمثل متتابعة.   الدالة التً مجالها  .د 

 ؟    اسها هو أس                       المتتابعة الحسابٌة التالٌة  هـ. 

أي اس المتتابعة الهندسٌة هو ناتج جمع كل حد فٌها مع الحد السابق لهُ مباشرةً أسو.  

         . 

 -اكتب الحدود الستة الأولى من المتتابعة التالٌة :. 2

   {
فردي               
 

   
زوجً        

 

اكتب الحدود الخمسة الأولى من المتتابعة الحسابٌة التً حدها الثانً ٌساوي نصف الحد الأول . 3

 ؟  علماً ان الحد الأول ٌساوي 

               جد مجموع الحدود العشرة الأولى من المتتابعة الحسابٌة  . 4

 .            . جد الحد الحادي عشر من المتتابعة الحسابٌة 5

. جد الحد السادس من المتتابعة الهندسٌة التً حدها الأول  6
 

 
 ؟  اسها  أسو   

 .     . ادخل اربعة اوساط هندسٌة بٌن العددٌن 7

تتمثلُ بالمتتابعة   ابتداءً من العدد   . إن الأعداد الصحٌحة الموجبة التً تقبل القسمة على 8
 احسب مجموع ثمانٌة حدود الأولى منها؟            الحسابٌة التالٌة 

اسها أسو   . اكتب الحدود الخمسة الأولى من المتتابعة الهندسٌة التً حدها الأول 9
 

 
 ؟ 

 ؟ ( )وحدها الثانً  (    ). جد المتتابعة الحسابٌة التً حدها الثامن 11

 .          حدود الأولى من المتتابعة الهندسٌة   . جد مجموع 11
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 طرائق العد ومبرهنة ذي الحدٌن –الفصل الثالث 

 الثالثالفصل 

 طرائق العد ومبرهنة ذي الحدٌن

(Counting Methods & Binomial theorem) 
البنود 

(SECTIONS) 

 

 

 طرائق العد 3-1

 المبدأ الأساسً للعد 3-1-1

 مضروب العدد الصحٌح 3-1-2

 التبادٌل 3-1-3

 التوافٌق 3-1-4

 مبرهنة ذي الحدٌن بأسس صحٌحة موجبة 3-2

 مقدمة 3-2-1

     حٌث   (   )إٌجاد مفكوك ذي الحدٌن  3-2-2

     حٌث   (   )إٌجاد الحد العام فً مفكوك  3-2-3

  (   )إٌجاد الحد الأوسط او الحدٌن الاوسطٌن فً مفكوك 3-2-4

     حٌث
 

 Vocabulary الرمز او العلاقة الرٌاضٌة المصطلح

              مضروب العدد

   التبادٌل
   (   )             

   التوافٌق
   (   )  .

 

 
/                   

                     مجموعة الاعداد الصحٌحة الموجبة

                مجموعة الاعداد الحقٌقٌة

                 الحد العام
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 طرائق العد ومبرهنة ذي الحدٌن – الثالثالفصل 

 -سوف نتعلم فً هذا الفصل:

 .المبدأ الأساسً للعدد وتطبٌقاته العملٌة 

 .مفهوم مضروب العدد الصحٌح وخواص المضروب 

 .مفهوم التبادٌل وخواصها وتطبٌقات عملٌة علٌها 

  وخواصها وتطبٌقات عملٌة علٌها. التوافٌقمفهوم 

 .مبرهنة ذي الحدٌن بأسس صحٌحة موجبة 

 حٌث   (   )استخدام مبرهنة ذي الحدٌن لإٌجاد مفكوك    . 

  حٌث  (   )إٌجاد حد معٌن من مفكوك     . 

  حٌث  (   )إٌجاد الحد الأوسط او الحدٌن الاوسطٌن فً مفكوك      
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 طرائق العد ومبرهنة ذي الحدٌن –الفصل الثالث 

 الفصل الثالث
 طرائق العد ومبرهنة ذي الحدٌن

(Counting Methods            theorem) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 (Counting Methods)طرائق العد  3-1

طرق ٌمكن ان  4و (،B( و )Aالمدٌنتٌن )طرق ٌمكن ان نسلكها بٌن  6كانت هنالك  إذا

( Aالمدٌنة )طرٌقة ٌمكن لشخص ان ٌسافر من  (فبكمC( و )Bالمدٌنتٌن )نسلكها بٌن 

 ؟(Bبالمدٌنة )( مروراً Cالمدٌنة )الى 

 1 مثال

 (FundamentalCounting Principle)ساسً مبدأ العد الأ 3-1-1

𝟏𝑻 𝟏𝑼 𝟏𝑽 𝟏𝑾 

𝟐𝑻 𝟐𝑼 𝟐𝑽 𝟐𝑾 

𝟑𝑻 𝟑𝑼 𝟑𝑽 𝟑𝑾 

𝟒𝑻 𝟒𝑼 𝟒𝑽 𝟒𝑾 

𝟓𝑻 𝟓𝑼 𝟓𝑽 𝟓𝑾 

𝟔𝑻 𝟔𝑼 𝟔𝑽 𝟔𝑾 

الى المخطط ادناه ٌمكننا التوصل الى عدد الطرق التً ٌمكن ان ٌسلكها  بالنظر

 -الاتً: ونبٌنها بالتفصٌل  طرٌقة 24هً الشخص و

 

 الحل

فبكم طرٌقة ٌتسنى لشخص ان ٌدخل البناٌة من  مداخل،بناٌة لها ثلاثة 

 مختلف.المداخل وٌغادرها من مدخل  أحد

 

 2 مثال

ٌمكننا  المجاورالى المخطط  بالنظر

التوصل الى عدد الطرق التً ٌمكن ان 

ونبٌنها  طرق 6هً ٌسلكها الشخص 

 -الاتً: بالتفصٌل 

 

 الحل
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 2وٌغادر من المدخل  1ٌدخل من المدخل 

 3وٌغادر من المدخل  1ٌدخل من المدخل 

 1وٌغادر من المدخل  2ٌدخل من المدخل 

 3وٌغادر من المدخل  2من المدخل  ٌدخل

 1وٌغادر من المدخل  3ٌدخل من المدخل 

 2وٌغادر من المدخل  3ٌدخل من المدخل 

 

باستخدام العبارة الأولٌة التً اوردناها أعلاه ( أعلاه 1حل المثال ) بإمكاننا أصبحالان 

 كالاتً:

 (Bمروراً بالمدٌنة )( C( الى المدٌنة )Aفر من المدٌنة )للسعدد الطرق المتاحة  -

 تساوي 

𝟔 × 𝟒  )طرٌقة (𝟐𝟒 

باستخدام العبارة الأولٌة التً اوردناها أعلاه ( أعلاه 2كما أصبح بإمكاننا حل المثال )

 كالاتً:

 . 3عدد الابواب الممكن الدخول منها ٌساوي  -

من  ٌكون الخروجشرط ان  )لوجود 2عدد الابواب التً ٌمكن الخروج منها ٌساوي  -

  -الطرق :عدد  منه(. اذنباب لم ٌتم الدخول 

𝟑 × 𝟐  𝟔 طرٌقة()  

 

 تكملة
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 طرائق العد ومبرهنة ذي الحدٌن –الفصل الثالث 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ن ٌقطنوا فً مدٌنة فٌها ستة فنادق على ان ٌكون كل أسائحٌن  3اراد 

 ذلك؟طرٌقة ٌمكن اجراء  مختلف، فبكممنهم فً فندق 

 3 مثال

 . 𝟔اختٌارات السائح الاول تساوي عدد

كونه لا ٌستطٌع اختٌار الفندق الذي سكن فٌه السائح  𝟓عدد اختٌارات السائح الثانً تساوي 

 الاول.

كونه لا ٌستطٌع اختٌار الفندقٌن اللذٌن سكن فٌهما  𝟒عدد اختٌارات السائح الثالث تساوي 

عدد  تكونأعلاه( باستخدام العبارة الأولٌة التً اوردناها )وعلٌه والثانً. السائحان الاول 

 -الممكنةهً: الطرق 

× 𝟔طريقة() 𝟓 × 𝟒  𝟏𝟐𝟎 

 

 الحل

الارقام  من مجموعةٌمكن تكوٌنه  ثلاث مراتبكم عدد رمزه مكون من 
*𝟏 𝟐 𝟓 𝟕 𝟖 𝟗+ 

a) مسموح بهالتكرارb        التكرار غٌر مسموح   به ) 

 

 4 مثال

a به فان:( بما ان التكرار مسموح- 

 6=مرتبة المئات عدد الطرق لاختٌار عدد ٌوضع فً 

 6عدد الطرق لاختٌار رقم ٌوضع فً مرتبة العشرات =

 6الاحاد=عدد الطرق لاختٌار رقم ٌوضع فً مرتبة 

 -هو: اذن عدد الطرق الكلٌة لاختٌار عدد مكون من ثلاث مراتب 

× 𝟔طرٌقة() 𝟔 × 𝟔  𝟐𝟏𝟔 

b فان:( بما ان التكرار غٌر مسموح به- 

 6= مرتبة المئاتٌوضع فً  رقمعدد الطرق لاختٌار 

 5عدد الطرق لاختٌار رقم ٌوضع فً مرتبة العشرات = 

 4=  الاحادعدد الطرق لاختٌار رقم ٌوضع فً مرتبة 

 -هو:اذن عدد الطرق الكلٌة لاختٌار عدد مكون من ثلاث مراتب 

× 𝟔طرٌقة() 𝟓 × 𝟒  𝟏𝟐𝟎 

 الحل
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ٌمكن تكوٌنه باستخدام  𝟒𝟎من وأصغركم عدد رمزه مكون من رقمٌن 

 +𝟓 𝟒 𝟑 𝟐 𝟏*الارقام 

a ) مسموح بهالتكرارb         التكرار غٌر مسموح به ) 

 

 5 مثال

a) 𝟑مرتبة العشرات = رقم ٌوضع فً عدد الطرق لاختٌار 

 𝟓الاحاد =    لاختٌار رقم ٌوضع فً مرتبةعدد الطرق 

 -:هو 40عدد الطرق الكلٌة لاختٌار عدد مكون من مرتبتٌن وأصغر من  اذن

𝟑طرٌقة() × 𝟓  𝟏𝟓 

b) 𝟑العشرات =ٌوضع فً مرتبة  رقمعدد الطرق لاختٌار 

 لأن التكرار غٌر مسموح به(  ) 4=ٌوضع فً مرتبة الاحاد  رقمعدد الطرق لاختٌار 

 -هو:40وأصغر من مرتبتٌن اذن عدد الطرق الكلٌة لاختٌار عدد مكون من 

𝟑طرٌقة() × 𝟒  𝟏𝟐 

 الحل

ٌمكن تكوٌنه  𝟓𝟎𝟎عدد رمزه مكون من ثلاثة مراتب وأكبرمن  كم

 +𝟕 𝟔 𝟓 𝟒 𝟑 𝟐 𝟏*الأرقامباستخدام 

a ) مسموح بهالتكرارb        التكرار غٌر مسموح   به ) 

 

 6 مثال

a ) 𝟑ٌوضع فً مرتبة المئات = رقمعدد الطرق لاختٌار 

 𝟕ٌوضع فً مرتبة العشرات = رقمعدد الطرق لاختٌار 

 𝟕= الاحادعدد الطرق لاختٌار رقم ٌوضع فً مرتبة 

 -المطلوب هو:اذن عدد الطرق الكلٌة لاختٌار العدد 

× 𝟑طرٌقة() 𝟕 × 𝟕  𝟏𝟒𝟕 

b ) 𝟑= المئاتعدد الطرق لاختٌار رقم ٌوضع فً مرتبة 

 لان التكرار غٌر مسموح به  𝟔عدد الطرق لاختٌار رقم ٌوضع فً مرتبة العشرات = 

 لان التكرار غٌر مسموح به 𝟓= الاحادعدد الطرق لاختٌار رقم ٌوضع فً مرتبة 

 -المطلوب هو:اذن عدد الطرق الكلٌة لاختٌار العدد 

× 𝟑طرٌقة() 𝟔 × 𝟓  𝟗𝟎 

 

 الحل
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وظائف مختلفة فمن البدٌهً ان الوظٌفة الاولى  10اشخاص ٌراد توظٌفهم فً    كان لدٌنا إذا

ٌمكن ان ٌشغلها اي من الاشخاص العشرة بٌنما الوظٌفة الثانٌة ٌمكن ان ٌشغلها اي من الاشخاص 

التسعة المتبقٌن والوظٌفة الثالثة ٌمكن ان ٌشغلها اي من الاشخاص الثمانٌة المتبقٌن ... وهكذا الى 

احتسبنا مراحل اشغال  إذاف فقط،سوى شخص واحد  لإشغالهاان الوظٌفة العاشرة لم ٌتبق  ان نجد

 -التالً:الوظائف وهً عشر مراحل فان عدد الخٌارات فً كل مرحلة سٌكون بالترتٌب 

 1الوظٌفة 2الوظٌفة 3الوظٌفة 4الوظٌفة 5الوظٌفة 6الوظٌفة 7الوظٌفة 8الوظٌفة 9الوظٌفة 10الوظٌفة

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 اي ان خٌارات توزٌع الاشخاص على الوظائف سوف تكون 

  ×  ×  ×  ×  ×  ×  ×  ×  ×           

 ٌمكن تكوٌنه من مراتبثلاث كم عدد رمزه مكون من 

 +𝟕 𝟔 𝟓 𝟒 𝟑 𝟐 𝟏*الارقام

a ) ًبه.فً العدد غٌر مسموح  وتكرار الرقمٌكون العدد زوجٌا 

b ) ًبه.فً العدد مسموح  وتكرار الرقمٌكون العدد فردٌا 

 

 7 مثال

a ) فان 3وعددها +𝟔 𝟒 𝟐*و الأرقام الزوجٌة المعطاة هً زوجً  المطلوب بما ان العدد:- 

 𝟑=  الاحادٌوضع فً مرتبة زوجً رقم  الطرق لاختٌارعدد 

 )لان التكرار غٌر مسموح به (𝟔عدد الطرق لاختٌار رقم ٌوضع فً مرتبة العشرات = 

 غٌر مسموح به(التكرار  )لان𝟓= المئاتعدد الطرق لاختٌار رقم ٌوضع فً مرتبة 

 -هو:اذن عدد الطرق الكلٌة لاختٌار العدد 

× 𝟑طرٌقة() 𝟔 × 𝟓  𝟗𝟎        

b ) فان: 4وعددها +𝟕 𝟓 𝟑 𝟏*المعطاة هً  الفردٌةو الأرقام فردي المطلوب بما ان العدد- 

 𝟒= الاحادٌوضع فً مرتبة فردي عدد الطرق لاختٌار رقم 

 )لان التكرار مسموح به( 𝟕عدد الطرق لاختٌار رقم ٌوضع فً مرتبة العشرات = 

 )لان التكرار مسموح به( 𝟕= المئاتعدد الطرق لاختٌار رقم ٌوضع فً مرتبة 

 -هو:اذن عدد الطرق الكلٌة لاختٌار العدد 

× 𝟒طرٌقة() 𝟕 × 𝟕  𝟏𝟗𝟔 

 

 الحل

 (Factorial of Integer Numberالصحٌح)مضروب العدد  3-1-2
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من الوظائف فان خٌارات توزٌع الاشخاص على   من الاشخاص فً   أعممنا الفكرة بتوظٌف إذاف

 :الوظائف سوف تكون

  (   )(   )(   )   

وٌنتهً   عملٌة ضرب تنازلً ٌبدأ بالعدد الصحٌح نحتاج لإجراءفً احٌان كثٌرة فً الرٌاضٌات و

 ( وٌعرف كالاتً  ) ٌقرأ مضروب العدد    ٌرمز لعملٌة الضرب هذه بالرمز ،1الصحٌح بالعدد 

 

 

 

 

 -ملاحظة:

 

 -على:نحصل  فإننا   لو عوضنا    ف

     (   )  

    ×            

 -على:نحصل  فإننا   و عوضنا    ول

    × (   )  

    ×                 

 -على:نحصل  فإننا   لو عوضنا    و

    × (   )  

    ×                

×    )توصلنا الٌه سابقاً وهو استخدام ماوٌمكننا   -على:لنحصل  (  

    ×  ×       

 -على:نحصل  فإننا   لو عوضنا    و

    × (   )  

    ×                

×    )توصلنا الٌه سابقاً وهو استخدام ماوٌمكننا  ×    )و  (    ×  لنحصل على (  

    ×  ×     ×  ×  ×    

 -كالاتً:ونستطٌع اعمام ذلك 

 

 

  

 𝟏)  𝒏  𝒏(𝒏 𝟏)(𝒏  𝟐) 𝟏       𝒏    :𝒏 ≥ 𝟐 

 𝟐)  𝟏  𝟏    

𝟑)  𝟎  𝟏 

 تعرٌف مضروب العدد الصحٌح:

𝒏  𝒏(𝒏  𝟏)  

𝒏  𝒏(𝒏 𝟏)(𝒏   ثحٌ  𝟐)(𝒏  𝟑)( )(𝒏  𝒎)      𝒎 ≤ 𝒏    
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𝟗 

𝟑 𝟑 𝟑 
 𝟏𝟔𝟖𝟎 

 : اثبت ان

 

 8 مثال

𝑳 𝑯 𝑺  
𝟗 

𝟑 𝟑 𝟑 
 

𝑳 𝑯 𝑺  
𝟗 × 𝟖 × 𝟕 × 𝟔 × 𝟓 × 𝟒 × 𝟑 

𝟑 × 𝟑 × 𝟐 × 𝟏 × 𝟑 × 𝟐 × 𝟏
 

 
𝟗 × 𝟖 × 𝟕 × 𝟔 × 𝟓 × 𝟒

𝟗 × 𝟒
 

 𝟖 × 𝟕 × 𝟔 × 𝟓 

 𝟏𝟔𝟖𝟎 

 𝑹 𝑯 𝑺 

 

 الحل

(𝒏  𝟏) 

(𝒏  𝟏) 
 𝟑𝟎 

 -إذاكان:𝒏جد قٌمة 
 9 مثال

(𝒏  𝟏) 

(𝒏  𝟏) 
 𝟑𝟎                             

(𝒏  𝟏) × 𝒏 × (𝒏 𝟏) 

(𝒏  𝟏) 
 𝟑𝟎 

(𝒏  𝟏) × 𝒏  𝟑𝟎                     

𝒏𝟐  𝒏  𝟑𝟎                             

𝒏𝟐  𝒏  𝟑𝟎  𝟎                    

(𝒏  𝟓)(𝒏  𝟔)  𝟎                 

(𝒏  𝟓)  𝟎 ⇒ 𝒏  اما:            𝟓 

(𝒏  𝟔)  𝟎 ⇒ 𝒏   𝟔 ∉  او:(يهمل)  

 

 الحل
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 الاشٌاء.من الاشٌاء فً ترتٌب معٌن بانه تبدٌل لهذه   ة منمأخوذمن الاشٌاء   ٌسمى وضع

  وٌرمزله بالرمز   ماخوذ منه   وتقرأ تبدٌل
 . (   ) او    

نحصل على وضع  فإننااختلف الترتٌب  إذااي انه  جداً.التبادٌل ٌكون الترتٌب مهماً  فً-ملاحظة :

 .وهكذا    وٌختلف عن     ٌختلف عن     على سبٌل المثال  جدٌد.

 

 

 

 

 

 -ملاحظة :

 

 

 

 

 

 

 

 

  

    𝒏  𝟓𝟎𝟒𝟎:علمت ان إذا𝒏جد قٌمة 
 10 مثال

𝟓𝟎𝟒𝟎  𝟏 × 𝟐 × 𝟑 × 𝟒 × 𝟓 × 𝟔 × 𝟕 

𝒏  𝟓𝟎𝟒𝟎 ⇒ 𝒏   𝟕        ⇒ 𝒏  𝟕 

 -على:لنحصل  1على شكل حاصل ضرب اعداد متتابعة ابتداءً بالعدد   𝟓𝟎𝟒𝟎نكتب العدد
 الحل

 (Permutation)التبادٌل 3-1-3

𝑷𝒓
𝒏  𝑷(𝒏 𝒓)   

𝒏                                                                    ;𝒓  𝒏
𝒏 (𝒏 𝟏) (𝒏  𝟐) (𝒏  𝒓  𝟏)         ;𝒓 < 𝑛 
𝟏                                                                    ;𝒓  𝟎

 

𝒏 𝒓لٌكن  𝒏بحٌث     ≥ 𝒓 : 

 :التبادٌلتعرٌف 

𝑷𝒓
𝒏   𝑷(𝒏 𝒓)  

𝒏  

(𝒏  𝒓) 
 

 𝑷(𝟖 𝟑):أحسب
 11 مثال

𝑷(𝟖 𝟑)  
𝟖  

(𝟖 𝟑) 
 

𝑷(𝟖 𝟑)  
𝟖 × 𝟕 × 𝟔 × 𝟓 

𝟓 
 

𝑷(𝟖 𝟑)  𝟖 × 𝟕 × 𝟔  𝟑𝟑𝟔 

 

 الحل

𝑷𝟒:  أحسب
𝟒 

 12 مثال

𝑷𝟒
𝟒  𝟒  

𝑷𝟒
𝟒  𝟒 × 𝟑 × 𝟐 × 𝟏  𝟐𝟒 

 الحل
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𝑷(𝟓 𝟎):أثبت ان  𝟏 
 13 مثال

𝑳 𝑯 𝑺  𝑷(𝟓 𝟎) 

 
𝟓  

(𝟓 𝟎) 
 

 
𝟓  

𝟓 
               𝟏   𝑹 𝑯 𝑺 

 

 الحل

𝑷(𝒏 𝟐)اذا كان 𝒏جد قٌمة  𝟗𝟎 
 14 مثال

𝑷(𝒏 𝟐)  𝟗𝟎 

𝒏(𝒏 𝟏)  𝟗𝟎 

𝒏𝟐  𝒏  𝟗𝟎 

𝒏𝟐  𝒏 𝟗𝟎  𝟎 

(𝒏 𝟏𝟎)(𝒏  𝟗)  𝟎 

(𝒏 𝟏𝟎)  𝟎 ⇒ 𝒏  أما:  𝟏𝟎 

(𝒏  𝟗)  𝟎 ⇒ 𝒏   𝟗 ∉  أو:(يهمل)   

 

 الحل

فبكم طرٌقة ٌمكن له ان ٌختار  مختلفة، بألوانملونة  أشرطة قماش 8شخص لدٌه 

 علماً اربعة منها لٌصمم 

 15 مثال

𝑷𝒓
𝒏   𝑷(𝟖 𝟒)  

𝟖  

(𝟖 𝟒) 
 
𝟖 × 𝟕 × 𝟔 × 𝟓 × 𝟒 

𝟒 
  (طريقة)𝟏𝟔𝟖𝟎 

𝒏)هنا  𝟖)  ،(𝒓  -وحٌث ان الترتٌب مهم ٌكون:(𝟒 

نتوقف  تنازلٌة )اينقلات  أربعوعمل  𝟖بالعددكما ٌمكننا اختصار خطوات الحل بان نبدأ 

 -ٌأتً:(وكما 𝟓 عندالعدد

𝑷(𝒏 𝒓)طرٌقة( )  𝑷(𝟖 𝟒)  𝟖 × 𝟕 × 𝟔 × 𝟓  𝟏𝟔𝟖𝟎 

 الحل
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العبارة  تكوٌنها باستخدام حروفحروف مختلفة ٌمكن  𝟒كم كلمة ذات

 -(:)قوت القلوب

 16 مثال

𝑷(𝒏 𝒓)  𝑷(𝟔 𝟒)  𝟔 × 𝟓 × 𝟒 × 𝟑 

 𝟔هً )ق ،و،ت ،ا، ل، ب(وعددها لاحظ ان الحروف المختلفة المستخدمة فً العبارة 

𝒏)اي ان    𝟔)  ،(𝒓  -وحٌث ان الترتٌب مهم ٌكون : (𝟒 

 𝟑𝟔𝟎 طرٌقة( )

 

 الحل

ف رعلى  الألوانكتب اغلفتها مختلفة  𝟑بكم طرٌقة ٌمكن ترتٌب وضع

 مكتبة.فً 

 17 مثال

𝒏)هنا    𝟑)  ،(𝒓  وحٌث ان الترتٌب مهم ٌكون (𝟑 

𝑷(𝒏 𝒓))طرٌقة(  𝑷(𝟑 𝟑)  𝟑  𝟑 × 𝟐 × 𝟏  𝟔 

 المجاور()لاحظ الشكل 

 

 الحل

حٌث ٌبقى كتابان مكتبة ب رف فًكتب على  5بكم طرٌقة ٌمكن وضع 

 مع بعضها دائماً. محددان متجاوران

 18 مثال

,𝑷(𝟐 𝟐)  𝟐  𝟐 × 𝟏  𝟐- 

,𝑷(𝟒 𝟒)  𝟒  𝟒 × 𝟑 × 𝟐 × 𝟏  𝟐𝟒- 

مخادع وٌنبغً علٌنا الانتباه الى ان السبٌل هذا السؤال 

عند  المحددٌن متجاورٌنبقاء الكتابٌن  الوحٌد لضمان

 )ايكتاباً واحداً  وضعهما على الرف هو اعتبارهما

 لاحظ ان الكتابٌن مثلاً(.ربطهما معاً باستخدام خٌط 

واحدة بطرٌقتٌن اعتمادا  ترتٌبهما كرزمةلمحددٌن ٌمكن ا

 -:أيالٌسار كما فً الشكل المجاور  بجهة على من ٌكون

 )أحدهماترتٌب اربعة كتب  المطلوب هووهكذا سوف ٌكون  

طرٌقة كما فً 24مكتبة وذلك ٌتم بـ  رف فًعلى  مزدوج(

  -:أيالشكل المجاور 

 

 وحسب المبدأ الاساسً للعد ٌكون عدد الطرق الكلٌة هو 

𝟐طرٌقة( ) × 𝟐𝟒  𝟒𝟖 

 الحل
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من الاشٌاء بصرف النظر عن ترتٌبها بانه توفٌق لهذه  من الاشٌاء ماخوذ ة من   ٌسمى وضع

  وٌرمزله بالرمز   ( مأخوذ منه    وتقرأ توفٌق )او توافٌق الاشٌاء.
 )أو (   ) او    

 
) . 

الاشٌاء ٌبقى  فان وضعاختلف الترتٌب فقط  إذااي انه  مهم.ٌكون الترتٌب غٌر  وافٌقالت فً-ملاحظة: 

وغٌرنا فً ترتٌب كتابة  {احمد،علي،محمد}كان لدٌنا مجموعة الطلاب إذاسبٌل المثال  هو. علىكما 

هً للطلاب ذاتهم اي ان  ةفان المجموع {احمد ، علي، محمد}او {علي، محمد، احمد}الاسماء لتكون

 الترتٌب غٌر مهم .

 

 

 

 

 

  -ملاحظات:

 

 

 

 

 

 

 

  

 (Combination) التوافٌق 3-1-4

𝑪𝒓
𝒏  𝑪(𝒏 𝒓)  .

𝒏

𝒓
/   

𝒑(𝒏 𝒓)

𝒓 
        ; 𝒓 < 𝑛   

𝟏                ;  𝒓  𝟎 𝟏 
 

𝒏 𝒓لٌكن  𝒏بحٌث     ≥ 𝒓 : 

 :التوافٌقتعرٌف 

𝟏)𝑪(𝒏 𝒓)    
𝒏 

(𝒏 𝒓) 𝒓  
𝟐) 𝑪(𝒏 𝒓)  𝑪(𝒏 𝒏 𝒓)

 

 𝑪(𝟖 𝟑):أحسب
 19 مثال

𝑪(𝟖 𝟑)  
𝟖 

(𝟖 𝟑) × 𝟑 
 

 
𝟖 

𝟓 × 𝟑 
 

 
𝟖 × 𝟕 × 𝟔 × 𝟓 

𝟓 × 𝟑 × 𝟐 × 𝟏
 

 
𝟖 × 𝟕 × 𝟔

𝟑 × 𝟐 × 𝟏
 𝟓𝟔 

 

 الحل
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 𝑪(𝟓𝟎 𝟒𝟖):أحسب
 20 مثال

𝑪(𝟓𝟎 𝟒𝟖)  𝑪(𝟓𝟎 𝟓𝟎  𝟒𝟖)  𝑪(𝟓𝟎 𝟐) 

 
𝑷(𝟓𝟎 𝟐)

𝟐 
 
𝟓𝟎 × 𝟒𝟗

𝟐 × 𝟏
 𝟐𝟓 × 𝟒𝟗  𝟏𝟐𝟐𝟓 

 الحل

 𝟏𝟎عناصر ٌمكن تكوٌنها من مجموعة شاملة ذات  3كم مجموعة جزئٌة ذات 

 عناصر؟

 21 مثال

𝑪(𝟏𝟎 𝟑)  
𝑷(𝟏𝟎 𝟑)

𝟑 
 

    
𝟏𝟎 × 𝟗 × 𝟖

𝟑 × 𝟐 × 𝟏
 

 𝟓 × 𝟑 × 𝟖 

لفاً ولذلك ٌكون عدد سترتٌب وضع العناصر فً المجموعات غٌر مهم كما اوضحنا  ان

 الجزئٌة:المجموعات 

 𝟏𝟐𝟎 جزئٌة( )مجموعة   

 

 الحل

 واحدة.منها على استقامة  𝟑لا تقع ست نقاطكم شكل رباعً ٌمكن تحدٌده من 
 22 مثال

 𝑪(𝟔 𝟒)  
𝑷(𝟔 𝟒)

𝟒 
 

       

 
𝟔 × 𝟓 × 𝟒 × 𝟑

𝟒 × 𝟑 × 𝟐 × 𝟏
 

ان الترتٌب عند رسم قطع المستقٌمات التً تصل بٌن ازواج النقاط غٌر مهم، والشكل 

 -: ٌمكن تحدٌدها هوالرباعً ٌكفً لتحدٌده أربع نقاط لذلك ٌكون عدد الاشكال الرباعٌة التً 

 𝟑 × 𝟓  𝟏𝟓 ()شكل رباعً   

 الحل

 فقط.فبكم أسئلة منها 𝟓والمطلوب حل 𝟖الرٌاضٌات هو  امتحانأذا كان عدد أسئلة 

 ؟الإجابةٌمكن  طرٌقة

 23 مثال

𝑪(𝟖 𝟓)  
𝑷(𝟖 𝟓)

𝟓 
 

 
𝟖 × 𝟕 × 𝟔 × 𝟓 × 𝟒

𝟓 × 𝟒 × 𝟑 × 𝟐 × 𝟏
 

ان الترتٌب غٌر ضروري عند حل الاسئلة فً الامتحان ) لا ٌشترط الاجابة حسب  حٌث

 -هً: للإجابةترتٌب الاسئلة( لذلك ٌكون عدد الطرق الممكنة 

 𝟖 × 𝟕  𝟓𝟔 )طرٌقة(   

 الحل
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 سٌدات؟𝟓رجال و  𝟕بكم طرٌقة ٌمكن أخٌار لجنة من ثلاثة رجال وسٌدتٌن من بٌن 
 24 مثال

𝑪(𝟕 𝟑) × 𝑪(𝟓 𝟐)  
𝑷(𝟕 𝟑)

𝟑 
×
𝑷(𝟓 𝟐)

𝟐 
 

 
𝟕 × 𝟔 × 𝟓

𝟑 × 𝟐 × 𝟏
×
𝟓 × 𝟒

𝟐 × 𝟏
 

 -كالاتً:هذا المثال نلاحظ ان الترتٌب غٌر مهم لذلك ٌكون عدد الطرق  فً

 𝟓وٌمكن اختٌار سٌدتٌن من بٌن  𝑪(𝟕 𝟑)بطرق عددها 𝟕ٌمكن اختٌار ثلاثة رجال من بٌن

عدد الطرق الكلٌة لاختٌار  للعد تكونوبالاعتماد على المبدأ الاساسً 𝑪(𝟓 𝟐)عددها  بطرق

 -هو:اللجنة 

 𝟑𝟓 × 𝟏𝟎  𝟑𝟓𝟎 طرٌقة()  

 

 الحل

وردات تكون ثلاثة  𝟓اختٌار بٌض ٌرادوردات  𝟒حمر و وردات  𝟔باقة ورد تحتوي
 الاختٌار؟فبكم طرٌقة ٌمكن  منها حمر فقط

 25 مثال

𝑪(𝟔 𝟑) × 𝑪(𝟒 𝟐)

 
𝑷(𝟔 𝟑)

𝟑 
×
𝑷(𝟒 𝟐)

𝟐 
 

 
𝟔 × 𝟓 × 𝟒

𝟑 × 𝟐 × 𝟏
×
𝟒 × 𝟑

𝟐 × 𝟏
 

وردات  𝟓، و حٌث ان المطلوب هو 𝑪(𝟔 𝟑)حمر هووردات   𝟑عدد طرق اختٌار  

فان العدد المتبقً وهو وردتٌن ٌتم اختٌارهما من الورود البٌض وٌكون عدد طرق اختٌارها 

 .  𝑪(𝟒 𝟐)هو

 هو:الورودعدد الطرق الكلٌة لاختٌار  للعد ٌكونوبالاعتماد على المبدأ الاساسً 

𝟐𝟎  طرٌقة( ) × 𝟔  𝟏𝟐𝟎 

 

 الحل



 

 65 

 طرائق العد ومبرهنة ذي الحدٌن – الثالثالفصل 

 (1-3رين )اتم
أجهزة   علبة تحتوي العلبة الواحدة على    صندوقاً فً كل صندوق   على شاحنة تحتوي.1

 الموباٌلات.حمولة الشاحنة من  موباٌل. احسب

 :كان إذا+             *مراتب ٌمكن تكوٌنه من الارقام   كم عدد زوجً ذي.2

a )    التكرار مسموحاً به فً العدد نفسهbالتكرار غٌر مسموح به فً العدد نفسه ) 

جد عدد  مصابٌح.( منها عاطلة وسحبنا منها ثلاثة  كانت ) إذامصابٌح فصندوق ٌحتوي عشرة .3

 -الاتٌة: طرق السحب فً الحالات 

aمنها صالحة وواحد عاطل     ( اثنانb      كلها عاطلة )cعلى الاقل مصباح واحد صالح ) 

اسئلة وكان المطلوب الاجابة عن خمسة منها فقط   كان عدد اسئلة امتحان مادة ما هو إذا.4

 الاجابة؟فبكم طرٌقة ٌمكن  الاولى،بشرط ان تتضمن الاجابة ثلاثة من الاسئلة الاربعة 

 -احسب :بفرض ان التكرار غٌر مسموح به . 5

a) مراتب التً ٌمكن تكوٌنها من الارقام   عدد الاعداد ذات*           + 

b) التً ٌمكن تكوٌنها من نفس الارقام.    مراتب الاقل من  عدد الاعداد ذات 

c) مراتب التً ٌمكن تكوٌنها من نفس الارقام.  عدد الاعداد الفردٌة ذات 

d) التً ٌمكن تكوٌنها من نفس الارقام.  مراتب من مضاعفات العدد  عدد الاعداد ذات 

 -كان :إذا جد قٌمة .6

a)  (   )     

b) .
 
 
/     

c)  .
 
 
/  .

   
 

/ 

d)  (   )   (   ) 

e)  (   )     (   ) 

كان  إذاحرفاً(   حروف من حروف اللغة العربٌة )  بكم طرٌقة ٌمكنك تكوٌن شفرة رمزٌة ذات.7

 التكرار غٌر مسموح به ؟

  طالبٌن.اردنٌون . اخترنا   عراقٌون و  سورٌون و   طلاب مصرٌون و  صف دراسً فٌه .8

 -لٌكون:جد عدد طرق الاختٌار 
a)  ًوسورٌاً الطالبان عراقٌا 

b) ًالطالبان كلاهما عراق 

c) آسٌالطالبان من قارة ا 
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  (   )هً    سبق ان تعلمنا فً المرحلة المتوسطة ان القوة الثانٌة للمقدار ذي الحدٌن
 -فناان:وعر

(   )            
 -الاتٌة:نتبع الطرٌقة  فإننا (   )أي وعندما نحتاج الى القوة الثالثة للمقدار ذاته 

(   )  (   )  (   )  (         ) (   ) 
                 

 -على:والخامسة وغٌرها حٌث نحصل  الرابعةوباستخدام اسلوب الضرب المتكرر نحصل على القوة 
(   )                        
(   )                                

أو  س( للأالحدٌن(ذي  ))مفكوكٌسمى الطرف الاٌمن لكل واحدة من المتساوٌات السابقة  
 .... الخ أو  

نجد ان طرٌقة الضرب المتكرر التً  فإننا   (   )طلب منا مثلاً أٌجاد مفكوك إذا 
اتبعناها فٌما سبق تصبح غٌر ذات جدوى لكونها تحتاج الى وقت طوٌل وجهد كبٌر وكمٌة 

وقد حاول علماء الرٌاضٌات عبر التارٌخ البحث عن طرٌقة مٌسرة  الاوراق،كبٌرة من 
 الحدٌن.مفكوك ذي لإٌجاد 

 

 

 

 

  

 (Binomial theorem)مبرهنة ذي الحدٌن بأسس صحٌحة موجبة  3-2

 المقدمة 3-2-1

𝟏)(𝒂 𝒃)𝒏  𝑪𝟎
𝒏𝒂𝒏𝒃𝟎  𝑪𝟏

𝒏𝒂𝒏−𝟏𝒃𝟏  𝑪𝟐
𝒏𝒂𝒏−𝟐𝒃𝟐  ⋯ 𝑪𝒏

𝒏𝒂𝟎𝒃𝒏 

𝟐)(𝒂 𝒃)𝒏  𝑪𝟎
𝒏𝒂𝒏𝒃𝟎  𝑪𝟏

𝒏𝒂𝒏−𝟏𝒃𝟏  𝑪𝟐
𝒏𝒂𝒏−𝟐𝒃𝟐  ⋯ 𝑪𝒏

𝒏𝒂𝟎𝒃𝒏 

𝒏كان إذا   𝒂 𝒃وكان      -فان:   

𝒏حٌث  𝒏(𝒂 𝒃)ذي الحدٌن  اٌجاد مفكوك 3-2-2     

(𝒂 𝒃)𝟒  𝒂𝟒  𝟒𝒂𝟑𝒃 𝟔𝒂𝟐𝒃𝟐  𝟒𝒂𝒃𝟑  𝒃𝟒 
(𝒂 𝒃)𝟓  𝒂𝟓  𝟓𝒂𝟒𝒃 𝟏𝟎𝒂𝟑𝒃𝟐  𝟏𝟎𝒂𝟐𝒃𝟑  𝟓𝒂𝒃𝟒  𝒃𝟓 

عدد حدودالمفكوك ان عدد الحدود ٌزٌد واحدا على اس القوس ذي الحدٌن اي ان (1
𝒏ٌساوي الثانٌة ٌحتوي على ثلاثة حدود ومفكوك القوة الرابعة ٌحتوي  القوةفمفكوك  𝟏 

 على خمسة حدود ...وهكذا.
 -الآتٌٌن:لاحظ المثالٌن  ٌن،الحدان اس الحد الاول واس الحد الاخٌر ٌساوي اس القوس ذي (2

 واحد عنٌزٌد بمقدار  𝒃فً الحد الذي ٌسبقه بٌنما أس  𝒂ٌنقص واحداً عن أس  𝒂ان أس(3
تصاعدٌة  𝒃اسسو  𝟎الى  𝒏تنازلٌة من   𝒂فً الحد الذي ٌسبقه اي ان اسس  𝒃أس
 .𝒏الى𝟎من

 . 𝒏فً أي حد ٌساوي أس المقدار ذي الحدٌن وهو 𝒂 𝒃ان مجموع أسً  (4
تكون اشارة الحد الاول موجبة واشارة الحد الثانً سالبة وتتعاقب 𝒏(𝒂 𝒃)فً مفكوك(5

 المفكوك.الاشارات بهذا الترتٌب فً بقٌة حدود 

زوجٌاً فان عدد حدود المفكوك ٌكون فردٌاً ورتبة الحد الاوسط تصبح  اً عدد 𝒏اذا كان(6
𝒏

𝟐
 𝟏 

ٌن الاوسطٌن كوك ٌكون زوجٌاً وتكون رتبة الحدعدداً فردٌاً فان عدد حدود المف 𝒏واذاكان 

.
𝒏 𝟏

𝟐
/  .

𝒏 𝟏

𝟐
 𝟏/. 

 -ملاحظات :
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 26 مثال  𝟓(𝒙 𝟐)جد مفكوك

(𝟐 𝒙)𝟓  𝑪𝟎
𝟓𝟐𝟓𝒙𝟎  𝑪𝟏

𝟓𝟐𝟓−𝟏𝒙𝟏  𝑪𝟐
𝟓𝟐𝟓−𝟐𝒙𝟐  𝑪𝟑

𝟓𝟐𝟓−𝟑𝒙𝟑

 𝑪𝟒
𝟓𝟐𝟓−𝟒𝒙𝟒  𝑪𝟓

𝟓𝟐𝟓−𝟓𝒙𝟓 

 𝑪𝟎
𝟓𝟐𝟓𝒙𝟎  𝑪𝟏

𝟓𝟐𝟒𝒙𝟏  𝑪𝟐
𝟓𝟐𝟑𝒙𝟐  𝑪𝟑

𝟓𝟐𝟐𝒙𝟑  𝑪𝟒
𝟓𝟐𝟏𝒙𝟒

 𝑪𝟓
𝟓𝟐𝟎𝒙𝟓 

 𝟏 × 𝟑𝟐 × 𝟏  𝟓 × 𝟏𝟔 × 𝒙 𝟏𝟎 × 𝟖 × 𝒙𝟐  𝟏𝟎 × 𝟒 × 𝒙𝟑 

 𝟓 × 𝟐 × 𝒙𝟒  𝟏 × 𝟏 × 𝒙𝟓 

 𝟑𝟐  𝟖𝟎𝒙  𝟖𝟎𝒙𝟐  𝟒𝟎𝒙𝟑  𝟏𝟎𝒙𝟒   𝒙𝟓 

 الحل

𝟏)جد مفكوك   𝒙)
𝟓       

 

 27 مثال

(𝟏   𝒙)
𝟓
 𝑪𝟎

𝟓𝟏𝟓( 𝒙)
𝟎
 𝑪𝟏

𝟓𝟏𝟓−𝟏( 𝒙)
𝟏
 𝑪𝟐

𝟓𝟏𝟓−𝟐( 𝒙)
𝟐

 

 𝑪𝟑
𝟓𝟏𝟓−𝟑( 𝒙)

𝟑
 𝑪𝟒

𝟓𝟏𝟓−𝟒( 𝒙)
𝟒
 𝑪𝟓

𝟓𝟏𝟓−𝟓( 𝒙)
𝟓

 

 𝑪𝟎
𝟓𝟏𝟓𝒙𝟎  𝑪𝟏

𝟓𝟏𝟒( 𝒙)
𝟏
 𝑪𝟐

𝟓𝟏𝟑( 𝒙)
𝟐
 𝑪𝟑

𝟓𝟏𝟐( 𝒙)
𝟑
 

 𝑪𝟒
𝟓𝟏𝟏( 𝒙)

𝟒
 𝑪𝟓

𝟓𝟏𝟎( 𝒙)
𝟓
 

 𝟏 × 𝟏 × 𝟏 𝟓 × 𝟏 ×  𝒙 𝟏𝟎 × 𝟏 × 𝒙 𝟏𝟎 × 𝟏 × 𝒙 𝒙 

 𝟓 × 𝟏 × 𝒙𝟐  𝟏 × 𝟏 × 𝒙𝟐 𝒙 

 𝟏 𝟓 𝒙 𝟏𝟎𝒙 𝟏𝟎𝒙 𝒙 𝟓𝒙𝟐   𝒙𝟐 𝒙 

 

 الحل

    𝟑(𝟏𝟎𝟏)جد قٌمة المقدار

 28 مثال

(𝟏𝟎𝟏)𝟑  (𝟏  𝟏𝟎𝟎)𝟑  

 𝑪𝟎
𝟑𝟏𝟑(𝟏𝟎𝟎)𝟎  𝑪𝟏

𝟑𝟏𝟐(𝟏𝟎𝟎)𝟏  𝑪𝟐
𝟑𝟏𝟏(𝟏𝟎𝟎)𝟐  𝑪𝟑

𝟑𝟏𝟎(𝟏𝟎𝟎)𝟑 

 𝟏  𝟑𝟎𝟎 𝟑𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 

 𝟏𝟎𝟑𝟎𝟑𝟎𝟏              

 𝟏 × 𝟏 × 𝟏 𝟑 × 𝟏 × 𝟏𝟎𝟎 𝟑 × 𝟏 × 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏 × 𝟏 × 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎  

 الحل
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 -هو :( الحد الذي تسلسه )ايلو تمعنا فً مفكوك مبرهنة ذي الحدٌن لوجدنا ان الحد العام 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝒏حٌث 𝒏(𝒂 𝒃)مفكوك اٌجاد الحد العام فً 3-2-3     

𝑻𝒓  𝑪𝒓−𝟏
𝒏 𝒂𝒏−𝒓 𝟏𝒃𝒓−𝟏 

 𝟏𝟎(𝒂 𝒃)جد الحد الخامس فً مفكوك   

 29 مثال

𝑻𝒓  𝑪𝒓−𝟏
𝒏 𝒂𝒏−𝒓 𝟏𝒃𝒓−𝟏 

𝑻𝟓  𝑪𝟓−𝟏
𝟏𝟎 𝒂𝟏𝟎−𝟓 𝟏𝒃𝟓−𝟏 

𝑻𝟓  𝑪𝟒
𝟏𝟎𝒂𝟔𝒃𝟒 

𝑻𝟓  
𝟏𝟎 × 𝟗 × 𝟖× 𝟕

𝟒 × 𝟑 × 𝟐 × 𝟏
𝒂𝟔𝒃𝟒 

𝑻𝟓  𝟐𝟏𝟎𝒂𝟔𝒃𝟒 

 الحل

.جد الحد الرابع فً مفكوك 
𝟏

𝒙𝟐
 𝟐𝒙/

𝟓

𝒙حٌث    ≠ 𝟎 

 30 مثال

𝑻𝒓  𝑪𝒓−𝟏
𝒏 𝒂𝒏−𝒓 𝟏𝒃𝒓−𝟏 

𝑻𝟒  𝑪𝟒−𝟏
𝟓  

𝟏

𝒙𝟐
 
𝟓−𝟒 𝟏

( 𝟐𝒙)𝟒−𝟏 

𝑻𝟒  𝑪𝟑
𝟓  

𝟏

𝒙𝟐
 
𝟐

( 𝟐𝒙)𝟑 

𝑻𝟒  
𝟓 × 𝟒 × 𝟑

𝟑 × 𝟐 × 𝟏
 
𝟏

𝒙𝟒
 ( 𝟖𝒙𝟑) 

𝑻𝟒   𝟖𝟎
𝒙𝟑

𝒙𝟒
 

𝑻𝟒  
 𝟖𝟎

𝒙
 

 

 الحل
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 𝒙𝟐  
𝟐

𝒙𝟑
 
𝟏𝟎

 

 معامله.ثم جد  𝒙𝟏𝟓حد ٌحتويبرهن ان مفكوك المقدار الاتً فٌه 

 

 31 مثال

𝑻𝒓  𝑪𝒓−𝟏
𝒏 𝒂𝒏−𝒓 𝟏𝒃𝒓−𝟏 

𝑻𝒓  𝑪𝒓−𝟏
𝟏𝟎 (𝒙𝟐)𝟏𝟎−𝒓 𝟏  

𝟐

𝒙𝟑
 
𝒓−𝟏

 

𝒙𝟏𝟓  (𝒙𝟐)𝟏𝟏−𝒓(𝒙−𝟑)𝒓−𝟏 

𝒙𝟏𝟓  𝒙𝟐𝟐−𝟐𝒓𝒙−𝟑𝒓 𝟑 

𝒙𝟏𝟓  𝒙𝟐𝟓−𝟓𝒓 

𝟏𝟓  𝟐𝟓 𝟓𝒓 

𝟓𝒓  𝟏𝟎 

𝒓  𝟐 

𝑻𝟐  𝑪𝟐−𝟏
𝟏𝟎 (𝒙𝟐)𝟏𝟎−𝟐 𝟏  

𝟐

𝒙𝟑
 
𝟐−𝟏

 

𝑻𝟐  𝑪𝟏
𝟏𝟎(𝒙𝟐)𝟗  

𝟐

𝒙𝟑
  

𝑻𝟐  𝟏𝟎 × 𝒙𝟏𝟖 ×  
𝟐

𝒙𝟑
  

𝑻𝟐  𝟐𝟎𝒙𝟏𝟓 

 -الاتٌة:نغض النظر عن المعاملات العددٌة فً الخطوة 

 -فان:هو الحد الثانً وعلٌه  𝒙𝟏𝟓اي ان الحد الذي ٌحتوي

 . 𝟐𝟎اي ان المعامل العددي للحد هو
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 -فانه:كما اوردنا فً الملاحظات السابقة 

 عدداً زوجٌاً فان عدد حدود المفكوك ٌكون فردٌاً ورتبة الحد الاوسط تصبح   كان إذا
 

 
  . 

 عدداً فردٌاً فان عدد حدود المفكوك ٌكون زوجٌاً وتكون رتبة الحد ٌن الاوسطٌن   كان إذا

.
   

 
/  .

   

 
  /. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝒏حٌث 𝒏(𝒂 𝒃)الحد الاوسط او الحدٌن الاوسطٌن فً مفكوك  اٌجاد 3-2-4     

 

 𝟔(𝒂 𝒃)الاوسط فً مفكوك جد الحد 

 32 مثال

𝒏

𝟐
 𝟏  

𝟔

𝟐
 𝟏  𝟑 𝟏  𝟒 

𝑻𝒓  𝑪𝒓−𝟏
𝒏 𝒂𝒏−𝒓 𝟏𝒃𝒓−𝟏 

𝑻𝟒  𝑪𝟒−𝟏
𝟔 𝒂𝟔−𝟒 𝟏𝒃𝟒−𝟏 

𝑻𝟒  𝑪𝟑
𝟔𝒂𝟑𝒃𝟑 

𝑻𝟒  𝟐𝟎 𝒂𝟑𝒃𝟑 

 -المفكوك هً :رتبة الحد الاوسط  فً 

 اي ان الحد الاوسط هو الحد الرابع 

 الحل

.مفكوك  الاوسطٌن فًالحدٌن جد 
𝟑𝒙

𝟐
 

𝟐

𝟑𝒙
/
𝟕

 

 33 مثال

𝒏  𝟏

𝟐
 
𝟕 𝟏

𝟐
 
𝟖

𝟐
 𝟒 

𝒏  𝟏

𝟐
 𝟏   

𝟕  𝟏

𝟐
 𝟏  

𝟖

𝟐
 𝟏  𝟒  𝟏  𝟓 

𝑻𝒓  𝑪𝒓−𝟏
𝒏 𝒂𝒏−𝒓 𝟏𝒃𝒓−𝟏 

𝑻𝟒  𝑪𝟒−𝟏
𝟕  

𝟑𝒙

𝟐
 
𝟕−𝟒 𝟏

 
 𝟐

𝟑𝒙
 
𝟒−𝟏

 

𝑻𝟒  𝑪𝟑
𝟕  
𝟑𝒙

𝟐
 
𝟒

 
 𝟐

𝟑𝒙
 
𝟑

 

 -هً: المفكوك  الاوسطٌن فًالحدٌن  رتبتا

 والخامس.الحدان الرابع  الاوسطٌن همااي ان الحدٌن 
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𝑻𝟒  
𝟕 × 𝟔 × 𝟓

𝟑 × 𝟐 × 𝟏
×
𝟖𝟏𝒙𝟒

𝟏𝟔
×

 𝟖

𝟐𝟕𝒙𝟑
 

𝑻𝟒  
 𝟏𝟎𝟓

𝟐
 𝒙  

𝑻𝟓  𝑪𝟓−𝟏
𝟕  

𝟑𝒙

𝟐
 
𝟕−𝟓 𝟏

 
 𝟐

𝟑𝒙
 
𝟓−𝟏

 

𝑻𝟓  𝑪𝟒
𝟕  
𝟑𝒙

𝟐
 
𝟑

 
 𝟐

𝟑𝒙
 
𝟒

 

𝑻𝟓  
𝟕 × 𝟔 × 𝟓 × 𝟒

𝟒 × 𝟑 × 𝟐 × 𝟏
×
𝟐𝟕𝒙𝟑

𝟖
×

𝟏𝟔

𝟖𝟏𝒙𝟒
 

𝑻𝟓  
𝟕𝟎

𝟑𝒙
 

 تكملة

(𝟐   𝟑)
𝟒
 (𝟐  𝟑)

𝟒
 

𝟒(𝒙 𝟐)المقداراختصر   (𝟐 𝒙)𝟒  ثم جد قٌمة المقدار 
 34 مثال

(𝟐 𝒙)𝟒  𝑻𝟏  𝑻𝟐  𝑻𝟑  𝑻𝟒  𝑻𝟓 

(𝟐 𝒙)𝟒  𝑻𝟏  𝑻𝟐  𝑻𝟑  𝑻𝟒  𝑻𝟓 

(𝟐  𝒙)𝟒  (𝟐  𝒙)𝟒  𝟐,𝑻𝟏  𝑻𝟑  𝑻𝟓- 

 𝟐 𝟐𝟒  𝑪𝟐
𝟒𝟐𝟐𝒙𝟐  𝒙𝟒  

 𝟐,𝟏𝟔 𝟐𝟒𝒙𝟐  𝒙𝟒- 

 𝟑𝟐 𝟒𝟖𝒙𝟐  𝟐𝒙𝟒 

(𝟐   𝟑)
𝟒
 (𝟐   𝟑)

𝟒
 𝟑𝟐  𝟒𝟖 × 𝟑  𝟐 × 𝟗 

 𝟏𝟗𝟒 

         بالجمع

𝟒(𝒙 𝟐)  -المقدار: قٌمة  ولإٌجاد  (𝟐 𝒙)𝟒  نعوض𝒙   𝟑 
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 (2-3تمرين )
 -مما ٌأتً : كلاً جد مفكوك .1

 )   (   )  

 )  (   )  

 )      
 

  
 
 

   ;     

 )   
 

 
   

 

        ;  ≠   

   .جد الحد الثامن فً مفكوك:   . 2
 

 
/
  

 . 

.:جد الحد الاوسط فً مفكوك. 3
 

 
 

  

 
/
  

 . 

    .:جد الحدٌن الاوسطٌن فً مفكوك. 4
 

  
/
 

. 

   2.:فً مفكوك  جد الحد الخالً من .5
 

 
/
  

 . 

(    ):جد قٌمة المقدار. 6
 
 (    )

 
 . 

 .باستخدام مبرهنة القوس ذي الحدٌن  (    )جد قٌمة المقدار . 7

 . (    ):جد الحد الاخٌر فً مفكوك. 8

متساوٌان فما هً العلاقةبٌن   (     )علمت ان الحدٌن الاوسطٌن فً مفكوك  إذا. 9

 ؟     

   )مفكوك المقدار  فً   نه لا ٌوجد حد خال من ابرهن . 10
 

  
)  . 
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 الرابعالفصل 

 الدوال الدائرٌة 

  (Circular Functions )   
البنود 

(SECTIONS) 

 

 

 مراجعة وتعمٌق لما درسه الطالب فً الصف الاول   1-4

 زواٌا الارتفاع وزواٌا الانخفاض 2-4

 لمجموع او الفرق بٌن دالتٌن الدائرٌةالدوال  3-4

 الدوال الدائرٌة لضعف الزاوٌة 4-4

 الدوال الدائرٌة لنصف الزاوٌة 5-4

 حل المثلث 6-4

 المعادلات المثلثٌة 7-4

 

 Vocabulary الرمز او العلاقة الرٌاضٌة المصطلح

           جٌب الزاوٌة

             جٌب تمام الزاوٌة

      ظل الزاوٌة
    

    
         

      قاطع تمام الزاوٌة
 

    
          

      قاطع الزاوٌة
 

    
        

      ظل تمام الزاوٌة
 

    
 
    

    
           

        الزاوٌة الفا

      β الزاوٌة بٌتا

 

  



 

 75 

 الدوال الدائرٌة –الفصل الرابع 

 

 -: تعلمنا سابقا

 .مفهوم الزاوٌة الموجهة بالوضع القٌاسً ومفهوم دائرة الوحدة 

 .التمٌٌز بٌن نظامً قٌاس الزاوٌة الستٌنً والدائري وكٌفٌة التحوٌل من نظام لأخر 

 .النسب المثلثٌة ومقلوباتها لزاوٌه حادة 

  الاساسٌة بٌن النسب المثلثٌة.بعض العلاقات 

 .استعمال الحاسبة الالكترونٌة الٌدوٌة فً اٌجاد قٌم النسب المثلثٌة 

 .إٌجاد النسب المثلثٌة للزواٌا الخاصة 

   رسم المخطط البٌانً للدوال                 . 

 .مفهوم الزاوٌة الموجهة بالوضع القٌاسً ومفهوم دائرة الوحدة 

 

 

 -: سوف نتعلم فً هذا الفصل

 .ًمراجعة المعلومات التً درسناها فً الصف الأول الصناع 

 حل المثلث باستخدام قانونً الجٌب والجٌب تمام 

  مفهوم زواٌا الارتفاع والانخفاض واستخدامه فً حل مسائل عملٌة 

 قوانٌن الدوال الدائرٌة لمجموع او الفرق بٌن قٌاسً زاوٌتٌن 

  الدوال الدائرٌة لضعف الزاوٌةقوانٌن 

 قوانٌن الدوال الدائرٌة لنصف الزاوٌة 

 كٌفٌة حل المعادلات المثلثٌة 

  



 

 76 
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 الفصل الرابع
 الدوال الدائرٌة

                        
 
 
 

              عرفنا فً دراستنا السابقة الدوال الدائرٌة  
 باستخدام هذه الدوال ٌمكننا ان نعرف دوال اخرى وذلك كما ٌأتً: 

 
 

 )ظل(    وهً الدالة الناتجة من مقلوب الدالة      ظل تمام وٌرمز لها  [Cotangent]الدالة 

 أي أن:  
 
 

 
 
 
 
 (        تعرف لكل الاعداد الحقٌقٌة بشرط )    ي أن الدالة أ

 
 

)جٌب     وهً الدالة الناتجة من مقلوب الدالة       ) قاطع ( وٌرمز لها[secant]  الدالة  

 ان : أيتمام(  
 
 
 

 
 
 

 (          تعرف لكل الاعداد الحقٌقٌة بشرط ) secأي أن الدالة 

 
 
 

  وهً الدالة الناتجة من مقلوب الدالة    ) القاطع التمام ( وٌرمز لها   [cosecant]الدالة 
sin جٌب أي ان: 

 
 
 

 

 ٌقمراجعة وتعم   1-4

 

𝐜𝐨𝐭 𝛉  
𝟏

𝒕𝒂𝒏 𝛉
   

𝟏

𝐬𝐢𝐧𝛉
𝐜𝐨𝐬 𝛉

 
𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝐬𝐢𝐧𝛉
 

 (cotدالة ظل التمام ) 4-1-1  

 ( 𝐬𝐞𝐜 تعرٌف دالة القاطع ) 4-1-2

 

𝐬𝐞𝐜 𝛉  
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝛉
 

 

 (  𝒄𝒔𝒄عرٌف دالة القاطع التمام )ت   4-1-3

 

𝐜𝐬𝐜 𝛉  
𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝛉
 

𝒔𝒆𝒄 ∶    𝛉 ∶ 𝛉 ∈  ℝ   𝐜𝐨𝐬𝜽    𝟎   ⟶ ℝ ∶ 𝐬𝐞𝐜 𝛉  
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝛉
 

 :𝒔𝒆𝒄تعرٌف دالة 

𝐜𝐨𝐭 ∶    𝛉 ∶ 𝛉 ∈  ℝ   𝐬𝐢𝐧𝛉    𝟎   ⟶ ℝ ∶ 𝐜𝐨𝐭 𝛉  
𝐜𝐨𝐬𝜽

𝐬𝐢𝐧𝜽
  

 :𝒄𝒐𝒕تعرٌف دالة 

𝒄𝒔𝒄 ∶    𝛉 ∶ 𝛉 ∈  ℝ   𝐬𝐢𝐧𝜽    𝟎   ⟶ ℝ ∶ 𝐜𝐬𝐜 𝛉  
𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝛉
 

 :𝒄𝒔𝒄تعرٌف دالة 
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 (        تعرف لكل الاعداد الحقٌقٌة بشرط )    أي أن الدالة 

 

 

 

 

 -: ملاحظة

 

 
 وهكذا بالنسبة للدوال الدائرٌة الاخرى

 اشتقاق العلاقات اعلاه

1)                  
 لقد سبق اشتقاقها فً دراستنا السابقة

2)                  
 البرهان:

                                      

 
     

     
 
     

     
 

 

     
 

               

 و. هـ. م                                  

3)                  

 البرهان: 

                                     

 
     

     
 
     

     
 

 

     
 

              

و. هـ. م                                                           

 

 

 

 

 

 

               

               

               

              

              

 قات بٌن الدوال الدائرٌةالعلا  4-1-4

 

°𝟎     أذا كان :    < 𝛉 <
𝝅

𝟐
𝐜𝐨𝐭أو     𝛉  

𝟒

𝟑
  𝟎° < 𝛉 < 𝟗𝟎° 

𝐬𝐢𝐧𝛉  𝐜𝐨𝐬 الدائرٌة الخمسة الأخرى أي قٌم كل من: الدوالجد قٌم  𝛉  𝐭𝐚𝐧𝛉  𝐬𝐞𝐜 𝛉  𝐜𝐬𝐜 𝛉   

 

 1 مثال

𝟏  𝒄𝒐𝒕 𝜽  
𝟏

𝒕𝒂𝒏𝜽
 ⇔  𝒕𝒂𝒏 𝜽  

𝟏

𝒄𝒐𝒕 𝜽
 

𝒕𝒂𝒏 𝜽  
𝟏

𝟒
𝟑

 𝟏 ×
𝟑

𝟒
 
𝟑

𝟒
    ⇒      𝒕𝒂𝒏 𝜽  

𝟑

𝟒
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𝟐 𝐜𝐬𝐜𝟐 𝛉  𝐜𝐨𝐭𝟐 𝛉  𝟏  ⇔ 𝐜𝐬𝐜𝟐 𝛉  𝟏  𝐜𝐨𝐭𝟐 𝛉 

𝐜𝐬𝐜𝟐 𝛉  𝟏   
𝟒

𝟑
 
𝟐

 𝟏 
𝟏𝟔

𝟗
 
𝟗 𝟏𝟔

𝟗
 
𝟐𝟓

𝟗
 

∴  𝐜𝐬𝐜𝟐 𝛉  
𝟐𝟓

𝟗
 بأخذ الجذر التربيعي للطرفين                                                 

 𝐜𝐬𝐜𝟐 𝛉   
𝟐𝟓

𝟗
⇒ 𝐜𝐬𝐜𝛉  ±

𝟓

𝟑
 

𝟑  𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉   𝐭𝐚𝐧𝟐 𝛉  𝟏   ⇔      𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉  𝟏   𝐭𝐚𝐧𝟐 𝛉   

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉  𝟏  
𝟑

𝟒
 
𝟐

 𝟏  
𝟗

𝟏𝟔
 
𝟏𝟔  𝟗

𝟏𝟔
 
𝟐𝟓

𝟏𝟔
 

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉  
𝟐𝟓

𝟏𝟔
 بأخذ الجذر التربيعي للطرفين                                            

 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉   
𝟐𝟓

𝟏𝟔
 

      𝐬𝐞𝐜 𝛉  ± 
𝟓

𝟒
 

∵  𝟎°  < 𝜽 < 𝟗𝟎°       ⇒              ∴  𝐬𝐞𝐜 𝜽  
𝟓

𝟒
 

𝟒 𝐬𝐞𝐜𝛉  
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝛉
  ⇔  𝐜𝐨𝐬 𝛉  

𝟏

𝐬𝐞𝐜 𝛉
  

     𝐜𝐨𝐬 𝛉  
𝟏

𝟓
𝟒

 𝟏 ×
𝟒

𝟓
      ⇒       𝐜𝐨𝐬𝛉  

𝟒

𝟓
 

𝟓 𝐭𝐚𝐧𝜽  
𝐬𝐢𝐧𝜽

𝐜𝐨𝐬 𝜽
 ⟺ 𝐬𝐢𝐧𝜽  𝐜𝐨𝐬𝜽 𝐭𝐚𝐧𝜽 

𝐬𝐢𝐧𝜽  
𝟒

𝟓
×
𝟑

𝟒
 
𝟑

𝟓
      ⇒      𝐬𝐢𝐧𝜽  

𝟑

𝟓
     

∵  𝟎∘ < 𝜽 < 𝟗𝟎°     ⇒          ∴  𝐜𝐬𝐜𝜽  
𝟓

𝟑
 

 

 تكملة

𝐬𝐢𝐧𝛉أثبت أن:       𝐜𝐬𝐜𝜽 𝐬𝐢𝐧𝜽  𝐜𝐨𝐬𝟐 𝜽 
 

 2 مثال

 𝒔𝒊𝒏𝜽 𝒄𝒔𝒄 𝜽 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝜽 

 𝒔𝒊𝒏𝜽
𝟏

𝒔𝒊𝒏𝜽
 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝜽 

 𝟏  𝒔𝒊𝒏𝟐 𝜽    𝒄𝒐𝒔𝟐 𝜽   𝑹.𝑯.𝑺 

𝑳.𝑯.𝑺  𝒔𝒊𝒏𝜽  𝒄𝒔𝒄𝜽  𝒔𝒊𝒏 𝜽       الحل 
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𝐜𝐨𝐭𝟐أثبت أن:      𝛉  𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉 𝐜𝐨𝐭𝟐 𝛉  𝟏 
 3 مثال

𝑳.𝑯.𝑺  𝒄𝒐𝒕𝟐 𝜽  𝒔𝒆𝒄𝟐 𝜽 𝒄𝒐𝒕𝟐 𝜽 

 𝒄𝒐𝒕𝟐 𝜽 𝒕𝒂𝒏𝟐 𝜽 

 
𝟏

𝒕𝒂𝒏𝟐 𝜽
× 𝒕𝒂𝒏𝟐 𝜽  𝟏  𝑹.𝑯.𝑺 

  𝒄𝒐𝒕𝟐 𝜽   𝒔𝒆𝒄𝟐 𝜽  𝟏  

 

 الحل

 (𝛉 قٌم الدوال الدائرٌة التً قٌاسها )    5-1-4

𝐬𝐢𝐧𝛉 𝐜𝐨𝐬 ثبت أن:     أ 𝛉 𝟐  𝟏 𝟐𝐬𝐢𝐧  𝛉  𝐜𝐨𝐬 𝛉 
 4 مثال

 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝜽 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝜽 𝟐 𝒔𝒊𝒏𝜽𝒄𝒐𝒔 𝜽 

 𝟏 𝟐 𝒔𝒊𝒏𝜽𝒄𝒐𝒔𝜽                                        𝒔𝒊𝒏𝟐 𝜽 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝜽    لأن 𝟏 

 𝟏 𝟐  𝒔𝒊𝒏𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝜽 

 𝟏 𝟐 𝒔𝒊𝒏𝜽𝒄𝒐𝒔𝜽 

∴ 𝑳.𝑯.𝑺  𝑹.𝑯.𝑺 

𝑳.𝑯.𝑺   𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒄𝒐𝒔𝜽 𝟐 

 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝜽 𝟐𝒔𝒊𝒏𝜽 𝒄𝒐𝒔𝜽 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝜽  

𝑹.𝑯.𝑺  𝟏 𝟐𝒔𝒊𝒏  𝜽 𝒄𝒐𝒔𝜽 

 الحل
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 قٌاس لزاوٌة حادة  عدد صحٌح غٌر سالب،   حٌث 

±   الدوال الدائرٌة للزواٌا ) - 1 ملاحظة  ( تتحول الدوال الدائرٌة للزواٌا إلى متمماتها وبالعكس مع 

 أي:الإشارة فً الأرباع الأربعة 

 
 
 
 
 
 
 
 

±    )الدوال الدائرٌة للزواٌا ) -2  :أينفس الحالة الأولى مع ملاحظة الإشارة فً الأرباع الأربعة   

        ±            

        ±      ±      

        ±              

        ±              

         ±       ±      

        ±              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       ±            

       ±             

       ±              

       ±              

        ±              

       ±               

𝐬𝐢𝐧𝟏𝟓𝟎     كان: إذا 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟕𝟓𝟎 𝟒جد        
 𝟐 −  𝟑

𝟐
 

 5 مثال

𝟕𝟓𝟎    𝟗𝟎𝟎    𝟏𝟓𝟎  

𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟕𝟓𝟎  𝟒𝒔𝒊𝒏𝟐𝟏𝟓𝟎 

 𝟒 
 𝟐  𝟑

𝟐
 

𝟐

 𝟒 
𝟐  𝟑

𝟒
 𝟐    𝟑 

𝒄𝒐𝒔 𝟕𝟓𝟎    𝒄𝒐𝒔 𝟗𝟎𝟎    𝟏𝟓𝟎            ∵ 𝒄𝒐𝒔 𝟗𝟎𝟎 ± 𝜽      𝒔𝒊𝒏 𝜽   

𝒄𝒐𝒔 𝟕𝟓𝟎    𝒔𝒊𝒏𝟏𝟓𝟎                                    

 𝒄𝒐𝒔 𝟕𝟓𝟎 𝟐    𝒔𝒊𝒏𝟏𝟓𝟎 𝟐 طرفٌن         البتربٌع   

𝒄𝒐𝒔𝟐𝟕𝟓𝟎    𝒔𝒊𝒏𝟐𝟏𝟓𝟎      4نضرب طرفً المعادلة بالعدد     

 الحل

±𝟗𝟎𝟎𝒏قٌم الدوال الدائرٌة للزواٌا )  4-1-6 𝜽 ) 

 

𝐜𝐨𝐬جد    𝟑𝟏𝟓𝟎        𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟓𝟎𝟎  
 6 مثال

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟓𝟎𝟎  𝒔𝒊𝒏 𝟗𝟎𝟎   𝟔𝟎𝟎  𝒄𝒐𝒔𝟔𝟎𝟎    
𝟏

𝟐
 

𝒄𝒐𝒔𝟑𝟏𝟓°  𝒄𝒐𝒔 𝟐𝟕𝟎°  𝟒𝟓°  𝒔𝒊𝒏𝟒𝟓°  
𝟏

 𝟐
 

1)   𝟏𝟓𝟎𝟎   𝟗𝟎𝟎    𝟔𝟎𝟎 

2)   𝟑𝟏𝟓𝟎   𝟐𝟕𝟎𝟎    𝟒𝟓𝟎 

 الحل
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±     الدوال الدائرٌة للزواٌا - 3 ( تبقى الدوال الدائرٌة نفسها مع ملاحظة الإشارة فً الأرباع (  
 ي:أ الأربعة

        ±          

        ±  )          

        ±    ±      

        ±     ±      

        ±            

        ±           
±      الدول الدائرٌة للزواٌا )  - 4   نفس الحالة الثالثة مع ملاحظة الإشارة فً الأرباع الأربعة أي:   

        ±    ±     

        ±  )          

        ±    ±      

        ±     ±      

        ±     ±      

        ±           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟓𝟎𝟎        ,𝒄𝒐𝒔    جد  𝟑𝟏𝟓𝟎  
 7 مثال

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟓𝟎𝟎  𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟖𝟎𝟎  𝟑𝟎𝟎  𝒔𝒊𝒏 𝟑𝟎𝟎  
𝟏

𝟐
 

𝒄𝒐𝒔𝟑𝟏𝟓𝟎   𝒄𝒐𝒔 𝟑𝟔𝟎𝟎  𝟒𝟓𝟎  𝒄𝒐𝒔𝟒𝟓𝟎  
𝟏

 𝟐
   

1)   𝟏𝟓𝟎𝟎  𝟏𝟖𝟎𝟎  𝟑𝟎𝟎 

2)  𝟑𝟏𝟓𝟎  𝟑𝟔𝟎𝟎  𝟒𝟓𝟎 

 الحل

  𝒕𝒂𝒏  𝟑𝟎𝟎𝟎    𝒄𝒐𝒔  𝟐𝟒𝟎𝟎     جد 
 8 مثال

  
𝟏

𝟐
 

  𝐭𝐚𝐧 𝟑𝟔𝟎𝟎  𝟔𝟎𝟎  

    𝐭𝐚𝐧𝟔𝟎𝟎  

 𝐭𝐚𝐧𝟔𝟎𝟎 

  𝟑 

1)   𝒄𝒐𝒔  𝟐𝟒𝟎𝟎  𝒄𝒐𝒔 𝟐𝟒𝟎𝟎      

 𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟖𝟎𝟎  𝟔𝟎𝟎                       

    𝒄𝒐𝒔𝟔𝟎𝟎    

2) 𝐭𝐚𝐧  𝟑𝟎𝟎𝟎      𝐭𝐚𝐧𝟑𝟎𝟎𝟎 

 الحل
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 (1-4) ريناتم

        اذا كان . 1       
 

  
, بحٌث        

  

 
 <  <       

                            جد قٌم الدوال الدائرٌة الخمسة الاخرى             

 -: المتطابقات الاتٌةأثبت صحة . 2      

1)                            

2)      
     

    
      

3) 
     

    
           

4)          [         ]        

5)           
       

    
 

6)            
     

 −      
 

7) 
    

    
 

    

    
 

             

    
 

8) 
    

      
 

 −     

     
 

 -جد قٌم كلاً مما ٌأتً : .3     

        °          °         °        °        ° 
 

 

 

هةةةةةةةةً زاوٌةةةةةةةةة النظةةةةةةةةر الةةةةةةةةى  -:زاوٌةةةةةةةةة الارتفةةةةةةةةاع

الاعلةةةةةةةةةةةى مةةةةةةةةةةةن فةةةةةةةةةةةوق خةةةةةةةةةةةةط 

لاحةةةةةةةةةةةةةةةظ الشةةةةةةةةةةةةةةةكل الأفةةةةةةةةةةةةةةةق.  )

 (المجاور

 

 

 

هةةةةةةةةً زاوٌةةةةةةةةة النظةةةةةةةةر  -:زاوٌةةةةةةةةة الانخفةةةةةةةةاض

الةةةةةةةةةةةى الاسةةةةةةةةةةةفل مةةةةةةةةةةةن تحةةةةةةةةةةةت 
الأفةةةةةةةةةةةةةةةةةق. )لاحةةةةةةةةةةةةةةةةةظ خةةةةةةةةةةةةةةةةةط 

 الشكل المجاور(
 

 زواٌا الارتفاع وزواٌا الانخفاض    4-2
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وجد أَن زاوٌة ارتفاع قمتها   𝒎 𝟏𝟓)من نقطة تبعد عن قاعدة عمود كهرباء بـ )

  ؟ ( جد ارتفاع العمود الكهربائ𝟒𝟓°ً)

 9 مثال

𝐭𝐚𝐧𝛉   
المقابل

المجاور
 

𝐭𝐚𝐧𝟒𝟓°    
ارتفاع عمود الكهرباء

بعد النقطة عن قاعدة العمود
 

𝐭𝐚𝐧𝟒𝟓°   
𝐡

𝟏𝟓
   ⇒       𝟏       

𝐡

𝟏𝟓
 

   𝒉    𝟏𝟓 𝒎.  

 حاصل ضرب الوسطٌن( نتوصل الى:   وباستخدام خواص التناسب )حاصل ضرب الطرفٌن

 الحل

( والزاوٌة التً ٌصنعها الخٌط مع الأرض 𝟗𝟎𝒎طائرة ورقٌة طول خٌطها )

 ؟ جد ارتفاع الطائرة الورقٌة عن الأرض  °𝟑𝟎)) تساوي

 10 مثال

عمارة ( رصد طٌراَ على حافة قمة .𝒎 𝟔شخص واقف على سطح منزل ارتفاعه )
وعندما نظر الى قاعدة العمارة لاحظ طفلاَ ٌراقب الطٌر جد بعد العمارة عن المنزل وارتفاعها؟ إذا 

 .(°𝟒𝟓( وزاوٌة انخفاض قاعدة العمارة )°𝟔𝟎كان زاوٌة ارتفاع قمة العمارة )
 

 11 مثال

𝒕𝒂𝒏 𝜽    
المقابل

المجاور
 

𝒕𝒂𝒏 𝟒𝟓
°     

𝟔

𝒃
 

  
 

𝟏           
𝟔

𝒃
 

𝒃       𝟔 𝒎    بعد العمارة عن المنزل  

 

 الحل

𝐬𝐢𝐧 𝛉    
المقابل

الوتر
 

𝐬𝐢𝐧𝟑𝟎°      
𝒉

𝟗𝟎
  

 
𝟏

𝟐
           

𝒉

𝟗𝟎
 

𝟐𝒉         𝟗𝟎 

𝟐𝒉

𝟐
       

𝟗𝟎

𝟐
 

𝒉       𝟒𝟓 𝒎.  

 حاصل ضرب الوسطٌن( نتوصل الى:   وباستخدام خواص التناسب )حاصل ضرب الطرفٌن

 

 

 الحل
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   (2-4)ريناتم
وقف شخص على قمة مئذنة ملوٌة سامراء أبصر صدٌقٌن من اصدقائه ٌقفان مع قاعدة  .1

وزاوٌة انخفاض  °   المئذنة على استقامة واحدة وكانت زاوٌة انخفاض الصدٌق الاول )

 (.    ( جد المسافة بٌن الصدٌقٌن ؟  مع العلم ارتفاع المئذنة ) °  الصدٌق الثانً )

وجد من موقع على سطح الارض ٌبعد عن قاعدة برج اتصالات بغداد أن زاوٌة ارتفاع قمتها  .2

جد بعد الموقع عن  (  .     ( وارتفاع البرج )°  )( وزاوٌة ارتفاع مطعم البرج °  )

 بٌن المطعم وقمة البرج ؟ قاعدة البرج والمسافة

( رصدت هدفٌن معادٌٌن على مستوي واحد على .          طائرة مقاتلة على ارتفاع ) .3

( جد بعدي الطائرة °  ( والثانٌة بزاوٌة انخفاض )°  سطح الارض الاول بزاوٌة انخفاض )

.     عن الهدفٌن؟ علماً أن        ،       .     

( ولم ٌصب ثم تقدم °  شاهد صٌاد طٌراً على شجرة نخٌل فصوب ببندقٌة بزاوٌة مقدارها ) .4

 ( فأصاب الطٌر , جد ارتفاع الشجرة ؟°  ( وصوب بزاوٌة مقدارها ) .    )بمسافة 
 

 

 

 نبحث فً هذا البند دوال مثل:

      ±  )  ,         ±    ,       ±          , β ∈  ℝ  

        alpha    ( )الفا  ,  β    beta   ) بٌتا) 

±       أولاً:               ±             

±       ثانٌا:ً                            

±      ثالثاً:    
      ±     

           
            ±                   

𝟐 𝒕𝒂𝒏𝜽   
المقابل

المجاور
 

𝒕𝒂𝒏 𝟔𝟎°   
𝒉

𝒃
 

 𝟑      
𝒉

𝟔
 

𝒉      𝟔 𝟑   𝟔 × 𝟏.𝟕 

𝑯  𝟔 𝒉 
𝑯  𝟔  𝟏𝟎.𝟐   𝟏𝟔.𝟐 𝒎. 

𝒉     𝟏𝟎.𝟐 𝒎   ارتفاع العمارة عن سطح المنزل 
ارتفاع المنزل     ارتفاع العمارة  ارتفاع العمارة عن سطح المنزل     

 

 تكملة

 :الدوال الدائرٌة لمجموع أو لفرق قٌاس زاوٌتٌن  3- 4
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  𝒔𝒊𝒏𝟕𝟓𝟎               𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟓𝟎         𝒕𝒂𝒏𝟏𝟎𝟓𝟎   
 -: احسب قٌمة كلاً مما ٌأتً

 

 12 مثال

𝒔𝒊𝒏𝟕𝟓𝟎   𝒔𝒊𝒏 𝟒𝟓𝟎  𝟑𝟎𝟎  

𝒔𝒊𝒏 𝜶  𝜷       𝒔𝒊𝒏𝜶 𝒄𝒐𝒔𝜷 𝒄𝒐𝒔 𝜶𝒔𝒊𝒏𝜷 

𝒔𝒊𝒏 𝟒𝟓𝟎  𝟑𝟎𝟎    𝒔𝒊𝒏𝟒𝟓𝟎 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝟎𝟎  𝒄𝒐𝒔 𝟒𝟓𝟎 𝒔𝒊𝒏𝟑𝟎𝟎 

 
𝟏

 𝟐
×
 𝟑

𝟐
 

𝟏

 𝟐
×
𝟏

𝟐
 

  
 𝟑

𝟐 𝟐
 

𝟏

𝟐 𝟐
 
 𝟑  𝟏

𝟐 𝟐
 

∴    𝒔𝒊𝒏𝟕𝟓𝟎    
𝟏   𝟑

𝟐 𝟐
 

𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟓𝟎  𝒄𝒐𝒔 𝟒𝟓𝟎  𝟑𝟎𝟎   

𝒄𝒐𝒔 𝜶 𝜷   𝒄𝒐𝒔 𝜶𝒄𝒐𝒔 𝜷 𝒔𝒊𝒏𝜶𝒔𝒊𝒏𝜷 

𝒄𝒐𝒔 𝟒𝟓𝟎  𝟑𝟎𝟎    𝒄𝒐𝒔 𝟒𝟓𝟎 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝟎𝟎   𝒔𝒊𝒏𝟒𝟓𝟎 𝒔𝒊𝒏𝟑𝟎𝟎 

 
𝟏

   𝟐
×
 𝟑

𝟐
 

𝟏

 𝟐
×
𝟏

𝟐
 
 𝟑

𝟐 𝟐
 

𝟏

𝟐 𝟐
   

 𝟑  𝟏

𝟐 𝟐
  

∴   𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟓𝟎   
𝟏  𝟑

𝟐 𝟐
 

𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟓𝟎    𝒄𝒐𝒔 𝟔𝟎𝟎  𝟒𝟓𝟎   

𝒄𝒐𝒔 𝜶 𝜷   𝒄𝒐𝒔 𝜶𝒄𝒐𝒔 𝜷 𝒔𝒊𝒏𝜶𝒔𝒊𝒏𝜷     

𝒄𝒐𝒔 𝟔𝟎𝟎  𝟒𝟓𝟎      𝒄𝒐𝒔 𝟔𝟎𝟎 𝒄𝒐𝒔𝟒𝟓𝟎  𝒔𝒊𝒏𝟔𝟎𝟎 𝒔𝒊𝒏 𝟒𝟓𝟎 

    
𝟏

𝟐
×

𝟏

 𝟐
 
 𝟑

𝟐
×

𝟏

 𝟐
 

𝟏

𝟐 𝟐
 

 𝟑

𝟐 𝟐  
   

𝟏  𝟑

𝟐 𝟐
  

 ∴   𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟓𝟎   
𝟏   𝟑

𝟐 𝟐
  

𝟏𝟎𝟓𝟎  𝟔𝟎𝟎  𝟒𝟓𝟎 

 𝒕𝒂𝒏 𝟏𝟎𝟓𝟎     𝒕𝒂𝒏 𝟔𝟎𝟎  𝟒𝟓𝟎    

1)          𝒔𝒊𝒏𝟕𝟓𝟎  

   𝟕𝟓𝟎   𝟒𝟓𝟎  𝟑𝟎𝟎  

2)            𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟓𝟎 

   𝟏𝟓𝟎  𝟒𝟓𝟎 : الأولىالطرٌقة                           𝟑𝟎𝟎   

𝟏𝟓𝟎   𝟔𝟎𝟎 الثانٌة:الطرٌقة                          𝟒𝟓𝟎   

3)           𝒕𝒂𝒏 𝟏𝟎𝟓𝟎 

 الحل
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 𝒕𝒂𝒏 𝜶 𝜷   
𝒕𝒂𝒏𝜶 𝒕𝒂𝒏𝜷

𝟏  𝒕𝒂𝒏𝜶 𝒕𝒂𝒏𝜷
               

𝒕𝒂𝒏 𝟔𝟎𝟎  𝟒𝟓𝟎    
𝒕𝒂𝒏𝟔𝟎𝟎  𝒕𝒂𝒏 𝟒𝟓𝟎

𝟏 𝒕𝒂𝒏 𝟔𝟎𝟎 𝒕𝒂𝒏 𝟒𝟓𝟎
 

  
 𝟑 𝟏

𝟏   𝟑 × 𝟏
   

 𝟑  𝟏

𝟏   𝟑
  

∴  𝒕𝒂𝒏 𝟏𝟎𝟓𝟎   
𝟏  𝟑

𝟏  𝟑
  

 تكملة

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟏𝟓𝟎 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝟓𝟎  𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟏𝟓𝟎 𝒔𝒊𝒏𝟐𝟓𝟎  𝟏 

    -: أثبت أن

 

 13 مثال

𝒔𝒊𝒏 𝜶  𝜷    𝒔𝒊𝒏𝜶 𝒄𝒐𝒔𝜷  𝒄𝒐𝒔 𝜶𝒔𝒊𝒏𝜷 

  𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟏𝟓𝟎  𝟐𝟓𝟎  

  𝒔𝒊𝒏𝟗𝟎𝟎 

 𝟏                  𝑹 .𝑯 .𝑺 

𝑳 .𝑯 .𝑺   𝒔𝒊𝒏𝟏𝟏𝟓𝟎 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟓𝟎  𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟏𝟓𝟎 𝒔𝒊𝒏𝟐𝟓𝟎 

 الحل

𝒕𝒂𝒏 𝟐𝜶 𝒕𝒂𝒏𝜶

𝟏 𝒕𝒂𝒏 𝟐𝜶 𝒕𝒂𝒏𝜶
  𝟑  

 -اذا علمت ان : 𝜶جد قٌمة 

 

 14 مثال

∵ 𝐭𝐚𝐧 𝜶 𝛃    
𝐭𝐚𝐧𝜶 𝐭𝐚𝐧𝛃

𝟏 𝐭𝐚𝐧𝜶 𝐭𝐚𝐧𝛃
 

𝐭𝐚𝐧 𝟐𝜶 𝜶     𝟑   

𝐭𝐚𝐧𝜶    𝟑 

∵   𝟑    𝐭𝐚𝐧𝟔𝟎𝟎 

 ∴  𝐭𝐚𝐧𝜶    𝐭𝐚𝐧𝟔𝟎𝟎 

 𝟐𝟒𝟎𝟎  

𝑺 .𝑺    𝟔𝟎𝟎  𝟐𝟒𝟎𝟎  

 بمقارنة الطرف الأٌمن من القانون مع الطرف الأٌسر من السؤال نحصل على 

 ∵  𝐭𝐚𝐧𝜶 > 𝟎 

    𝛂      ∴    تقع اما فً الربع الاول أوفً الربع الثالث 

∴                                                           فً الربع الأول 1-  𝜶   𝟔𝟎𝟎                                                                 

𝜶     𝟏𝟖𝟎𝟎                                         فً الربع الثالث-2-       𝟔𝟎𝟎 

 

 الحل
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 (3-4رين )اتم
 -احسب قٌمة كلاً مما ٌأتً : .1

                                                        

 -اثبت كلا مما ٌأتً : .2

                                 
  

 
 

  
             

              
   

                   
     

   
 

 

 

 -: فان   لكل عدد حقٌقً 

                    

      )               

                   

                  

          
     

       
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الدوال الدائرٌة لضعف الزاوٌة    4– 4  

𝒄𝒐𝒔وجد أ 𝟐𝜶  : اذا علمت ان-   𝒔𝒊𝒏𝜶   
𝟓

𝟖
             𝟎 < 𝜶 < 𝟗𝟎𝟎       

 

 15 مثال

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝜶   𝟏  𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝜶 

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝜶   𝟏  𝟐  
𝟓

𝟖
 
𝟐

  𝟏  𝟐 ×
𝟐𝟓

𝟔𝟒
   𝟏  

𝟐𝟓

𝟑𝟐
 

 
𝟑𝟐 𝟐𝟓

𝟑𝟐
   

𝟕

𝟑𝟐
 

 

 الحل

𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐.𝟓𝟎          -المقدار :جد قٌمة  𝒄𝒐𝒔 𝟐𝟐.𝟓𝟎 
 

 16 مثال

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜶   𝟐𝒔𝒊𝒏𝜶 𝒄𝒐𝒔𝜶  

𝒔𝒊𝒏𝜶 𝒄𝒐𝒔𝜶   
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜶  

𝟐
 

 

 الحل
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 𝒔𝒊𝒏𝟐𝟐.𝟓𝟎  𝒄𝒐𝒔 𝟐𝟐.𝟓𝟎    
𝒔𝒊𝒏 𝟐 𝟐𝟐.𝟓𝟎 

𝟐
    

𝒔𝒊𝒏𝟒𝟓𝟎

𝟐
 

 

𝟏

 𝟐
𝟐
   

𝟏

 𝟐
 ×  

𝟏

𝟐
     

𝟏

𝟐 𝟐
 

  
𝟏

𝟐 𝟐
×
 𝟐

 𝟐
   

 𝟐

𝟐 × 𝟐
  

 𝟐

𝟒
 

  

 تكملة

𝒄𝒐𝒔 𝟑𝜶   𝟒𝒄𝒐𝒔𝟑𝜶  𝟑          -:   اثبت أن 𝒄𝒐𝒔𝜶  
 

 

 17 مثال

𝟑𝜶  𝟐𝜶   𝜶 ⇒ 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝜶   𝒄𝒐𝒔 𝟐𝜶  𝜶  

 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝜶   𝜶  
 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝜶 𝒄𝒐𝒔 𝜶    𝒔𝒊𝒏 𝟐𝜶 𝒔𝒊𝒏𝜶 

  𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝜶  𝟏 𝒄𝒐𝒔𝜶    𝟐𝒔𝒊𝒏𝜶 𝒄𝒐𝒔𝜶 𝒔𝒊𝒏𝜶 

 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟑𝜶   𝒄𝒐𝒔 𝜶   𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝜶 𝒄𝒐𝒔 𝜶 

  𝟐𝒄𝒐𝒔𝟑𝜶   𝒄𝒐𝒔𝜶   𝟐  𝟏 𝒄𝒐𝒔𝟐𝜶 𝒄𝒐𝒔 𝜶 

 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟑𝜶   𝒄𝒐𝒔𝜶   𝟐 𝒄𝒐𝒔𝜶   𝟐𝒄𝒐𝒔𝟑𝜶 

 𝟒 𝒄𝒐𝒔𝟑𝜶 𝟑 𝒄𝒐𝒔𝜶 
 𝑹 .𝑯 .𝑺 

𝑳 .𝑯.𝑺   𝒄𝒐𝒔 𝟑𝜶  

 

 الحل

𝒔𝒊𝒏𝜶          -: جد قٌمة كلاً من        𝒄𝒐𝒔𝜶           𝒕𝒂𝒏𝜶 

    𝒄𝒐𝒔 𝟐𝜶أذا كان             
𝟕

𝟐𝟓
          ,𝟎 < 𝟐𝜶 <  𝟗𝟎𝟎         

 

 18 مثال

𝒄𝒐𝒔   𝟐𝜶   𝟏  𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝜶 
𝟕

𝟐𝟓
   𝟏 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝜶 

𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝜶  𝟏   
𝟕

𝟐𝟓
   

𝟐𝟓  𝟕

𝟐𝟓
  

𝟏𝟖

𝟐𝟓
 

𝟏

𝟐
× 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝜶   

𝟏

𝟐
×
𝟏𝟖

𝟐𝟓
  

∴  𝒔𝒊𝒏𝜶   
𝟑

𝟓
  

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝜶   𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝜶 𝟏  
𝟕

𝟐𝟓
  𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟐𝜶 𝟏 

1)   𝒔𝒊𝒏𝜶 

 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜶   
𝟗

𝟐𝟓
⇒   𝒔𝒊𝒏𝜶   ± 

𝟑

𝟓
   

    𝒄𝒐𝒔 𝟐𝜶   ∵  تنتمً الى الربع الأول  

2)   𝒄𝒐𝒔𝜶      

 

 الحل
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 (4-4 )ريناتم
                                                      -جد قٌمة كلاً من : .1

>        أذا كان                   <  
 

 
                 بحيث    

 

 
           

                                                                  -: جد قٌمة كلاً من. 2

          أذا كان                
  

  
> , بحٌث          <          

      -: اوجد قٌمة المقدار. 3

                  

𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝜶  𝟏   
𝟕

𝟐𝟓
  

𝟐𝟓 𝟕

𝟐𝟓
 

𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝜶   
𝟑𝟐

𝟐𝟓
  

  
𝟐

𝟐
𝒄𝒐𝒔𝟐𝜶    

𝟑𝟐
𝟐𝟓
𝟐

 

 𝒄𝒐𝒔𝟐𝜶    
𝟑𝟐

𝟐 × 𝟐𝟓
 ⇒       𝒄𝒐𝒔𝟐𝜶   

𝟏𝟔

𝟐𝟓
 ⇒ 𝒄𝒐𝒔𝜶    ± 

𝟒

𝟓
  

∴   𝒄𝒐𝒔𝜶   
𝟒

𝟓
       

𝒕𝒂𝒏𝜶    
𝒔𝒊𝒏𝜶

𝒄𝒐𝒔𝜶
  

𝟑
𝟓
𝟒
𝟓

    
𝟑

𝟓
×
𝟓

𝟒
  

𝟑

𝟒
   

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝜶    ∵  تنتمً الى الربع الأول  

3)    𝒕𝒂𝒏𝜶   

 

 تكملة

    𝒄𝒔𝒄 𝟐𝜶          -اثبت أن :
𝟏

𝟐
 𝒄𝒔𝒄 𝜶 𝒔𝒆𝒄𝜶  

 
 

 19 مثال

    𝑳 .𝑯 .𝑺   𝐜𝐬𝐜 𝟐𝛂    
𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝜶 
  

𝟏

𝟐 𝐬𝐢𝐧𝜶 𝐜𝐨𝐬𝜶
 

  
𝟏

𝟐
×

𝟏

𝐬𝐢𝐧𝜶
×

𝟏

𝐜𝐨𝐬𝜶
  

  
𝟏

𝟐
𝐜𝐬𝐜𝜶 𝐬𝐞𝐜𝜶  

 𝑹 .𝑯 .𝑺   

 الحل
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   -:اوجد قٌمة المقدار .4                   

      .   

          .   
 

 -: اثبت أن  .5                    

                                
        -: اثبت أن.6                    

         

           
        

     -: اثبت أن .7                    
                          

    -: اثبت أن. .8                    
       

     
          

 

 

 

  أولاً:

 

 

 

 

 

 ثانٌاً:

 

 

 

 

 

 الدوال الدائرٌة لنصف الزاوٌة:  5-4

𝐬𝐢𝐧
𝜶

𝟐
      𝛂 ∈ 𝑹  

𝑬𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓     𝐬𝐢𝐧
𝜶

𝟐
   ± 

𝟏  𝐜𝐨𝐬𝜶

𝟐
 

𝑶𝒓          𝒔𝒊𝒏𝟐
𝜶

𝟐
   

𝟏   𝐜𝐨𝐬𝜶

𝟐
 

 

𝑬𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓     𝐜𝐨𝐬
𝜶

𝟐
   ±  

𝟏   𝐜𝐨𝐬𝜶

𝟐
 

𝑶𝒓              𝒄𝒐𝒔𝟐
𝛂

𝟐
   

𝟏   𝐜𝐨𝐬𝛂

𝟐
 

 𝐜𝐨𝐬
𝜶

𝟐
     ,          𝛂 ∈ 𝑹   
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 :ثالثاً 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑬𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓      𝐭𝐚𝐧
𝜶

𝟐 
   ±  

𝟏   𝐜𝐨𝐬𝜶

𝟏   𝐜𝐨𝐬𝜶
 

𝑶𝒓               𝒕𝒂𝒏𝟐
𝛂

𝟐
   

𝟏   𝐜𝐨𝐬𝛂

𝟏   𝐜𝐨𝐬𝛂
 

  𝐭𝐚𝐧
𝜶

𝟐
      ,       𝜶 ∈ 𝑹   

 𝒔𝒊𝒏𝟏𝟓𝟎جد        
 

 20 مثال

 𝟏𝟓𝟎    
𝟑𝟎𝟎

𝟐
 

𝒔𝒊𝒏
𝜶

𝟐
         ±   

𝟏   𝒄𝒐𝒔𝜶

𝟐
 

𝒔𝒊𝒏
𝟑𝟎𝟎

𝟐
    ±  

𝟏   𝒄𝒐𝒔 𝟑𝟎𝟎

𝟐
 

 ± 
 𝟏   

 𝟑
𝟐

𝟐
    ± 

 
𝟐    𝟑

𝟐
𝟐

 

  ±  
𝟐    𝟑

𝟐
×
𝟏

𝟐
     ±  

𝟐    𝟑

𝟒
      ± 

 𝟐   𝟑

𝟐
 

 ∴         𝒔𝒊𝒏𝟏𝟓𝟎    ± 
 𝟐  𝟑

𝟐
 

 الحل

𝒄𝒐𝒔𝟐          -اثبت أن :  
𝜶

𝟐
   𝒔𝒊𝒏𝟐  

𝜶

𝟐
   𝒄𝒐𝒔 𝜶 

 
 

 21 مثال

                           𝑳 .𝑯 .𝑺   𝒄𝒐𝒔𝟐  
𝜶

𝟐
   𝒔𝒊𝒏𝟐  

𝜶

𝟐
  

  
𝟏   𝒄𝒐𝒔𝜶

𝟐
    

𝟏   𝒄𝒐𝒔𝜶

𝟐
 

  
𝟏   𝒄𝒐𝒔𝜶   𝟏   𝒄𝒐𝒔𝜶

𝟐
  

𝟐 𝒄𝒐𝒔𝜶

𝟐
 

  𝐜𝐨𝐬𝛂 

 𝑹 .𝑯 .𝑺   

 الحل
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 (5-4 )ريناتم
                                                                       . جد   1

 -اثبت كلا مما ٌأتً :. 2

a)   1          
 

 
       

 

 
  

b)          
 

 
             

 

 

 

𝒔𝒊𝒏     جد  
𝜶

𝟐
  

> 𝝅عندما         𝜶 <  
𝟑𝝅

𝟐 
                        𝒄𝒐𝒔𝜶      

𝟕

𝟐𝟓
    

 

 22 مثال

∴  𝒔𝒊𝒏
𝜶

𝟐
 > 𝟎                   𝒄𝒐𝒔

𝜶

𝟐
 < 𝟎                       

𝒔𝒊𝒏
𝜶

𝟐
    

𝟏   𝒄𝒐𝒔𝜶

𝟐
 

  
 𝟏     

𝟕
𝟐𝟓
 

𝟐
    

 
𝟐𝟓  𝟕
𝟐𝟓
𝟐

    
 
𝟑𝟐
𝟐𝟓
𝟐
   

   
𝟑𝟐

𝟐𝟓
×
𝟏

𝟐
    

𝟏𝟔

𝟐𝟓
   

𝟒

𝟓
  

𝒄𝒐𝒔
𝜶

𝟐
       

𝟏   𝒄𝒐𝒔𝜶

𝟐
  

    
 𝟏     

𝟕
𝟐𝟓
 

𝟐
      

 
𝟐𝟓  𝟕
𝟐𝟓
𝟐

      
 
𝟏𝟖
𝟐𝟓
𝟐
  

     
𝟗

𝟐𝟓
     

𝟑

𝟓
   

> 𝝅     عندما    فً الربع الثالث فأن:                    𝜶 <  
𝟑𝝅

𝟐 
        

                              أي: 
𝝅

𝟐
 <  

𝜶

𝟐
 <  

𝟑𝝅

𝟒
  

 الحل
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ٌقصد بحل المثلث اٌجاد العناصر المجهولة من معرفة عناصر معلومة فٌه. للمثلث ستة عناصر 

 وهً ثلاث  زواٌا وثلاثة أضلاع , لحله ٌجب معرفة ثلاثة عناصر من العناصر الستة.

 لحل المثلث طرق مختلفة لكن فً هذا الفصل نقتصر على طرٌقتٌن 

 sines)الجٌوب ) : باستخدام قانونالطرٌقة الاولى

 (cosines: باستخدام قانون جٌوب التمام )الطرٌقة الثانٌة

 : وفٌما ٌأتً شرح لكل طرٌقة مع الامثلة والتمارٌن

 

 

 

 

 -حٌث :
      رموز لرؤوس أو زواٌا المثلث          

 ، وهً تقابل الزواٌا اعلاه على الترتٌب.      رموز لأضلاع المثلث     ,   ,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 المثلثحل    4-6

 sines الطرٌقة الاولى: لحل المثلث بهذهِ الطرٌقة نستخدم القانون التالً وٌسمى قانون الجٌوب 4-6-1

  
𝑨 

𝒔𝒊𝒏𝑨
 

𝓑 

𝒔𝒊𝒏𝓑
 

𝑪 

𝒔𝒊𝒏𝑪
 

𝑨  𝟐 𝒄𝒎.            𝒎𝒄
∧
 𝟏𝟎𝟓∘        𝒎𝓑

∧

 𝟑𝟎° 

 -: الذي فٌه 𝑨 𝓑 𝑪حل المثلث  
 23 مثال

𝒎𝑨
∧

 𝒎𝓑
∧

 𝒎𝑪
∧

 𝟏𝟖𝟎∘ 

𝒎𝑨
∧

 𝟑𝟎∘  𝟏𝟎𝟓∘  𝟏𝟖𝟎∘ 

𝒎𝑨
∧

 𝟏𝟑𝟓∘  𝟏𝟖𝟎∘ 

𝒎𝑨
∧

 𝟏𝟖𝟎∘  𝟏𝟑𝟓∘ 

𝐀 

𝐬𝐢𝐧𝐀
 

𝓑 

𝐬𝐢𝐧𝓑
 

𝐂 

𝐬𝐢𝐧𝑪
 

𝟐

𝐬𝐢𝐧𝟒𝟓∘
 

𝓑 

𝐬𝐢𝐧 𝟑𝟎∘
 

𝐂 

𝐬𝐢𝐧𝟏𝟎𝟓∘
 

°𝟏𝟖𝟎حٌث ان مجموع قٌاسات زواٌا المثلث   -: أي   

𝒎𝑨
∧

  1و. هـ . م .                                         .∘𝟒𝟓 

نجد قٌم النسب المثلثٌة من جدول قٌم النسب 

 المثلثٌة للزواٌا الخاصة

 الحل
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𝟐

𝒔𝒊𝒏𝟒𝟓∘
 

𝓑 

𝒔𝒊𝒏𝟑𝟎∘
 ⟹

𝟐

𝟏

 𝟐

 
𝓑 

𝟏
𝟐

 

𝟐𝒙
 𝟐

𝟏
 𝓑 ×

𝟐

𝟏
⟹ 𝟐 𝟐  𝟐𝓑 ⟹ 𝓑  

𝟐 𝟐

𝟐
 

𝟐

𝒔𝒊𝒏𝟒𝟓∘
 

𝑪 

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟎𝟓∘
 

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟎𝟓∘ 

𝟏𝟎𝟓∘  𝟔𝟎∘  𝟒𝟓∘ 

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟎𝟓∘  𝒔𝒊𝒏 𝟔𝟎∘  𝟒𝟓∘  

𝒔𝒊𝒏 𝟔𝟎∘  𝟒𝟓∘  𝒔𝒊𝒏𝟔𝟎∘ 𝒄𝒐𝒔𝟒𝟓∘  𝒄𝒐𝒔 𝟔𝟎∘ 𝒔𝒊𝒏𝟒𝟓∘ 

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟎𝟓∘  𝒔𝒊𝒏 𝟔𝟎∘  𝟒𝟓∘  𝒔𝒊𝒏𝟔𝟎∘ 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝟓∘  𝒄𝒐𝒔 𝟔𝟎∘ 𝒔𝒊𝒏𝟒𝟓∘ 

 
 𝟑

𝟐
×

𝟏

 𝟐
 
𝟏

𝟐
×

𝟏

 𝟐
 

 
 𝟑

𝟐 𝟐
 

𝟏

𝟐 𝟐
 
 𝟑 𝟏

𝟐 𝟐
 

𝟐

𝟏

 𝟐

 
𝑪 

 𝟑 𝟏

𝟐 𝟐

 ⟹ 𝟐 ×
 𝟐

𝟏
 𝑪 ×

𝟐 𝟐

 𝟑 𝟏
⟹ 

𝟐 𝟐

𝟏
 
𝟐 𝟐 𝑪 

 𝟑 𝟏
⟹ 𝟐 𝟐 𝑪  𝟐 𝟐   𝟑 𝟏 ⟹ 

𝑪  
𝟐 𝟐  𝟑 𝟏 

𝟐 𝟐
   𝟑 𝟏 𝒄𝒎.                                    𝟑.  م . . هـ  و

𝓑   𝟐 𝒄𝒎.                                          2.و . هـ . م  

𝒔𝒊𝒏 𝜶 𝜷  𝒔𝒊𝒏𝜶 𝒄𝒐𝒔𝜷  𝒄𝒐𝒔𝜶𝒔𝒊𝒏𝜷                            قانون 

 

 

 تكملة
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𝓑  𝟐𝟒 𝒄𝒎.     𝒎𝑨
∧

 𝟑𝟓°     𝒎𝓑
∧

 𝟖𝟎° 

 -: الذي فٌه 𝑨 𝓑 𝑪حل المثلث  
 24 مثال

𝒎𝑨
∧

 𝒎𝓑
∧

 𝒎𝑪
∧

 𝟏𝟖𝟎° 

𝟑𝟓°  𝟖𝟎°  𝒎𝑪
∧

  𝟏𝟖𝟎° 

𝟏𝟏𝟓°  𝒎𝑪
∧

 𝟏𝟖𝟎° 

𝒎𝑪
∧

 𝟏𝟖𝟎°  𝟏𝟏𝟓° 

𝑨 

𝒔𝒊𝒏𝑨
 

𝓑 

𝒔𝒊𝒏𝓑
 

𝑪 

𝒔𝒊𝒏𝑪
 

𝑨 

𝒔𝒊𝒏𝑨
 

𝓑 

𝒔𝒊𝒏𝓑
 

𝑨 

𝒔𝒊𝒏𝟑𝟓°
 

𝟐𝟒

𝒔𝒊𝒏𝟖𝟎°
 

𝑨 𝒔𝒊𝒏𝟖𝟎°  𝟐𝟒 𝒔𝒊𝒏𝟑𝟓° 

𝑨  
𝟐𝟒 𝒔𝒊𝒏𝟑𝟓°

𝒔𝒊𝒏𝟖𝟎°
 
𝟐𝟒 × 𝟎.𝟓𝟕𝟒

𝟎.𝟗𝟖𝟓
 

 
𝟏𝟑.𝟕𝟕𝟔

𝟎.𝟗𝟖𝟓
 

 𝟏𝟑.𝟗𝟖𝟓 

𝑨 ≃ 𝟏𝟒 𝒄𝒎.                                                        𝟐.  م . . هـ  و

 
𝓑 

𝒔𝒊𝒏𝓑
 

𝑪 

𝒔𝒊𝒏𝑪
 

 
𝟐𝟒

𝒔𝒊𝒏𝟖𝟎°
 

𝑪 

𝒔𝒊𝒏𝟔𝟓°
 

𝑪 𝒔𝒊𝒏𝟖𝟎°  𝟐𝟒𝒔𝒊𝒏𝟔𝟓° 

𝑪  
𝟐𝟒𝒔𝒊𝒏𝟔𝟓°

𝒔𝒊𝒏𝟖𝟎°
 

 
𝟐𝟒 × 𝟎.𝟗𝟎𝟔

𝟎.𝟗𝟖𝟓
 

 
𝟐𝟏.𝟕𝟓𝟏

𝟎.𝟗𝟖𝟓
    𝟐𝟐.𝟎𝟖 ≃ 𝟐𝟐.𝟏 𝒄𝒎.                    𝟑.  م . . هـ  و

°𝟏𝟖𝟎حٌث ان مجموع قٌاسات زواٌا المثلث   -: أي   

𝒎𝑪
∧

1و. هـ . م .                                                       .𝟔𝟓°   

 نجد قٌم النسب المثلثٌة باستخدام ألحاسبة الٌدوٌة

 

 الحل
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عربة حمل سٌاحٌة معلقة بسلك حدٌدي تحمل سائحٌن من موقع على مستوي سطح 

    -: الارض الى موقع سٌاحً على قمة جبل كما هو موضح تفاصٌلها فً الشكل الاتً جد

 .ثانٌاً ارتفاع الجبل  ،أولاً طول السلك الحدٌدي  

 

 25 مثال

𝛉  𝟔𝟕°  𝟏𝟖𝟎° 

𝛉  𝟏𝟖𝟎°  𝟔𝟕° 

𝛉  𝟏𝟏𝟑° 

𝜶 𝛉 𝟐𝟑°  𝟏𝟖𝟎° 

𝛂 𝟏𝟏𝟑°  𝟐𝟑°  𝟏𝟖𝟎° 

𝛂 𝟏𝟑𝟔°  𝟏𝟖𝟎° 

𝜶  𝟏𝟖𝟎°  𝟏𝟑𝟔° 

𝛂  𝟒𝟒° 

     
𝟐𝟎𝟎𝟎

𝐬𝐢𝐧𝛂
 

طول السلك

𝐬𝐢𝐧𝛉
 

   
𝟐𝟎𝟎𝟎

𝐬𝐢𝐧𝟒𝟒°
 

𝓵

𝐬𝐢𝐧𝟏𝟏𝟑°
 

𝓵 . 𝐬𝐢𝐧𝟒𝟒∘  𝟐𝟎𝟎𝟎𝐬𝐢𝐧𝟏𝟏𝟑∘ 

𝓵  
𝟐𝟎𝟎𝟎 × 𝐬𝐢𝐧𝟏𝟏𝟑∘

𝐬𝐢𝐧 𝟒𝟒∘
 
𝟐𝟎𝟎𝟎 × 𝟎.𝟗𝟐𝟎𝟓𝟎𝟒𝟖𝟓𝟑

𝟎.𝟔𝟗𝟒𝟔𝟓𝟖𝟑𝟕
 

𝓵  
𝟐𝟎𝟎𝟎 × 𝟎.𝟗𝟐𝟏

𝟎.𝟔𝟗𝟓
 

𝟏𝟖𝟒𝟐

𝟎.𝟔𝟗𝟓
≃ 𝟐𝟔𝟓𝟎 𝒎. 

𝐬𝐢𝐧𝟐𝟑∘  
ارتفاع الجبل

طول السلك
 

𝟎.𝟑𝟗𝟏  
𝒉

𝟐𝟔𝟓𝟎
   ⟹    𝒉  𝟎.𝟑𝟗𝟏 × 𝟐𝟔𝟓𝟎 ≃ 𝟏𝟎𝟑𝟓 𝒎.   

 بٌن الجبل ومستوى سطح الارض  𝛉نجد أولاً قٌمة الزاوٌة 

    زاوية اي مستقيم تساوي  𝟏𝟖𝟎°

 𝛂والآن نجد قٌمة الزاوٌة 

  ∘𝟏𝟖𝟎مجموع زواٌا المثلث ٌساوي 

 والأن نجد ارتفاع الجبل

 

 الحل
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   (4-6 )ريناتم                                                    
 -الذي فٌه :      حل المثلث  . 1

         .               .                       
∧

   ° 

 -الذي فٌه :      حل المثلث  . 2

        .                
∧

    °            
∧

    ° 

فاذا . القمر الصناعً ناٌل سات ٌدور فً مداره بالقرب من مدٌنتً بغداد والحلة 3

( °  )( وزاوٌتا التقاط البث فً بغداد .     كانت المسافة بٌن المدٌنتٌن )

 (. جد ارتفاع القمـــــر الصناعً ؟°  وفً الحلة )

 

 

 

 

 
تمثل رموز لأضلاع المثلث          ،         تمثل رموز لزواٌا المثلث            -: حٌث

 وهً تقابل الزواٌا اعلاه على الترتٌب.       
 

 

 

 

 

 

 

  

 (cosines( الطرٌقة الثانٌة: لحل المثلث بهذهِ الطرٌقة نستخدم القانون التالً وٌسمى قانون جٌوب التمام)2-6-4)

 𝑨 𝟐   𝓑 𝟐  𝐂 𝟐  𝟐𝓑 𝑪  𝐜𝐨𝐬𝑨 

𝓑 𝟐  𝑨 𝟐  𝐂 𝟐  𝟐𝑨  𝑪  𝐜𝐨𝐬𝓑 

𝐂 𝟐  𝑨 𝟐   𝓑 𝟐  𝟐𝐀  𝓑  𝐜𝐨𝐬𝑪 

𝑨   𝟔 𝒖𝒏𝒊𝒕    𝓑   𝟑  𝟏 𝒖𝒏𝒊𝒕    𝒄  𝟐  𝒖𝒏𝒊𝒕 

 26 مثال -: الذي فٌه 𝑨 𝓑 𝑪حل المثلث  

𝑨 𝟐   𝓑 𝟐  𝑪 𝟐  𝟐𝓑 𝑪  𝒄𝒐𝒔𝑨 

𝒄𝒐𝒔 𝑨  
𝓑 𝟐   𝑪 𝟐  𝑨 𝟐

𝟐 𝓑  𝑪 
 

𝒄𝒐𝒔 𝑨  
  𝟑  𝟏 

𝟐
  𝟐 𝟐    𝟔 

𝟐

𝟐 ×   𝟑  𝟏 × 𝟐
 

 
𝟑 𝟐 𝟑 𝟏  𝟒  𝟔

𝟒  𝟑 𝟏 
 

 
𝟐 𝟑 𝟐

𝟒  𝟑 𝟏 
 
𝟐  𝟑  𝟏 

𝟒  𝟑  𝟏 
 
𝟏

𝟐
 

𝒄𝒐𝒔𝑪  
𝑨 𝟐   𝓑 𝟐  𝑪 𝟐

𝟐 𝑨  𝓑 
 

 نكتب القانون بالصٌغة التالٌة لتسهٌل الحل عند اٌجاد الزاوٌة

∴ 𝒎𝑨
∧

1و.هـ.م.                                                                     𝟔𝟎°   

 الحل
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𝒄𝒐𝒔𝑪  
  𝟔 𝟐    𝟑 𝟏 𝟐   𝟐 𝟐

𝟐 ×  𝟔 ×   𝟑 𝟏 
 
𝟔  𝟑 𝟐 𝟑 𝟏 𝟒

𝟐 𝟔  𝟑 𝟏 
 

 
𝟔  𝟐 𝟑

𝟐 𝟔  𝟑 𝟏 
 

𝟐 𝟑   𝟑 

𝟐 𝟔  𝟑 𝟏 
 
 𝟑  𝟑 𝟏 

 𝟔  𝟑 𝟏 
 

 𝒄𝒐𝒔 𝑪  
 𝟑

 𝟔
 

 𝟑

 𝟑 ×  𝟐
 

𝟏

 𝟐
𝒄𝒐𝒔𝑪  أو     

 𝟑

 𝟔
  

  𝟑  

𝟔
  

  𝟏 

𝟐
 

𝟏

 𝟐
  

𝒎𝑪
∧

 𝟒𝟓° 

𝒎𝑨
∧

 𝒎𝓑
∧

 𝒎𝑪
∧

 𝟏𝟖𝟎° 

𝟔𝟎°   𝒎𝓑
∧

 𝟒𝟓°  𝟏𝟖𝟎° 

𝒎𝓑
∧

 𝟏𝟎𝟓°  𝟏𝟖𝟎° 

𝒎𝓑
∧

 𝟏𝟖𝟎°  𝟏𝟎𝟓° 

𝒎𝓑
∧

 𝟕𝟓° 

 2و . هـ . م . 

 °𝟏𝟖𝟎 زواٌا المثلث ٌساوي مجموع

 و . هـ . م 

 

 تكملة

𝑨  𝟏𝟓 𝒖𝒏𝒊𝒕      𝓑  𝟐𝟓 𝒖𝒏𝒊𝒕    𝒄  𝟐𝟖  𝒖𝒏𝒊𝒕 

 -: الذي فٌه 𝑨 𝓑 𝑪حل المثلث  

 

 27 مثال

𝒄𝒐𝒔 𝑨  
𝓑 𝟐   𝑪 𝟐  𝑨 𝟐

𝟐 𝓑  𝑪 
 

𝒄𝒐𝒔 𝑨  
𝟐𝟓𝟐  𝟐𝟖𝟐  𝟏𝟓𝟐

𝟐 × 𝟐𝟓 × 𝟐𝟖
 

 
𝟔𝟐𝟔 𝟕𝟖𝟒 𝟐𝟐𝟓

𝟏𝟒𝟎𝟎
 

 
𝟏𝟏𝟖𝟒

𝟏𝟒𝟎𝟎
 𝟎.𝟖𝟒𝟓𝟕𝟏𝟒𝟐𝟖𝟓 

𝒎𝑨
∧

 𝟑𝟐.𝟑° 

𝒄𝒐𝒔 𝑪  
𝑨 𝟐   𝓑 𝟐  𝑪 𝟐

𝟐 𝑨  𝓑 
 

 
𝟐𝟐𝟓 𝟔𝟐𝟓 𝟕𝟖𝟒

𝟐 × 𝟏𝟓 × 𝟐𝟓
 

𝟔𝟔

𝟕𝟓𝟎
 𝟎.𝟎𝟖𝟖 

𝒎𝑪
∧

 𝟖𝟓° 

 

 الحل
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𝒎𝑨
∧

 𝒎𝓑
∧

 𝒎𝑪
∧

 𝟏𝟖𝟎° 

𝟑𝟐.𝟑°  𝒎𝓑
∧

 𝟖𝟓°  𝟏𝟖𝟎° 

𝒎𝓑
∧

 𝟏𝟏𝟕.𝟑°  𝟏𝟖𝟎° 

𝒎𝓑
∧

 𝟏𝟖𝟎°  𝟏𝟏𝟕.𝟑°  𝟔𝟐.𝟕° 

 تكملة

𝒎𝓑
∧

 𝟗𝟓°     𝑨  𝟏𝟔 𝒖𝒏𝒊𝒕    𝑪  𝟕  𝒖𝒏𝒊𝒕 

 -: الذي فٌه 𝑨 𝓑 𝑪حل المثلث  

 

 28 مثال

𝓑 𝟐  𝑨 𝟐  𝑪 𝟐  𝟐𝑨  𝑪  𝒄𝒐𝒔𝓑  

 𝟏𝟔𝟐  𝟕𝟐  𝟐 × 𝟏𝟔 × 𝟕 × 𝒄𝒐𝒔 𝟗𝟓° 

  𝟑𝟎𝟓 𝟏𝟗.𝟒𝟖𝟖 

 𝟑𝟐𝟒.𝟒𝟖𝟖 

𝓑  ≃ 𝟏𝟖 𝒖𝒏𝒊𝒕 

 𝑨 𝟐  𝓑 𝟐  𝑪 𝟐  𝟐𝓑  𝑪  𝒄𝒐𝒔 𝑨  

𝟏𝟔𝟐  𝟏𝟖𝟐  𝟕𝟐  𝟐 × 𝟏𝟖 × 𝟕 × 𝒄𝒐𝒔𝑨 

𝟐𝟓𝟔  𝟑𝟐𝟒 𝟒𝟗 𝟐𝟓𝟐 𝒄𝒐𝒔𝑨 

𝟐𝟓𝟐𝒄𝒐𝒔 𝑨  𝟑𝟕𝟑 𝟐𝟓𝟔 

𝟐𝟓𝟐𝒄𝒐𝒔 𝑨  𝟏𝟏𝟕 

𝒄𝒐𝒔 𝑨  
𝟏𝟏𝟕

𝟐𝟓𝟐
 𝟎.𝟒𝟔𝟒 

 𝒎𝑨
∧

 𝟔𝟐.𝟑∘  

 𝒎𝑨
∧

 𝒎𝓑
∧

  𝒎𝑪
∧

 𝟏𝟖𝟎∘ 

𝟔𝟐.𝟑 𝟗𝟓  𝒎𝑪
∧

 𝟏𝟖𝟎∘ 

  𝟐𝟓𝟔 𝟒𝟗 𝟐𝟐𝟒 ×   𝟎.𝟎𝟖𝟕  

  1.و . هـ . م 

2و . هـ . م .                                                                                   

𝒎𝑪
∧

 𝟏𝟖𝟎∘  𝟏𝟓𝟕.𝟑  و . هـ . م.  3             ∘𝟐𝟐.𝟕 

 الحل
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 (7-4 )ريناتم

 -الذي فٌه :      حل المثلث   .1

  
∧

   °             .            . 

 -الذي فٌه :      حل المثلث  . 2

  
∧

   .  ∘        .      .        .     . 

 -الذي فٌه :      حل المثلث  . 3

        .            .             . 

 

 

 

زواٌا هً جملة مفتوحة تحتوي على دالة مثلثٌة أو أكثر لزاوٌة معٌنة أو لعدة  -المعادلة المثلثٌة :

 بعضها تحقق المعادلة والبعض الاخر لا تحققها.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Triangles Equationsالمعادلات المثلثٌة  4-7

𝟎 ≤ 𝒙 <   𝒔𝒊𝒏𝒙   عندما     𝟑𝟔𝟎°
𝟏

𝟐
 𝟎 

 -: حل المعادلة الاتٌة

 

 29 مثال

𝒔𝒊𝒏𝒙  
𝟏

𝟐
 𝟎 ⟹ 𝒔𝒊𝒏𝒙   

𝟏

𝟐
 

𝒔𝒊𝒏𝜽    𝒔𝒊𝒏𝒙  

∴ 𝒔𝒊𝒏𝜽    
𝟏

𝟐
     

𝟏

𝟐
    

∴ 𝒙   𝟑𝟎∘ 

𝒙  𝟏𝟖𝟎°   𝜽 

𝒙   𝟏𝟖𝟎°   𝟑𝟎° 

 -: بتطبٌق العلاقة الاتٌة   𝜽نجد زاوٌة الاسناد 

∴  𝜽  𝟑𝟎°        

∵ 𝒔𝒊𝒏𝒙 > 𝟎 )موجب(        

 𝒙
∧
   او فً الربع الثانً الأولتقع اما فً الربع ∴

𝒙عندما تقع       1)
∧

 : فً الربع الاول فأن 

    𝒙   𝜽 

𝒙عندما تقع ( 2
∧

 فً الربع الثانً فأن 

𝒙   𝟏𝟓𝟎°                                            ∴ 𝑺.𝑺    𝟑𝟎°  𝟏𝟓𝟎°  

 الحل



 

 101 

 الدوال الدائرٌة –الفصل الرابع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 𝟎 ≤ 𝒙 < 𝒄𝒐𝒔   عندما 𝟑𝟔𝟎°  𝒙  
𝟏

𝟐
 𝟎 

 -: حل المعادلة الاتٌة
 30 مثال

𝒄𝒐𝒔 𝒙  
𝟏

𝟐
  𝟎 ⟹ 𝒄𝒐𝒔 𝒙    

𝟏

𝟐
 

𝒄𝒐𝒔𝜽    𝒄𝒐𝒔 𝒙  

𝒄𝒐𝒔𝜽     
𝟏

𝟐
   

𝟏

𝟐
 

𝒙  𝟏𝟖𝟎°  𝜽 

𝒙  𝟏𝟖𝟎°   𝟔𝟎° 

𝒙  𝟏𝟐𝟎° 

𝒙  𝟏𝟖𝟎°  𝜽 

𝒙  𝟏𝟖𝟎°  𝟔𝟎° 

𝒙  𝟐𝟒𝟎° 

∴ 𝑺.𝑺    𝟏𝟐𝟎° 𝟐𝟒𝟎°  

 -: الاتٌة بتطبٌق العلاقة 𝜽نجد زاوٌة الاسناد      

 ∴   𝜽  𝟔𝟎° 

∵  𝒄𝒐𝒔 𝒙  < 𝟎 )سالب(    

𝒙
∧
 تقع اما فً الربع الثانً أو فً الربع الثالث   ∴

𝒙عندما تقع  𝟏)
∧

 : فً الربع الثانً فأن 

𝒙عندما تقع  (2
∧

 : فً الربع الثالث فأن 

 

 الحل

𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 𝟑 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝟐  𝟎 
𝟎علمت أن  إذا ≤ 𝒙 <  31 مثال -: حل المعادلة الاتٌة   𝟑𝟔𝟎°

𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 𝟑 𝒔𝒊𝒏𝒙   𝟐  𝟎 

 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝟐   𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝟏  𝟎 

𝒆𝒊𝒕𝒉𝒆𝒓          𝒔𝒊𝒏𝒙  𝟐  𝟎 ⇒    𝒔𝒊𝒏 𝒙  𝟐 

𝒐𝒓       𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙 𝟏  𝟎 ⇒   𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒙   𝟏 ⇒ 𝒔𝒊𝒏𝒙   
𝟏

𝟐
 

𝒔𝒊𝒏𝜽   𝒔𝒊𝒏𝒙  

𝒔𝒊𝒏𝜽     
𝟏

𝟐
  

𝟏

𝟐
      ⇒         𝜽  𝟑𝟎° 

≥ 𝟏 تهمل لان   𝒔𝒊𝒏 𝒙 ≤ 𝟏 

 باستخدام العلاقة التالٌة   𝜽نجد زاوٌة الاسناد 

 الحل
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  ( 4-8 ) ريناتم
≥   حل المعادلات الاتٌة بحٌث    <    ° :- 

                

                

                      

                     

                      

                   

                    

 

 

 

 

 

𝒙  𝟏𝟖𝟎∘  𝜽 

𝒙  𝟏𝟖𝟎∘  𝟑𝟎∘   𝟐𝟏𝟎∘ 

𝒙  𝟑𝟔𝟎∘  𝜽 

𝒙  𝟑𝟔𝟎∘  𝟑𝟎∘  𝟑𝟑𝟎∘ 

∴ 𝑺.𝑺    𝟐𝟏𝟎∘ 𝟑𝟑𝟎∘  

∵ 𝒔𝒊𝒏𝒙  <  )سالب(   𝟎

  𝒙
∧
 الرابعالربع  فً أو الربع الثالثتقع اما فً    ∴

𝐱عندما تقع  -1
∧

 فً الربع الثالث  

𝐱عندما تقع -2
∧

 فً الربع الرابع 

 

 تكملة
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الخامسالفصل   
الدائرة -القطوع المخروطٌة   

  (Conic sections-The circle )   

البنود 

(SECTIONS) 

 

 

 القطوع المخروطٌة 5-1

 الدائرة 5-2

 تعرٌف الدائرة كأحد القطوع المخروطٌة 5-2-1

 معادلة الدائرة التً مركزها نقطة الاصل 5-3

 (معادلة الدائرة التً مركزها اي نقطة )الصٌغة القٌاسٌة لمعادلة الدائرة 5-4

 الاحداثٌٌنتماس الدائرة مع المحورٌن  5-5

 دائرة التً تمس مستقٌماً معلوماً معادلة ال 5-6

 لمعادلة الدائرةالصٌغة العامة  5-7

 معلومة بدائرة معلومةعلاقة نقطة  5-8

 علاقة مستقٌم معلوم بدائرة معلومة 5-9

 معادلة مماس الدائرة عند نقطة من نقاطها 5-10
 

 Vocabulary الرمز او العلاقة الرٌاضٌة المصطلح

 Center (   )  مركز الدائرة

 Radius   نصف قطر الدائرة

النقطة فً المستوي 
 الإحداثً

 (   ) Point 

القٌاسٌة  الصٌغة
     (   )  (   ) لمعادلة الدائرة

The standard 
equation Of the 
circle 

الصٌغة العامة لمعادلة 
 الدائرة

                  

  
  

 
            

  

 
    

     √           

The general 
equation Of the 
circle 
 

إٌجاد معادلة مماس الدائرة 
عند نقطة التماس 

(     ) 

         (    )   (    )      

The  equation of 
the tangent of 
the circle 
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 -: تعلمنا سابقا

 .قطر الدائرة هى قطعت الوستقٍن الىاصلت بٍي أي ًقطتٍي علٍها وتور بوركزها 

  الىاصلت بٍي أي ًقطتٍي علٍها ولا تور بوركزها.وتر الدائرة هى قطعت الوستقٍن 

 .هواس الدائرة ٌكىى عوىدٌاً على ًصف قطرها الورسىم هي ًقطت التواس 

  ًالوسافت بٍي ًقطتٍي فً الوستىي الإحداث  √(     )  (     )  

  ًالبعد العوىدي بٍي ًقطت وهستقٍن فً الوستىي الإحداث  
|       |

√     
 

 ًًقطت هٌتصف قطعت هستقٍن فً الوستىي الإحداث(  (   )   (
     

 
 
     

 
 

  ًهٍل الوستقٍن فً الوستىي الإحداث  
     

     
 

  هعادلت الوستقٍن بدلالت ًقطت وهٍل      (    ) 

 

 -: سوف نتعلم فً هذا الفصل

  القائم بمستوٌات مختلفة ومسمٌاتها. الدائريالاشكال التً تتولد من قطع المخروط 

 مفهوم الدائرة كأحد القطوع المخروطٌة 

 الاصل.معادلة الدائرة التً مركزها نقطة  استخراج 

  الصٌغة القٌاسٌة لمعادلة الدائرة(. نقطةمركزها اٌة الدائرة التً استخراج معادلة( 

 الاحداثٌٌن.الدائرة التً لها تماس مع المحورٌن  استخراج معادلة 

 معلوماً.ج معادلة الدائرة التً تمس مستقٌماً استخرا 

 الدائرة.القطر للدائرة باستعمال الصٌغة العامة لمعادلة  المركز ونصفج استخرا 

 معلومة.ٌن نوع العلاقة بٌن نقطة معلومة ودائرة ٌعت 

 معلومة.وم ودائرة ن نوع العلاقة بٌن مستقٌم معلٌعٌت 

 معادلة مماس الدائرة عند نقطة من نقاطها استخراج. 
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 الدائرة–القطوع المخروطٌة 
(                         ) 

 

دورة كاملة حول     القائم الزاوٌة فً      ٌتولد المخروط الدائري القائم من دوران المثلث 

فإننا نلاحظ انه ٌنتج عن  2-5اما فً الشكل  1-5احد الضلعٌن القائمٌن كمحور للدوران كما فً الشكل 

دوران مستقٌم حول محور ثابت بزاوٌة ثابتة بٌنهما مخروط دائري قائم وان مولدي المخروط 

 . ٌتقاطعان عند الرأس  

مخروط والذي ٌمكن ان نعرّفه بانه )قطعة المستقٌم المحددة براس المخروط محور ال  ⃡ ٌسمى 

̅̅  وٌسمى ومركز قاعدته(،  المستقٌم المحددة  )قطعةوالذي ٌمكن ان نعرّفه بانه  مولد المخروط  ̅̅

 إحدى نقاط قاعدته(.براس المخروط و

 

 

 

 

 

 

 

 

   

نة تسمى  ٌّ ان الاشكال الهندسٌة الناتجة من قطع المخروط الدائري القائم بمستوِ فً حالات مع

 -قطوعاً مخروطٌة وهً: 

: ونحصل علٌها من قطع سطح المخروط الدائري القائم بمستوِ عمود على (Circle)الدائرة  (1)

 .3-5 وٌوازي القاعدة، وتكبر هذه الدائرة كلما ابتعدنا عن الراس كما فً الشكل   ⃡ المحور 

من قطع سطح المخروط الدائري القائم بمستوِ   ونحصل علٌه:  (Parabola)القطع المكافئ  (2)

 .     4-5موازِ لأحد مولداته  كما فً الشكل 

غٌر من قطع سطح المخروط الدائري القائم بمستوِ : ونحصل علٌه  (Ellipse)القطع الناقص  (3)

 .     5-5كما فً الشكل  لقاعدته ولا ٌوازي احد مولداتهموازِ 

 القطوع المخروطٌة  5-1

 1-5الشكل                      2-5الشكل 
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من قطع سطح المخروط الدائري القائم بمستوِ :ونحصل علٌه  (Hyperbola)  القطع الزائد (4)

      . 6-5لمحوره وٌقطع مولدٌن من مولداته كما فً الشكل موازِ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(       هً مجموعة النقط فً المستوي التً ٌكون بعدها من نقطة ثابتة تسمى ) المركز  

لمركز الدائرة ( .سوف نرمز         ٌساوي مقداراً ثابتاً  غٌر سالب  ٌسـمى   ) نصف القطر 

 -. وبلغة المجموعات ٌمكننا تعرٌف الدائرة كما ٌأتً:   ونرمز لنصف القطر بالرمز   بالرمز 

 

 

 -: ادناه 7-5هً نقطة تنتمً الى الدائرة. كما فً الشكل    (   ) حٌث 

 

 

 

 

 

 

 

 

 7-5 الشكل                                                    

 

  (Circle)الدائرة   5-2

 -تعرٌف الدائرة : 5-2-1

𝑪𝒊𝒓𝒄𝒍𝒆  *𝒑:𝒑𝒄̅̅̅̅  𝒓 𝒓 > 𝒐+ 

 6-5الشكل                            5-5الشكل             4-5الشكل                           3-5الشكل 
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فً المستوي       فً هذا البند سوف نجد معادلة الدائرة التً مركزها نقطة الاصل ونصف قطرها 

  الاحداثً.

̅̅    ، المسافة]أدناه  8-5لاحظ الشكل  [اي نقطة فً المستوي (   ) لتكن   بٌن نقطة الاصل  ̅̅

 -أتً :ٌمكن استخراجها بقانون المسافة بٌن نقطتٌن وكما ٌ   النقطة و  (   ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 8-5الشكل                                                        

  ̅̅ ̅̅    √      

               -: وبتربٌع الطرفٌن نحصل على

 .    وهذه المعادلة تمثل معادلة الدائرة التً مركزها نقطة الاصل ونصف قطرها  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  الدائرة التً مركزها نقطة الاصل معادلة 5-3

 

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝒓𝟐 

وحدات، ثم  5جد معادلة الدائرة التً مركزها نقطة الاصل ونصف قطرها 

  لها.تنتمً   (𝟑 𝟒)تحقق من ان النقطة 

 

 1 مثال

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝒓𝟐 

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟓𝟐 

𝟒𝟐  𝟑𝟐  𝟐𝟓 

𝟏𝟔  𝟗  𝟐𝟓 

𝒙𝟐  𝒚𝟐  (المعادلة المطلوبة(     𝟐𝟓 

𝒙)تنتمً للدائرة نعوض  (𝟑 𝟒)وللتحقق من ان النقطة   𝟒   𝒚  -فً معادلة الدائرة أي :  (𝟑 

مما ٌعنً انها تنتمً تحقق معادلة الدائرة  (𝟑 𝟒)وهً عبارة صائبة، وهذا ٌعنً ان النقطة 

 للدائرة.

 الحل
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عن  ]أدناه  9-5لاحظ الشكل  [تنتمً للدائرة  (   ) من تعرٌف الدائرة نستنتج ان بعد اٌة نقطة 

( وبموجب قانون المسافة بٌن نقطتٌن أٌضاً    ول نصف قطرها )مساوٌاً لط  (   ) مركز الدائرة 

 -ٌكون :

  ̅̅ ̅̅    √(   )  (   )  

 -وبتربٌع الطرفٌن نحصل على: 

 

 

والتً ٌطلق علٌها اسم   ونصف قطرها   (   ) ذه المعادلة تمثل معادلة الدائرة التً مركزها ه

  القٌاسٌة لمعادلة الدائرة.الصٌغة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 9-5الشكل 

  

 الدائرة(نقطة )الصٌغة القٌاسٌة لمعادلة  ةمعادلة الدائرة التً مركزها اٌ 5-4

(𝒙 𝒉)𝟐  (𝒚 𝒌)𝟐  𝒓𝟐  



 

 110 

 القطوع المخروطٌة )الدائرة( – الخامسالفصل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  وحدات. 5ونصف قطرها   𝑪(𝟐  𝟑)جد معادلة الدائرة التً مركزها 

 

 2 مثال

∵ 𝑪(𝒉 𝒌)  𝑪(𝟐  𝟑) ⇒  𝒉  𝟐 𝒌   𝟑     𝒓  𝟓   𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

(𝒙 𝒉)𝟐  (𝒚  𝒌)𝟐  𝒓𝟐 

(𝒙 𝟐)𝟐  (𝒚 𝟑)𝟐  𝟐𝟓 

 بالتعوٌض فً الصٌغة القٌاسٌة لمعادلة الدائرة وهً : 

   -على: نحصل   

 الحل

 .𝐎(𝟎 𝟎) تمر بنقطة الاصلو  𝑪(𝟐  𝟏)مركزها جد معادلة الدائرة التً 
 3 مثال

(𝒙 𝒉)𝟐  (𝒚  𝒌)𝟐  𝒓𝟐 

(𝒙 𝟐)𝟐  (𝒚 𝟏)𝟐  𝟓 

𝒓حٌث ان الدائرة تمر بنقطة الاصل فان نصف قطرها   𝑪𝑶  ادناه 10-5كما فً الشكل

 -: أي

𝒓  √(𝟐 𝟎)𝟐  ( 𝟏 𝟎)𝟐   𝟒 𝟏   𝟓  𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 10-5الشكل

 

 الحل



 

 111 

 القطوع المخروطٌة )الدائرة( – الخامسالفصل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 𝑨(𝟑  𝟐) 𝑩( 𝟒 𝟓)   جد معادلة الدائرة التً نهاٌتا أحد أقطارها النقطتان
 4 مثال

𝒓  𝑪𝑨̅̅ ̅̅    
 𝟏

𝟐
 𝟑 

𝟐

  
𝟑

𝟐
 𝟐 

𝟐

  
𝟒𝟗

𝟒
 
𝟒𝟗

𝟒
  

𝟗𝟖

𝟒
 

 𝟗𝟖

𝟐
 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

(𝒙 
𝟏

𝟐
)𝟐  (𝒚 

𝟑

𝟐
)𝟐  

𝟗𝟖

𝟒
 

𝑨𝑩̅̅هو نقطة المنتصف لقطعة المستقٌم   𝑪(𝒉 𝒌)حٌث ان مركز الدائرة  ) الذي ٌمثل  ̅̅

 -ادناه  لذلك  ٌكون : 11-5قطر الدائرة ( كما فً الشكل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 11-5 الشكل

𝒉  
𝟑 ( 𝟒)

𝟐
 

 𝟏

𝟐
          𝒌  

 𝟐 𝟓

𝟐
  

𝟑

𝟐
    ⇒ 𝑪(𝒉 𝒌)  𝑪  

 𝟏

𝟐
 
𝟑

𝟐
   

 -: 𝑨ولنأخذ النقطة   𝑨  𝑩واحدى النقطتٌن  𝑪النقطة  أما نصف قطر الدائرة فهو المسافة بٌن  

 -فً الصٌغة القٌاسٌة  لمعادلة الدائرة نحصل على : 𝒓 𝒉 𝒌   وبالتعوٌض عن قٌم

 

 الحل
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  كما فً الشكل (   )وتكون نقطة التماس   | |  ٌكون    اولاً: الدائرة التً تمس المحور 

 وتكون معادلة الدائرة:    ادناه 5-12

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 12-5 الشكل  

 

 

 

 

 

 

(𝒙  𝟓)𝟐  (𝒚 𝟑)𝟐  𝟏𝟔 

 إحداثٌات المركز وطول نصف قطر الدائرة التً معادلتها : جد
 5 مثال

𝒉  𝟓    𝒌   𝟑     𝒓  𝟒 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

𝟐(𝒙 𝒉)بالمقارنة مع الصٌغة القٌاسٌة   (𝒚  𝒌)𝟐  𝒓𝟐 : نستنتج ان- 

𝑪(𝒉 𝒌) ولذلك فان المركز  𝑪(𝟓  𝟑)   وحدة . 4ٌساوي ونصف القطر 

 

 الحل

 الاحداثٌٌنتماس الدائرة مع المحورٌن   5-5

(𝒙 𝒉)𝟐  (𝒚  𝒌)𝟐  𝒌𝟐  

 .ثم جد نقطة التماس  𝒙وتمس المحور   (𝟑  𝟓) جد معادلة الدائرة التً مركزها 
 6 مثال

𝒓  |𝒌|  | 𝟑|  𝟑 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

(𝒙 𝟓)𝟐  (𝒚 𝟑)𝟐  𝟗 

(𝒙 𝒉)𝟐  (𝒚 𝒌)𝟐  𝒓𝟐  

(𝒉 𝟎) : وتكون نقطة التماس هً                          (𝟓 𝟎) 

 الحل
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    كما فً الشكل (   )وتكون نقطة التماس   | |  ٌكون   اً: الدائرة التً تمس المحورثانٌ

 ادناه وتكون معادلة الدائرة :     5-13

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 13-5 الشكل

 

 

 

 

 

 

 

 

(𝒙 𝒉)𝟐  (𝒚  𝒌)𝟐  𝒉𝟐  

 .ثم جد نقطة التماس 𝒚  وتمس المحور  (𝟑  𝟓 )جد معادلة الدائرة التً مركزها 
 7 مثال

𝒓  |𝒉|  | 𝟓|  𝟓 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

(𝒙 𝒉)𝟐  (𝒚 𝒌)𝟐  𝒓𝟐    

(𝒙 𝟓)𝟐  (𝒚 𝟑)𝟐  𝟐𝟓     

(𝒌 𝟎) هً :  وتكون نقطة التماس  (𝟎  𝟑) 

 

 الحل
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| |    ٌكون ٌن معاً اً: الدائرة التً تمس المحورثالث  (   )هما  التماس تاوتكون نقط  | | 

 الدائرة:ادناه وتكون معادلة  14-5كما فً الشكل  (   ) ،

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 14-5الشكل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .وتمس المحورٌن ثم جد نقطتً التماس  (𝟔  𝟔)جد معادلة الدائرة التً مركزها 
 8 مثال

𝒓  |𝒉|  |𝒌|  𝟔  𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔  

(𝒙 𝒉)𝟐  (𝒚  𝒌)𝟐  𝒓𝟐 

(𝒙 𝟔)𝟐  (𝒚 𝟔)𝟐  𝟑𝟔 

(𝟎 𝒌)  (𝟎  𝟔) 

(𝒉 𝟎)  (𝟔 𝟎) 

 -: هماالتماس  اوتكون نقطت  

 

 الحل

(𝒙 𝒉)𝟐  (𝒚 𝒌)𝟐  𝒉𝟐  𝒌𝟐  
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، لاحظ انه ٌمكننا ان نكتب احداثًٌ ادناه ٌوضح جمٌع حالات تماس الدائرة مع المحورٌن 15-5الشكل 

| |  مركز الدائرة كما ٌأتً لكل حالة نظراً لكون   | | 

(   )  الأول                    فً الربع    (   )   (   )   

(    )              ثانًفً الربع ال   (    )   (    )   

(     )      لثالثفً الربع ا   (     )   (     )   

(     )            رابعفً الربع ال   (     )   (     )  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 15-5الشكل 

 

 

 

  

 ( .4,2جد معادلة الدائرة التً تمس المحورٌن وتمر بالنقطة )

 

 9 مثال

(𝒙 𝒓)𝟐  (𝒚  𝒓)𝟐  𝒓𝟐 

(𝟐 𝒓)𝟐  (𝟒  𝒓)𝟐  𝒓𝟐 

𝟒  𝟒𝒓 𝒓𝟐  𝟏𝟔  𝟖𝒓 𝒓𝟐  𝒓𝟐 

 ولذلك فان  (4,2الدائرة تقع فً الربع الاول لأنها تمس المحورٌن وتمر بالنقطة )

𝑪(𝒉 𝒉)   مركزها سوف ٌكون  𝑪(𝒓 𝒓)   : ًاي ان معادلة الدائرة ه- 

𝒙  ( فإنها تحقق معادلتها اي اننا نعوض4,2وحٌث ان الدائرة تمر بالنقطة )  𝟐  𝒚  𝟒 

 فً المعادلة

 الحل
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𝒓𝟐  𝟏𝟐𝒓 𝟐𝟎  𝟎 

(𝒓 𝟏𝟎)(𝒓 𝟐)  𝟎 

𝒓 𝟏𝟎  𝟎      

𝒓  𝟏𝟎   𝑼𝒏𝒊𝒕𝒔 

(𝒙 𝟏𝟎)𝟐  (𝒚 𝟏𝟎)𝟐  𝟏𝟎𝟎 

𝒓 𝟐  𝟎      

𝒓  𝟐   𝑼𝒏𝒊𝒕𝒔 

(𝒙 𝟐)𝟐  (𝒚 𝟐)𝟐  𝟒 

 أما :

∴  𝑪(𝟏𝟎 𝟏𝟎) مركز الدائرة 

 -وتكون معادلة الدائرة :

 : أو 

∴ 𝑪(𝟐 𝟐)مركز الدائرة 

 -: الدائرةوتكون معادلة 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 16-5الشكل 

 

 تكملة
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ادناه ان البعد العمودي بٌن  17-5من الواضح فً الشكل 

المستقٌم ومركز الدائرة ٌساوي طول نصف قطر الدائرة 

وعلٌه فانه بالإمكان اٌجاد نصف القطر باستخدام قانون 

            البعد العمودي بٌن المستقٌم  

 الذي درسناه فً الصف الاول وهو:(     )والنقطة 

 

 

 

 

 17-5 الشكل                                                                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 معادلة الدائرة التً تمس مستقٌماً معلوماً  5-6

𝒅  
|𝒂𝒙𝟏  𝒃𝒚𝟏  𝒄|

 𝒂𝟐  𝒃𝟐
 

𝟒𝒙 𝟑𝒚جد معادلة الدائرة التً مركزها نقطة الاصل وتمس المستقٌم   𝟏𝟓  . 

 

 10 مثال

𝒅  
|𝒂𝒙𝟏  𝒃𝒚𝟏  𝒄|

 𝒂𝟐  𝒃𝟐
 

𝒓  
|𝟒 × 𝟎  ( 𝟑) × 𝟎 ( 𝟏𝟓)|

√𝟒𝟐  ( 𝟑)𝟐
 

𝒓  
| 𝟏𝟓|

 𝟐𝟓
 
𝟏𝟓

𝟓
 𝟑 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝒓𝟐 

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟗 

والمستقٌم الذي   𝐎(𝟎 𝟎)ان البعد العمودي بٌن مركز الدائرة وهو نقطة الاصل اي

𝟒𝒙 𝟑𝒚 𝟏𝟓معادلته  ٌساوي طول نصف قطر الدائرة.     𝟎 

وحٌث ان معادلة الدائرة التً مركزها نقطة   

  -الاصل هً :

 -لذلك فان معادلة الدائرة هً: 

 الحل

 18-5الشكل 
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 -: ان الصٌغة العامة لمعادلة الدائرة تنتج من تبسٌط الصٌغة القٌاسٌة لها وكما ٌأتً

(   )  (   )     

                       

                         

 -: نعٌد ترتٌب الحدود لتكون كما ٌأتً

                          

نحصل على الصٌغة ،                                     : وبفرض ان

 -: العامة وهً

 

 -: أي إن

 

             

 

   ونستطٌع ان نقول ان مركز الدائرة هو 
  

 
  
  

 
 وان نصف قطرها هو  

              

 -: كما ٌمكننا التوصل الى الاستنتاجات الاتٌة

 .         معادلة الدائرة معادلة من الدرجة الثانٌة بمتغٌرٌن هما   .1

 ( . 1) وٌجب ان ٌكون     ٌساوي معامل    معامل   .2

 .     المعادلة لا تحتوي على الحد  .3

4. (                  )     . 

فان الصٌغة العامة لمعادلتها ٌمكن الحصول   (   ) كانت الدائرة تمر بنقطة الاصل  إذا -ملاحظة :

 -: فً الصٌغة القٌاسٌة لتكون             علٌها بتعوٌض 

(   )  (   )     
         

 -: وبالتعوٌض فً الصٌغة القٌاسٌة نحصل على

(   )  (   )        
                          

                
 

 

 الصٌغة العامة لمعادلة الدائرة 5-7

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝑨𝒙   𝑩𝒚  𝑪  𝟎 

𝒉  
 𝑨

𝟐
          𝒌  

 𝑩

𝟐
 

𝒓  √𝒉𝟐  𝒌𝟐   𝒄   

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝑨𝒙 𝑩𝒚  𝟎 
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كانت المعادلة تمثل معادلة دائرة فً كل  إذانصف القطر  لجد احداثًٌ المركز وطو

 -: مما ٌأتً

 

 11 مثال

1) 𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟒𝒙 𝟔𝒚  𝟓 

2) 𝒙𝟐  𝒚𝟑  𝟕𝒙 𝟐𝒚  𝟐𝟓 

3) 𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟗𝒙 𝟏𝟔𝒚  𝟓𝟎 

4) 𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟒𝒙 𝟕𝒙𝒚  𝟔𝒚  𝟖 

5) 𝒙𝟐  𝟐𝒚𝟐  𝟖𝒙 𝟓𝒚  𝟏𝟐 

6) 𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟐𝒙 𝟔𝒚  𝟏𝟗  𝟎 

7) 𝟑𝒙𝟐  𝟑𝒚𝟐  𝟏𝟐𝒙 𝟐𝟒𝒚 𝟑𝟑  𝟎 

 

 𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟒𝒙 𝟔𝒚 𝟓  𝟎 

𝒉  
 𝑨

𝟐
 

 ( 𝟒)

𝟐
 𝟐          𝒌  

 𝑩

𝟐
 

 𝟔

𝟐
  𝟑  ⇒ 𝑪  (𝟐  𝟑) 

𝒓  √𝒉𝟐  𝒌𝟐   𝒄   √𝟐𝟐  ( 𝟑)𝟐  ( 𝟓)   𝟒 𝟗  𝟓   𝟏𝟖 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

𝒉  
 𝑨

𝟐
 

 ( 𝟐)

𝟐
 𝟏          𝒌  

 𝑩

𝟐
 

 𝟔

𝟐
  𝟑  ⇒ 𝑪  (𝟏  𝟑)    

𝒓  √𝒉𝟐  𝒌𝟐   𝒄    𝟏 𝟗  𝟏𝟗    𝟗 

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟒𝒙 𝟖𝒚 𝟏𝟏  𝟎 

𝒉  
 𝑨

𝟐
 

 ( 𝟒)

𝟐
 𝟐          𝒌  

 𝑩

𝟐
 

 𝟖

𝟐
  𝟒  ⇒ 𝑪  (𝟐  𝟒)    

𝒓  √𝒉𝟐  𝒌𝟐   𝒄    𝟒 𝟏𝟔 𝟏𝟏    𝟗  𝟑 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

1) 𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟒𝒙 𝟔𝒚  𝟓  

2) 𝒙𝟐  𝒚𝟑  𝟕𝒙 𝟐𝒚  𝟐𝟓 

 المعادلة هنا لا تمثل دائرة بسبب كونها معادلة من الدرجة الثالثة.

3) 𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟗𝒙 𝟏𝟔𝒚  𝟓𝟎 

الذي ٌساوي 𝒚𝟐 ولا ٌساوي معامل  𝟏ٌساوي  𝒙𝟐 المعادلة هنا لا تمثل دائرة بسبب كون معامل

–𝟏 

4) 𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟒𝒙 𝟕𝒙𝒚  𝟔𝒚  𝟖 

  𝒙𝒚ها تحتوي الحد المعادلة هنا لا تمثل دائرة بسبب كون

5) 𝒙𝟐  𝟐𝒚𝟐  𝟖𝒙 𝟓𝒚  𝟏𝟐 

اي انهما غٌر  𝟐ٌساوي  𝒚𝟐 ومعامل 𝟏ٌساوي  𝒙𝟐 المعادلة هنا لا تمثل دائرة بسبب كون معامل
 متساوٌٌن .

6) 𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟐𝒙 𝟔𝒚  𝟏𝟗  𝟎 

𝒓كون  المعادلة هنا لا تمثل دائرة بسبب ∉       . 

7) 𝟑𝒙𝟐  𝟑𝒚𝟐  𝟏𝟐𝒙  𝟐𝟒𝒚 𝟑𝟑  𝟎 
 -لتصبح كالاتً : 3بقسمة المعادلة على العدد  1وٌساوي  𝒚𝟐ساوي معامل ٌ  𝒙𝟐نجعل معامل 

 

 

 الحل
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(𝒙 𝟑)𝟐  (𝒚  𝟐)𝟐  𝟗 

احداثٌات المركز وطول نصف قطر الدائرة التً معادلتها كالاتً ثم حولها الى            جد

 الصٌغة العامة.

 

 12 مثال

(𝒙 𝒉)𝟐  (𝒚  𝒌)𝟐  𝒓𝟐 

𝒙𝟐  𝟔𝒙  𝟗 𝒚𝟐  𝟒𝒚 𝟒  𝟗 

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟔𝒙 𝟒𝒚  𝟒  𝟎 

 بالمقارنة مع الصٌغة القٌاسٌة

𝒉  𝟑  𝒌   𝟐 ⇒  𝑪(𝒉 𝒌)  𝑪(𝟑  𝟐) المركز       

𝒓𝟐  𝟗 ⇒ 𝒓  𝟑 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔    نصف القطر    

 -: المعادلة الاصلٌة كالآتًوللتحوٌل الى الصٌغة العامة نقوم بفتح الاقواس وترتٌب الحدود فً 

 

 الحل

𝒅𝒙𝟐كانت  إذا  𝟒𝒚𝟐  𝒂𝒙  𝒃𝒚  𝒄 تمثل معادلة دائرة مركزها  𝟎 

 . 𝒂 𝒃 𝒄 𝒅جد قٌمة الثوابت    𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 𝟓وطول نصف قطرها   (𝟑  𝟐)

 13 مثال

𝒉  
 𝒂

𝟐
⇒ 𝟐  

 𝒂

𝟐
⇒ 𝒂   𝟒  

𝒌  
 𝒃

𝟐
⇒  𝟑  

 𝒃

𝟐
⇒ 𝒃  𝟔  

𝒓  √𝒉𝟐  𝒌𝟐   𝒄   

𝟓  √𝟐𝟐  ( 𝟑)𝟐   𝒄   

𝟓   𝟏𝟑  𝒄   

𝟐𝟓  𝟏𝟑 𝒄 

𝐜  𝟏𝟑  𝟐𝟓 

𝐜    𝟏𝟐  

𝒅  لذلك فان   𝒚𝟐 ساوي معامل جب ان ٌٌ   𝒙𝟐معامل حٌث ان   𝟒  
𝑪(𝒉 𝒌)وبما ان المركز        𝑪(𝟐  𝟑) ،  لذلك تكون   𝒉  𝟐   𝒌   𝟑 

 -: لكن    

 -كذلك:      

 وبتربٌع الطرفٌن:   

 

 الحل

   𝑷𝟏(𝟐  𝟑) 𝑷𝟐( 𝟔 𝟓) وتمر بالنقطتٌن    𝒚جد معادلة الدائرة التً مركزها ٌنتمً للمحور
 14 مثال

𝒓  𝑪𝑷𝟏  √(𝟎 𝟐)𝟐  (𝒌 𝟑)𝟐 

𝒓   √𝟒  (𝒌 𝟑)𝟐 

𝒓  𝑪𝑷𝟐  √(𝟎 𝟔)𝟐  (𝒌 𝟓)𝟐 

𝑪(𝟎 𝒌) 𝑪(𝒉 𝒌)   لذلك ٌكون 𝒚بما ان مركز الدائرة ٌنتمً للمحور   وكذلك   

 

 الحل
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𝒓  √𝟑𝟔  (𝒌  𝟓)𝟐 

∴ √𝟒 (𝒌  𝟑)𝟐  √𝟑𝟔  (𝒌 𝟓)𝟐 

𝟒 (𝒌  𝟑)𝟐  𝟑𝟔  (𝒌 𝟓)𝟐 

𝟒 𝒌𝟐  𝟔𝒌 𝟗  𝟑𝟔 𝒌𝟐  𝟏𝟎𝒌 𝟐𝟓 
𝟏𝟑 𝟔𝒌  𝟔𝟏 𝟏𝟎𝒌 
𝟏𝟎𝒌 𝟔𝒌  𝟔𝟏 𝟏𝟑 

𝟏𝟔𝒌  𝟒𝟖 

𝒌  
𝟒𝟖

𝟏𝟔
 𝟑 

∴ 𝑪  (𝟎 𝟑) 

∴ 𝒓   √𝟒  (𝟑 𝟑)𝟐 

𝒓    𝟒  𝟑𝟔 

𝒓    𝟒𝟎 

𝒓   𝟐 𝟏𝟎  𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔  

(𝒙 𝒉)𝟐  (𝒚 𝒌)𝟐  𝒓𝟐 

(𝒙 𝟎)𝟐  (𝒚 𝟑)𝟐  ( 𝟒𝟎)
𝟐

 

𝒙𝟐  (𝒚  𝟑)𝟐  𝟒𝟎 

 -: وبتربٌع الطرفٌن نحصل على  

 وبالتعوٌض فً الصٌغة القٌاسٌة         

 -: نحصل على معادلة الدائرة وكما ٌأتً        

 

 تكملة

 𝑷𝟏(𝟎 𝟎) 𝑷𝟐(𝟎 𝟒) 𝑷𝟑(𝟏 𝟑)جد معادلة الدائرة التً تمر بالنقاط 
 15 مثال

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝑨𝒙 𝑩𝒚  𝟎 

𝟎 𝟒𝟐  𝑨 × 𝟎  𝑩 × 𝟒  𝟎 

𝟏𝟔  𝟒𝑩  𝟎  ⇒   𝑩   𝟒 

𝟏𝟐  𝟑𝟐  𝑨 × 𝟏  𝑩 × 𝟑  𝟎 

𝟏 𝟗 𝑨  𝟑𝑩  𝟎 

𝟏𝟎 𝑨  𝟑 × ( 𝟒)  𝟎 

 𝟐 𝑨  𝟎 

 𝑨  𝟐 

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟐𝒙  𝟒𝒚  𝟎 

 -: ان الصٌغة العامة لمعادلة الدائرة التً تمر بنقطة الاصل وكما اوضحنا سابقاً هً

 -: أيتحقق هذه المعادلة   𝑷𝟐(𝟎 𝟒)النقطة  

 -أٌضاً اي: تحقق هذه المعادلة   𝑷𝟑(𝟏 𝟑)النقطة كذلك  

 -: الدائرة وهًبالتعوٌض فً الصٌغة العامة اعلاه نحصل على معادلة 

 

 الحل
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 ولتكن  (       )وطول نصف قطرها ٌساوي  (   ) لتكن لدٌنا الدائرة التً مركزها النقطة 

 اي نقطة معلومة فً المستوي. (   ) 

 لاحظ)بالنسبة للدائرة فان هنالك ثلاثة احتمالات لا غٌرها   (   ) ولكً نعٌن موقع النقطة 

 -: وهً 19-5الشكل 

̅̅     :النقطة تنتمً للدائرة وفً هذه الحالة ٌكون (1 ̅̅   . 

̅̅     :ٌكونلدائرة وفً هذه الحالة ا تقع داخلالنقطة  (2 ̅̅   . 

̅̅     :ٌكونلدائرة وفً هذه الحالة تقع خارج االنقطة  (3 ̅̅ >  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 علاقة نقطة معلومة بدائرة معلومة 19-5 الشكل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟖𝒙  𝟑  𝟎 

 التً معادلتها: بالنسبة للدائرة 𝑷( 𝟐  𝟑)  بٌن موقع النقطة
 16 مثال

𝒉  
 𝑨

𝟐
 

 ( 𝟖)

𝟐
 𝟒          𝒌  

 𝑩

𝟐
 𝟎  ⇒ 𝑪(𝒉 𝒌) ⇒ 𝑪(𝟒 𝟎)    

𝒓  √𝒉𝟐  𝒌𝟐   𝒄   √𝟏𝟔 𝟎  ( 𝟑)   𝟏𝟗  𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

𝑪𝑷̅̅ ̅̅  √(𝟒  𝟐)𝟐  (𝟎 𝟑)𝟐 

𝑪𝑷̅̅ ̅̅   𝟑𝟔 𝟗 

𝑪𝑷̅̅ ̅̅   𝟒𝟓  𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

∵  𝑪𝑷̅̅ ̅̅ > 𝒓 

 اذن النقطة تقع خارج الدائرة.

 الحل

 معلومةعلاقة نقطة معلومة بدائرة  5-8
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ً لها  ً للدائرة )اي ٌشترك معها فً نقطة( او قاطعا اي ٌشترك معها فً )ٌكون المستقٌم مماسا

وٌمكن (، 20-5الشكل  )لاحظ معها فً اي نقطة(. لا ٌشترك)اي نقطتٌن( او غٌر قاطع او مماس لها 

 -: الاستدلال على ذلك كما ٌأتً

 نستخرج مركز الدائرة وطول نصف قطرها كما تعلمنا فً البند السابق. (1

نستخرج البعد العمودي بٌن مركز الدائرة والمستقٌم المعلوم باستعمال القانون الذي سبق أن  (2

        -: وهواستعملناه فً بعض الامثلة السابقة 

  

(𝒙  𝟐)𝟐  (𝒚  𝟑)𝟐  𝟐𝟓 

 تقع داخل الدائرة التً معادلتها: 𝑷(𝟏  𝟓)أثبت أن النقطة  
 17 مثال

𝒉  𝟐  𝒌   𝟑 ⇒ 𝑪(𝒉 𝒌) ⇒ 𝑪(𝟐  𝟑) 

𝒓𝟐  𝟐𝟓 ⇒ 𝒓  𝟓 𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

𝑪𝑷̅̅ ̅̅  √(𝟐  𝟏)𝟐  ( 𝟑 𝟓)𝟐 

𝑪𝑷̅̅ ̅̅   𝟏 𝟒 

𝑪𝑷̅̅ ̅̅    𝟓     𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

𝟐(𝒙 𝒉)الصٌغة القٌاسٌة لمعادلة الدائرة بالمقارنة مع  (𝒚  𝒌)𝟐  𝒓𝟐  

 -: ان نتوصل الى

∵ 𝑪𝑷  𝒓   

 الدائرة. داخلاذن النقطة تقع 

 

 الحل

𝒙𝟐الدائرة التً معادلتها ب 𝑷(𝟏 𝟑)علاقة النقطة  ما  𝒚𝟐  𝟐𝒙  𝟒𝒚  ؟ 𝟎 
 18 مثال

𝒉  
 𝑨

𝟐
 

 𝟐

𝟐
  𝟏           𝒌  

 𝑩

𝟐
 

 ( 𝟒)

𝟐
 𝟐 ⇒ 𝑪(𝒉 𝒌) ⇒ 𝑪( 𝟏 𝟐)    

𝒓  √𝒉𝟐  𝒌𝟐   𝒄    𝟏  𝟒 𝟎   𝟓  𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

𝑪𝑷̅̅ ̅̅  √( 𝟏  𝟏)𝟐  (𝟐 𝟑)𝟐 

𝑪𝑷̅̅ ̅̅   𝟒 𝟏 

𝑪𝑷̅̅ ̅̅   𝟓 

∵ 𝑪𝑷  𝒓      𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔   

 للدائرة. نتمًاذن النقطة ت

 

 الحل

 معلومةعلاقة نقطة معلومة بدائرة  5-9

𝒅  
|𝒂𝒙𝟏  𝒃𝒚𝟏  𝒄|

 𝒂𝟐  𝒃𝟐
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 -: نقارن البعد مع طول نصف القطر وٌكون (3

 .            :ٌكون عندماللدائرة  مماسا المستقٌم 

ً  المستقٌم   .              :ٌكون عندمالدائرة ل قاطعا

<      :ٌكون عندمالدائرة او غٌر مماس ل مستقٌم غٌر قاطعال   .   

 

 

 

 

 

 

   علاقة مستقٌم معلوم بدائرة معلومة20-5 الشكل                              

  -: ةــملاحظ

ٌمكن تعٌٌن نوع العلاقة بٌن مستقٌم معلوم ودائرة معلومة بطرٌقة اخرى هً حل معادلتً 

 -: إذاالمستقٌم والدائرة جبرٌاً ف

 الدائرة فً هاتٌن النقطتٌن. حصلنا على نقطتٌن حقٌقٌتٌن مختلفتٌن فان المستقٌم ٌقطع 

 حصلنا على نقطة واحدة فأن المستقٌم ٌمس الدائرة فً تلك النقطة. 

 لم نحصل على اٌة نقاط فان المستقٌم ٌقع خارج الدائرة. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒙مستقٌم  ما علاقة ال  𝒚 𝟐  بالدائرة التً معادلتها𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟒  ؟ 𝟎 
 19 مثال

𝒉  
 𝑨

𝟐
 𝟎           𝒌  

 𝑩

𝟐
 𝟎 ⇒ 𝑪(𝒉 𝒌) ⇒ 𝑪(𝟎 𝟎)    

𝒓  √𝒉𝟐  𝒌𝟐   𝒄    𝟎  𝟎 𝟒  𝟐  𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

𝒙 𝒚  𝟐  𝟎 

𝒅  
|𝒂𝒙𝟏  𝒃𝒚𝟏  𝒄|

 𝒂𝟐  𝒃𝟐
 

𝒅  
|𝟏 × 𝟎  𝟏 × 𝟎 𝟐|

 𝟏𝟐  𝟏𝟐
 

𝟐

 𝟐
  𝟐 

    -: نرتب معادلة المستقٌم على الوجه الاتً

∵ 𝒅  𝒓       أذن المستقٌم ٌقطع الدائرة.

 

 الحل
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(𝒚 𝟐)𝟐  𝒚𝟐  𝟒  𝟎 
𝒚𝟐  𝟒𝒚 𝟒 𝒚𝟐  𝟒  𝟎 

𝟐𝒚𝟐  𝟒𝒚  𝟎 

 𝒚𝟐  𝟐𝒚  𝟎 
𝒚(𝒚 𝟐)  𝟎 

𝒙معادلة المستقٌم   نعوض -: بالطرٌقة الثانٌةالحل   𝒚 𝟐 : ًفً معادلة الدائرة وكما ٌأت- 

   𝒚  𝟎 ⇒ 𝒙  𝟎  𝟐   𝟐 ⇒  أما:               (𝟎 𝟐 )
   𝒚  𝟐  𝟎 ⇒ 𝒚  𝟐 ⇒ 𝒙  𝟐  𝟐     𝟎  ⇒  أو:                  (𝟐 𝟎)

 النقطتٌن.فان المستقٌم ٌقطع الدائرة فً هاتٌن لذلك حصلنا على نقطتٌن مختلفتٌن 
 

 تكملة

𝒙 𝟐𝒚 𝟏𝟏بٌن ان  المستقٌم الذي معادلته   ٌمس الدائرة التً معادلتها  𝟎 

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟐𝒙  𝟏𝟗   ، وجد نقطة التماس.  𝟎 

 20 مثال

𝒙  𝟐𝒚  𝟏𝟏  𝟎 ⇒    𝒙  𝟐𝒚  𝟏𝟏 
(𝟐𝒚  𝟏𝟏)𝟐  𝒚𝟐  𝟐(𝟐𝒚  𝟏𝟏)  𝟏𝟗  𝟎 

𝟒𝒚𝟐  𝟒𝟒𝒚 𝟏𝟐𝟏 𝒚𝟐  𝟒𝒚 𝟐𝟐 𝟏𝟗  𝟎 

𝒚𝟐  𝟖𝒚 𝟏𝟔  𝟎  

 (𝒚 𝟒)𝟐  𝟎 
𝒚 𝟒  𝟎 

𝒚  𝟒 

𝒙  𝟐 × 𝟒  𝟏𝟏 
𝒙  𝟖 𝟏𝟏   𝟑 

 نستخدم الطرٌقة الثانٌة للحل فً هذا السؤال لكون نقطة التماس مطلوبة اٌضاً.

 𝟓𝒚𝟐  𝟒𝟎𝒚 𝟖𝟎  𝟎                     ( ÷ 5 ) 

 
 وهذا ٌعنً ان المستقٌم ٌمس الدائرة وان هذه النقطة هً نقطة التماس.  (𝟒 𝟑–)هً    حصلنا على نقطة واحدة

 

 الحل

𝟒𝒙 𝟑𝒚 𝟏𝟐بٌن ان المستقٌم الذي معادلته  لا ٌقطع الدائرة التً معادلتها  𝟎 

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟐  ولا ٌمسها.   𝟎 

 

 21 مثال

𝒉  
 𝑨

𝟐
 𝟎           𝒌  

 𝑩

𝟐
 𝟎 ⇒ 𝑪(𝒉 𝒌)  ⇒   𝑪(𝟎 𝟎)    

𝒓  √𝒉𝟐  𝒌𝟐   𝒄    𝟎  𝟎 𝟐   𝟐  𝒖𝒏𝒊𝒕𝒔 

𝒅  
|𝒂𝒙𝟏  𝒃𝒚𝟏  𝒄|

 𝒂𝟐  𝒃𝟐
 

𝒅  
|𝟒 × 𝟎 𝟑 × 𝟎  𝟏𝟐|

 𝟒𝟐  𝟑𝟐
 
𝟏𝟐

𝟓
 

∵ 𝒅 > 𝒓  

 اي لا ٌقطعها ولا ٌمسها.الدائرة  ع خارجأذن المستقٌم ٌق

 الحل
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عند النقطة        (   )  (   )لإٌجاد معادلة المماس للدائرة التً معادلتها 

التً تنتمً الٌها نستخدم المبرهنة التً درسناها فً الصف الثالث المتوسط والتً تنص    (     )

 على : )) المماس عمود على نصف قطر الدائرة المرسوم من نقطة التماس ((. 

 -: اما خطوات اٌجاد معادلة المماس فهً كالآتً

 .  (   ) نستخرج مركز الدائرة  (1

المار بنقطة التماس باستعمال القانون الذي درسناه فً ( نصف القطر      نجد مٌل ) (2

 الصف الاول ضمن فصل الهندسة الاحداثٌة وهو:

  
     

     
 

 -:   ولذلك ٌكون مٌل نصف القطر 

 

 

 

وبما ان المماس عمودي على نصف القطر اعتماداً على المبرهنة التً ذكرناها آنفاً فان مٌل  (3

 -ٌساوي المقلوب السالب لمٌل نصف القطر أي :    المماس 

 

 

 

 -نجد معادلة المماس بمعلومٌة مٌله و نقطة التماس بالقانون الاتً : (4

 

 

 

 

 

 

 

  

 نقاطهامعادلة مماس الدائرة عند نقطة من  5-10

𝒎𝒓  
𝒚𝟏  𝒌

𝒙𝟏  𝒉
 

𝒎𝒕  
 𝟏

𝒎𝒓
 

𝒚  𝒚𝟏  𝒎𝒕 (𝒙 𝒙𝟏) 

𝒙𝟐جد معادلة مماس الدائرة   𝒚𝟐  𝟖𝒙 𝟏𝟎𝒚 𝟏𝟔  ةعند النقط  𝟎 

(𝟏  𝟏) . 

 22 مثال

𝒉  
 𝑨

𝟐
 

 ( 𝟖)

𝟐
  𝟒      𝒌  

 𝑩

𝟐
 

 𝟏𝟎

𝟐
  𝟓 ⇒ 𝑪(𝒉 𝒌)

⇒ 𝑪( 𝟒  𝟓)  

𝒎𝒓  
𝒚𝟏  𝒌

𝒙𝟏  𝒉
  ⇒ 𝒎𝒓  

 𝟏 ( 𝟓)

𝟏 𝟒
  

 𝟏  𝟓

𝟏  𝟒
  

 𝟒

𝟑
 

𝒚 ( 𝟏)  
𝟑

𝟒
 (𝒙 𝟏) 

𝟒𝒚 𝟒  𝟑𝒙  𝟑  

𝟒𝒚 𝟒 𝟑𝒙 𝟑  𝟎    

 𝟑𝒙 𝟒𝒚  𝟕  𝟎        

𝒚 𝒚𝟏  𝒎𝒕 (𝒙  𝒙𝟏)                 𝒎𝒕  
 𝟏

𝒎𝒓
 

𝟑

𝟒
          

 𝟑𝒙 𝟒𝒚  𝟕  𝟎  معادلة المماس للدائرة         

 الحل
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 -: حل المثال السابق بهذه الطرٌقة

  
  

 
 

 (  )

 
               

  

 
 

   

 
     ⇒  (     )   

         (    )   (    )      

 ×    × (  )   (   )  (  )(      )       

                   

           

  معادلة المماس للدائرة          

 (1-5رين )اتم
 -: استخرج معادلة الدائرة فً كل من الحالات الاتٌة .1

a)  ومركزها النقطة          طول نصف القطر(    )  . 

b) ةمركزها نقطة الاصل وتمر بالنقط  (     ) . 

c)   وتمر بنقطة الاصل. (    )مركزها النقطة 

d)   وتمر بالنقطة  (   )مركزها النقطة(    )  . 

e)  نهاٌتا أحد أقطارها النقطتان(   )  (    )  . 

 -: القطر للدوائر الاتٌة جد احداثًٌ المركز وطول نصف .2

a)                

b) (   )       

c)                 

d) (   )  (   )     

 -: التماس بشكل مباشرٌمكننا استخدام القانون الاتً لإٌجاد معادلة مماس الدائرة عند نقطة 

 

 الحد المطلق فً معادلة الدائرة.  𝒄نقطة التماس ،   (𝒙𝟏 𝒚𝟏)المركز ،   𝑪(𝒉 𝒌)حٌث 

 -ملاحظة :

𝒙𝒙𝟏  𝒚𝒚𝟏  𝒉(𝒙 𝒙𝟏)  𝒌(𝒚 𝒚𝟏)  𝒄  𝟎 
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معادلة دائرة تمس                           كانت  إذا .3
 ؟          المحورٌن معاً، جد قٌم الثوابت  

 -، جد :  المحور   دائرة تمس معادلة                    كانت  إذا .4

a)   قٌم الثوابت      . 

b)   بالدائرة  (    )  (   )علاقة النقاط 

 .(   )،   (    ) وتمر بالنقطتٌن   جد معادلة الدائرة التً مركزها ٌنتمً الى المحور .5

 -: للحالات الاتٌة        جد معادلة الدائرة التً تمس المحورٌن معاً وطول نصف قطرها  .6

a) .الدائرة تقع فً الربع الاول 

b)  الثالث.الدائرة تقع فً الربع 

 .      وتمس المستقٌم   (    )جد معادلة الدائرة التً مركزها   .7

 .           وتمس المستقٌم   (     )جد معادلة الدائرة التً مركزها  .8

 .   (    )    (    )   (   )  تمر بالنقاط: جد معادلة الدائرة التً  .9

 .   (   )    (   )   (   )   بالنقاط:جد معادلة الدائرة التً تمر   .10

                تنتمً للدائرة التً معادلتها  (   )  بٌن ان النقطة  .11
 ثم جد معادلة المماس للدائرة عند تلك النقطة .

ومركزها ٌنتمً الى المستقٌم (   )عند النقطة    جد معادلة الدائرة التً تمس المحور   .12
 .             الذي معادلته 

معادلة دائرة، بٌن موقع النقاط الاتٌة بالنسبة للدائرة:           لتكن  .13

  (   )   (    )    (    )   . 

 وتمس المحورٌن معاً . (    )جد معادلة الدائرة التً تمر بالنقطة   .14

وٌقع مركزها على      وتمس المستقٌم   جد معادلة الدائرة التً تمس المحور   .15

 .  المحور
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 الفصل السادس

 حساب التفاضل 

(Calculus- Differentiation)  
البنود 

(SECTIONS) 

 

 

 الغاٌة 6-1

 الجوار 6-1-1

 غاٌة الدالة 6-1-2

 لاستمرارٌةا 6-2

نةاستمرارٌة الدالة عند نقطة  6-2-1 ٌّ  مع

 المشتقات 6-3

نة 6-3-1 ٌّ  مٌل المماس للمنحنً عند نقطة مع

 مشتقة الدالة 6-4

 معادلة المماس لمنحنً الدالة عند نقطة معٌنة 6-4-1

 التطبٌق الفٌزٌائً للمشتقة 6-5

 قواعد اٌجاد المشتقة   6-6

 المشتقات من الرتب العلٌا 6-7
 

 المصطلح
الرمز او العلاقة 

 الرٌاضٌة
Vocabulary 

   epsilon   عدد متناهً فً الصغر

 Neighborhood left (      ) من الٌسار  جوار العدد 

 Right Neighborhood (      ) من الٌمٌن  جوار العدد 

 Neighborhood (        )    جوار العدد 

من   تقترب من  قٌمة 
 الٌسار

        approaches to   from the left 

من   تقترب من  قٌمة 
 الٌمٌن

     
   approaches to   from the 
right 

      approaches to            تقترب من  قٌمة 

عندما ( ) غاٌة الدالة 

  من   تقترب قٌمة 
   
   

 ( ) The limit of the function   ( ) 
When     approches to a   
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    Delta     مقدار التغٌر فً 

   Delta     مقدار التغٌر فً 

 مقدار التغٌر بالدالة
  

  
 Delta   Delta    over 

المشتقة الأولى للدالة 

 ( ) 
  ( )    

  

  
 

The first derivative of  the  
function 

المشتقة الثانٌة للدالة 

 ( )    ( )     
   

   
 

The 2.nd derivative of  the  
function 

مٌل المماس للمنحنً 

  النقطة  عند ( ) 
    ( ) 

Slope of the tangent of the 
function 

 distance   زاحةالموقع ، البعد ، الا

 Time   الزمن

   السرعة
  

  
 Velocity 

   التعجٌل
  

  
 
   

   
 

The first derivative of  the  
function 

 

 -: سوف نتعلم فً هذا الفصل

  نقطة.غاٌة الدالة عند  تمهٌداً لمفهوممفهوم الجوار 

 الجبرٌة.اٌجاد قٌمة الغاٌة للدوال  كٌفٌة 

  نقاطها. أحد للدالة عندمفهوم الاستمرارٌة 

  كانت الدالة مستمرة عند نقطة من نقاطها ام لا. إذاتحدٌد فٌما 

  اٌجادها باستخدام التعرٌف. وكٌفٌةمفهوم مشتقة الدالة 

 اٌجاد معادلة المماس للمنحنً عند نقطة معٌنة. كٌفٌة 

  للمشتقة. الفٌزٌائًالتطبٌق 

 المشتقة.ٌجاد القواعد الاساسٌة لإ 

  العلٌا.المشتقات من الرتب 
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 حساب التفاضل 

(Calculus- Differentiation)  
 

مثل ان مفهوم الغاٌة هو من المفاهٌم المهمة فً الرٌاضٌات وهً الاساس لمفاهٌم أخرى 

 استمرارٌة الدالة وفً حساب التفاضل والتكامل.

 

 لتوضٌح مفهوم الجوار نعطً هذه المفاهٌم البسٌطة وصولاً الى 

سبق ان تعلمنا مفهوم الفترات المفتوحة فً الاعداد  مفهوم الجوار.

الحقٌقٌة وكٌفٌة توضٌحها على خط الاعداد، فمثلاً الفترة المفتوحة 

̅̅  تمثل بقطعة المستقٌم  (   )     على خط الاعداد كما فً الشكل̅̅

  . المجاور 6-1

اقتراباً  وتكبر 2وتوجد قٌم فً الفترة أكبر من العدد  (   )ٌنتمً للفترة المفتوحة   2نلاحظ ان العدد 

 .1وتصغر اقتراباً للعدد  2وكذلك توجد قٌم أصغر من العدد  3للعدد 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( (Limit   الغاٌة  6-1

 (Neighborhoodالجوار ) 6-1-1

𝛜عدداً حقٌقٌاً وكان    𝒂أذا كان    > هذا الرمز لاتٌنً وٌقرأ أبسٌلون(  فأن الفترة ) 𝟎

:- 

1)(𝒂 𝛜 𝒂 𝛜)   هً جوار للعدد𝒂 (𝒂   . ) تنتمً للفترة 
2)(𝒂 𝛜 𝒂 )   هً جوار العدد𝒂 ( من الٌسار𝒂 . ) لا تنتمً للفترة 
3)(𝒂  𝒂 𝛜)   هً جوار للعدد𝒂  (من الٌمٌن𝒂 . ) لا تنتمً للفترة 

 . 𝛜حسب قٌم    𝒂من الجوارات للعدد  ه  لذلك ٌوجد عدد غٌر منت

 تعرٌف

 1-6الشكل 

𝒂أذا كانت   𝟐  ،𝛜  
𝟏

𝟐
ثم أكتب جوار الٌسار وجوار   𝒂للعدد ،أكتب جواراً  

 الٌمٌن.
 

 1 مثال

𝒂ان جوار العدد  𝟐    هو الفترة المفتوحة 𝟐   
𝟏

𝟐
 𝟐  

𝟏

𝟐
 اي    

𝟑

𝟐
 
𝟓

𝟐
   . 

𝒂 اما جوار الٌسار للعدد        𝟐  فهو الفترة المفتوحة 𝟐   
𝟏

𝟐
 اي     𝟐 

𝟑

𝟐
 𝟐   . 

𝒂وكذلك جوار الٌمٌن للعدد       𝟐  𝟐  هو  الفترة المفتوحة 𝟐 
𝟏

𝟐
 𝟐 اي    

𝟓

𝟐
   . 

 

 الحل

𝒂أذا كانت   . 𝒂، اكتب ثلاث جوارات للعدد  𝟏 
 

 2 مثال

𝝐نختار (1  
𝟏

𝟐
𝒂فٌكون جوار العدد    𝟏 هو الفترة المفتوحة  𝟏   

𝟏

𝟐
 𝟏 

𝟏

𝟐
 اي     

𝟏

𝟐
 
𝟑

𝟐
   . 

𝝐نختار (2  
𝟑

𝟒
𝒂فٌكون جوار العدد    𝟏 هو الفترة المفتوحة  𝟏   

𝟑

𝟒
 𝟏 

𝟑

𝟒
 اي     

𝟏

𝟒
 
𝟕

𝟒
   . 

𝝐نختار (3  
𝟐

𝟑
𝒂فٌكون جوار العدد    𝟏 هو الفترة المفتوحة  𝟏   

𝟐

𝟑
 𝟏 

𝟐

𝟑
 اي    

𝟏

𝟑
 
𝟓

𝟑
   . 

 الحل
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 -: ومنها ما ٌأتًهنالك بعض المفاهٌم التً ٌجب توضٌحها قبل الدخول فً تعرٌف غاٌة الدالة 

هً الاعداد الحقٌقٌة القرٌبة جدا من       ( تعنً ان قٌم   تقترب من    )تقرأ   (   ) (1

هً الاعداد التً تنتمً الى جوارات العدد   ، ٌمٌناً وٌساراً وٌمكن ان نقول ان قٌم    العدد 

قٌقٌة القرٌبة جداً جداً هً الاعداد الح      تعنً ان قٌم   (   )والقرٌبة منه . مثلاً   

 -سواء أكانت عن ٌمٌنه أو عن ٌساره ومنها :   من العدد 

                                             من الٌسار:

 - وكذلك الاعداد:

                                                 من الٌمٌن:

هً الاعداد الحقٌقٌة   تعنً ان قٌم  من جهة الٌمٌن(   تقترب من    تقرأ) (    ) (2

لاً ـــــــــفمث  ،   وتقع فً جهة الٌمٌن اي اكبر من العدد   جداً من العدد  جداً  القرٌبة

من جهة    هً الاعداد الحقٌقٌة القرٌبة جداً جداً من العدد  X تعنً ان قٌم    (     )

 -ومنها : (   اكبر من العدد )اي  الٌمٌن

                                          

هً الاعداد الحقٌقٌة      من جهة الٌسار( تعنً ان قٌم    تقترب من    تقرأ )  (    ) (3

 (     )، مثلاً    د من العد اصغراي  ساروتقع فً جهة الٌ   القرٌبة جداً جدامًن العدد 

 صغرا من جهة الٌسار اي  من العدد  هً الاعداد الحقٌقٌة القرٌبة جداً جداً      تعنً ان قٌم  

 -(ومنها :  من العدد )

                                          

 : غاٌة الدالة عند نقطة- 

سوف نقوم بتوضٌح مفهوم غاٌة الدالة عند نقطة باستعمال التمثٌل البٌانً للدالة موضحاً بالشكل     

تقترب       ، وعندما         منفصلة عند  ( )   الاتً حٌث نلاحظ هندسٌاً ان الدالة  6-2

أٌضاً  2تقترب من   ( )   فان قٌم الدالة  (    )من جهة الٌسار وتكتب  2من العدد 

( ) وتقول عندئذ ان    ونكتب بالرموز :      عندما     

     
    

 ( )    

 

 

 

 

 

 

 (Limit Of a Function) غاٌة الدالة 6-1-2

 2-6الشكل 
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من جهة الٌمٌن وتكتب   2من العدد     اما عندما تقترب

  4تقترب من  العدد   ( )   فان الدالة  (    )

( ) ونقول عندئذ ان   ونكتب       عندما     

 بالرموز 

    
    

 ( )    

 ( المجاور:3-6الان لاحظ الشكل )

  ( )     ٌمٌناَ او ٌساراً فان الدالة (   ) عندما   

       وٌقال ان 6تقترب من العدد 

       
   

   ( )    

بمعنى ان القٌمة   ( )   هو غاٌة الدالة     6 عدداي ان ال

من العدد   عندما تقترب   ( )   التً تقترب منها الدالة 

سواء كان هذا الاقتراب من الٌمٌن او من الٌسار اي  3

  [(    ) او (    )]

معرفة ام غٌر معرفة عند     ( )   لاحظ فً المثالٌن السابقٌن اننا لم نذكر ان كانت الدالة 
من  العدد المعٌن اي عندما تكون الدالة   تقترب الغاٌة تعنى بقٌم الدالة عندما  وذلك لان    

 ن .معرفة فً جوار العدد المعٌَ 

 -ثانٌة :والان سنقوم بعرض فكرة الغاٌة بطرٌقة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 -كما ٌأتً :  ( )  ومما سبق ٌمكن ان نلخص مفهوم الغاٌة للدالة 

اذا    من    عندما تقترب   ( )   هو غاٌة الدالة   عددٌن حقٌقٌٌن. نقول أن    و      لٌكن 

 -تحقق الشرطان الاتٌان :

   )    
    

 ( )     

 𝐥𝐢𝐦
𝒙 𝟐

𝒇(𝒙)  𝟓 

𝒇(𝒙) الدالة   لتكن  𝒙 𝟑    والمطلوب ان نبحث عن غاٌة الدالة عندما𝒙  𝟐  

ٌمٌناً وٌساراً. وعند تعوٌض هذه القٌم  2قرٌبة جداً جداً من العدد    𝒙وكما أوضحنا سابقاً فأن قٌم 

𝒇(𝒙) الدالة فً   𝒙 𝟑  فإننا نحصل على قٌم الدالة   𝒇(𝒙)  :ًكما فً الجدول الات 

𝒙  𝟐            )من الٌسار(                    )من الٌمٌن(    𝒙  𝟐  

𝒙)]أي  من الٌمٌن أو من الٌسار  2من العدد    𝒙 اقتربتنلاحظ إنه كلما  𝒙) او ( 𝟐   :فإن [( 𝟐 

 

 

  𝒇(𝒙)   𝒙 𝟑 هو غاٌة الدالة  5وبالتالً فان العدد  5تقترب من العدد 𝒇(𝒙)    عندما𝒙   تقترب

𝒇(𝒙)             -: وبالرموز نكتب 2من العدد 𝒙عندما        𝟓   أو  𝟐 

 3 مثال

 (3-6الشكل )
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 )    
          

 ( )     

 ومن ثم نكتب بالرموز:

   
   

 ( )     

( ) أي أن   (( .  تقترب من   ما دعن     تقترب من ( ) )) تقرأ       عندما         

 ملاحظات حول إٌجاد الغاٌات 
 . ( ) نحدد مجال الدالة    .1
تنتمً لمجال    لٌس من الضروري ان تكون        عندما ( ) لإٌجاد غاٌة الدالة   .2

معرفة ولكن المهم ان تكون الدالة معرفة   ( ) الدالة. اي لٌس من الضروري ان تكون 

 من الٌمٌن ومن الٌسار.    جوار العدد 
 أذا كانت  .3

   
    

 ( )     ،      
    

 ( )      

 موجودتٌن فانه:

a)   اعندمغاٌة  ( ) ٌقال ان للدالة                     
b)   اعندم ( ) ٌقال ان الغاٌة غٌر موجودة للدالة                   

  الغاٌاتمبرهنات 
 ان وجدت فهً وحٌدة. بتعبٌر اخر: إذا كان  ( ) غاٌة الدالة   .1

   
    

 ( )     ،      
    

 ( )      

 فأن: 

          
   

     

          موجودة     ( ) 

( ) اذا كانت  .2      : عدد ثابت فان  حٌث       
   
   

 ( )     
   

    

 
 

( ) اذا كانت  .3       فان:    
   
   

 ( )     
   

    

4.  
 

 

 إذا كانت: .4

   
   

 ( )      ،    
   

 ( )   

 
 موجودتٌن فأن:

   
   

[ ( )   ( )]     
   

 ( )     
   

 ( ) 

 
 

𝟏) 𝐥𝐢𝐦
𝒙 𝟏

 𝟐   𝟐                               𝟐) 𝐥𝐢𝐦
𝒙 𝟎

𝟑  𝟑 
 4 مثال

𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙  𝟐

 𝒙   𝟐                             𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙  𝟑

𝒙   𝟑 
 5 مثال
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( ) كانت  إذا .5  عدداً ثابتاً فان:    موجودة وكانت      

   
   

   ( )       
   

 ( ) 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝟐) 𝒍𝒊𝒎
         𝒙  𝟓

(𝒙 𝟑)  𝒍𝒊𝒎
𝒙  𝟓

𝒙  𝒍𝒊𝒎
𝒙  𝟓

𝟑   𝟓  𝟑   𝟖 

𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏

         (𝒙 𝟒)   𝒍𝒊𝒎 
𝒙 𝟏

𝒙  𝒍𝒊𝒎 𝟒
𝒙 𝟏

 𝟏 𝟒  𝟓  

 

 6 مثال

 𝟐)  𝐥𝐢𝐦
        𝒙 𝟑

𝒙𝟐  𝟏

𝒙 𝟐
  
𝐥𝐢𝐦
𝒙 𝟑

𝒙𝟐  𝐥𝐢𝐦
𝒙 𝟑

𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝒙 𝟑

𝒙 𝐥𝐢𝐦
𝒙 𝟑

𝟐
 
𝟑𝟐  𝟏

𝟑  𝟐
 
𝟖

𝟓
 

𝟏)        𝒍𝒊𝒎  
𝒙 𝟐

𝟒𝒙  𝟒 × 𝒍𝒊𝒎  
𝒙 𝟐

𝒙  𝟒 × 𝟐  𝟖  

 

 7 مثال

𝒍𝒊𝒎
    𝒙  𝟑

(𝒙𝟐  𝟐𝒙)  𝒍𝒊𝒎
𝒙  𝟑

𝒙𝟐  𝟐 𝒍𝒊𝒎
𝒙  𝟑

𝒙 

 ( 𝟑)𝟐  𝟐 × ( 𝟑) 

 𝟗 𝟔  𝟑 

 

 8 مثال

𝒇(𝒙)        لتكن:               𝒙
𝟐  𝟏     𝒙 ≥ 𝟏
𝟐𝒙            𝒙 < 𝟏

 

𝒙غاٌة عندما   𝒇(𝒙)هل للدالة    ؟  𝟏 

 9 مثال

𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏 

(𝒙𝟐  𝟏)  𝟏𝟐  𝟏  𝟐  𝑳𝟏 

𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏 

𝟐𝒙  𝟐 × 𝟏  𝟐  𝑳𝟐 

∵  𝑳𝟏  𝑳𝟐  𝟐 

∴ 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏

𝒇(𝒙)  𝟐 

𝒙عندما  𝒇(𝒙)                     ) من الٌمٌن ( فأن  𝟏   𝒙𝟐  𝟏     

𝒙  عندما 𝒇(𝒙)                           ) من الٌسار ( فأن  𝟏   𝟐𝒙     

𝒙 عند اي ان الغاٌة موجودة  .𝟐وقٌمتها تساوي     𝟏 

 

 الحل

𝒇(𝒙)        لتكن:              
 𝟏 𝒙     𝒙 ≤ 𝟐
𝒙 𝟏     𝒙 > 𝟐

 

𝒙غاٌة عندما   𝒇(𝒙)هل للدالة    ؟  𝟐 

 10 مثال
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𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐 

(𝒙 𝟏)  𝟐 𝟏  𝟑  𝑳𝟏 

𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐 

(𝟏  𝒙)  𝟏 𝟐   𝟏  𝑳𝟐 

∵  𝑳𝟏  𝑳𝟐  

𝒙  عندما 𝒇(𝒙)                        ) من الٌمٌن ( فأن  𝟐   𝒙 𝟏  

𝒙  عندما 𝒇(𝒙)                     ) من الٌسار ( فأن  𝟐   𝟏  𝒙     

𝒙عندما موجودة غٌر  اذن الغاٌة  𝟐 

𝒍𝒊𝒎  اي ان:                       
    𝒙 𝟐

   𝒇(𝒙)

                        

 غٌر موجودة

 الحل

𝒇(𝒙)                 لتكن:     𝒙
𝟐  𝟐           𝒙 ≤ 𝟏

𝟐𝒙 𝒂            𝒙 > 𝟏
 

𝒍𝒊𝒎    وكانت 
    𝒙 𝟏

   𝒇(𝒙)  فاحسب قٌمة   موجودة 𝒂  . 

 11 مثال

𝒍𝒊𝒎(
𝒙 𝟏 

𝟐𝒙 𝒂)  𝒍𝒊𝒎(
𝒙 𝟏 

𝒙𝟐  𝟐) 

𝟐 × 𝟏 𝒂  𝟏𝟐  𝟐 

𝟐 𝒂  𝟑 

𝒂  𝟑 𝟐 

𝒂  𝟏 

𝒍𝒊𝒎 مو  بما ان
    𝒙 𝟏

   𝒇(𝒙) جودة فان  الغاٌة من الٌسار 𝑳𝟏  𝑳𝟐الغاٌة من الٌمٌن 

 

 الحل

𝒇(𝒙)لتكن:             𝒙
𝟐  𝒂            𝒙 > 𝟏

𝒃 𝟐𝒙            𝒙 ≤ 𝟏
 

𝒍𝒊𝒎   وكانت
    𝒙 𝟏

   𝒇(𝒙)  موجودة    , 𝒍𝒊𝒎
    𝒙 𝟏 

   𝒇(𝒙)  . 𝒂 𝒃فجد قٌم كلاً من   𝟓 

 

 12 مثال

∵ 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏 

𝒇(𝒙)  𝟓   

∴ 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏 

(𝒃 𝟐𝒙)  𝟓 

∵  𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏

𝒇(𝒙)    موجودة   

𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏 

𝒇(𝒙)  𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏 

𝒇(𝒙) 

 𝒃 𝟐 × 𝟏  𝟓    

𝒃  𝟓  𝟐  𝟕    

𝑳𝟏 الٌمٌنالغاٌة من    𝑳𝟐   الٌسارالغاٌة من 

 

 الحل
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𝒍𝒊𝒎(
𝒙 𝟏 

𝒙𝟐  𝒂)  𝟓 

𝟏𝟐  𝒂  𝟓 
𝒂  𝟓  𝟏  𝟒 

 

 تكملة

𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏

𝒙𝟐  𝟑𝒙 𝟏

𝒙 𝟐
 𝟐𝒂 𝟑 

 -: إذا علمت ان𝒂 جد قٌمة  

 

 13 مثال

𝟏𝟐  𝟑 × 𝟏  𝟏

𝟏  𝟐
 𝟐𝒂 𝟑 

𝟏 𝟑  𝟏

𝟑
 𝟐𝒂 𝟑 

 𝟑 

𝟑
 𝟐𝒂 𝟑 

𝟏  𝟐𝒂 𝟑 

𝟐𝒂  𝟏 𝟑 

𝟐𝒂   𝟐 

𝒂   𝟏 

 

 الحل

𝟎

𝟎
    
∞

∞
    𝟎 ∞    ∞ ×∞    𝟏∞    𝟎𝟎 

 -: ان العملٌات الرٌاضٌة الاتٌة تعتبر تعابٌرا لٌست ذات معنى فً علم الرٌاضٌات -ملاحظة :

𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐

𝒙𝟐  𝟒

𝒙 𝟐
  

 -: جد قٌمة

 

 14 مثال

𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐

𝒙𝟐  𝟒

𝒙 𝟐
 
𝟐𝟐  𝟒

𝟐  𝟐
 
𝟎

𝟎
 [تعبير ليس ذو معنى]

𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐

𝒙𝟐  𝟒

𝒙 𝟐
 𝒍𝒊𝒎

𝒙 𝟐

(𝒙  𝟐)(𝒙 𝟐)

𝒙  𝟐
 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐

(𝒙  𝟐)  𝟐  𝟐  𝟒 

𝒙عند   ٌكون  𝟐 

 

 الحل
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𝒍𝒊𝒎
𝒙  𝟐

𝒙𝟐  𝟐

𝒙  𝟐
  

 -: قٌمةجد  

 

 15 مثال

𝒍𝒊𝒎
𝒙  𝟐

𝒙𝟐  𝟐

𝒙  𝟐
 
  𝟐 

𝟐
 𝟐

 𝟐  𝟐
 

𝟐 𝟐

 𝟐  𝟐
 
𝟎

𝟎
 [تعبير ليس ذو معنى]

𝒍𝒊𝒎
𝒙  𝟐

𝒙𝟐  𝟐

𝒙  𝟐
 𝒍𝒊𝒎

𝒙  𝟐

𝒙𝟐  𝟐

𝒙  𝟐
 
𝒙  𝟐

𝒙  𝟐
 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙  𝟐

(𝒙𝟐  𝟐) 𝒙  𝟐 

𝒙𝟐  𝟐
 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙  𝟐

(𝒙  𝟐) 

𝒙عند   ٌكون  𝟐  

  𝟐  𝟐  𝟐 𝟐 

 الحل

𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟎

 𝒙 𝟏 𝟏

𝒙 
  

 -: قٌمةجد  

 

 16 مثال

𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟎

 𝒙 𝟏 𝟏

𝒙 
 
 𝟎  𝟏 𝟏

𝟎 
 
𝟎

𝟎
 [تعبير ليس ذو معنى]

𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟎

 𝒙 𝟏  𝟏

𝒙 
 𝒍𝒊𝒎

𝒙 𝟎

 𝒙 𝟏 𝟏

𝒙 
 
 𝒙 𝟏  𝟏

 𝒙 𝟏  𝟏
 

 𝒍𝒊𝒎
       𝒙 𝟎

𝒙 𝟏  𝟏

𝒙   𝒙 𝟏  𝟏 
 

 𝒍𝒊𝒎
     𝒙 𝟎

 
𝒙

𝒙   𝒙 𝟏 𝟏 
 

 𝒍𝒊𝒎
     𝒙 𝟎

𝟏

   𝒙 𝟏 𝟏 
 

 
𝟏

   𝟎 𝟏 𝟏 
     

𝟏

   𝟏  𝟏 
  

𝟏

𝟐
 

𝒙عند   ٌكون  𝟎 

 

 الحل
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 (1-6رين )اتم
 -قٌم الغاٌات الاتٌة :جد . 1

 )    
            

     

      
   )    

            
(        ) 

 )    
            

     

   
  )    

           

     

        
 

 )    
           

      

    
  )    

           

    

      
 

 -: إذا كانت     جد قٌمة  .2

          
           

       

        
      

 -: إذا كانت     جد قٌمة  .3

          
           

         

     
   

 -: كانت إذا        جد قٌمة . 4

         
        

 ( )    ،      
    

 ( )      ،   ( )         

 -: إذا كانت. 5

  ( )    
     >  

      ≤  
 

       ( )         )جد    غاٌة عندما   ( ) هل للدالة   )
        

 

 -: . إذا كانت6

  ( )    
     ≥  
      <  

 

         هل( ) 
         
 موجودة )معرفة( 

( )                -: كانتاذا . 7    
           ≤   

           >   
 

    وكانت:                 
    

 . موجودة ، جد قٌمة   ( ) 
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ٌمكن ان نوضح فكرة استمرارٌة الدالة عند نقطة 

باستعمال الاشكال البٌانٌة للدوال الاتٌة عند النقط معٌنة 

 المبٌنة فً كل شكل منها.

( المجاور   نلاحظ انه عندما 4-6فً الشكل ) 

  نضع القلم فً اقصى الٌسار عند النقطة  

باتجاه    ( )   ونحرك القلم على المنحنً 

فإننا   (( )   ) مروراً بالنقطة      النقطة 

لا نرفع القلم، اي ان الحركة تكون مستمرة بدون 

 انقطاع.

 

نلاحظ انه عندما نضع القلم  المجاور( 5-6فً الشكل )

ونحرك القلم على    فً اقصى الٌسار عند النقطة 

 مروراً بالنقطة     النقطةباتجاه  ( )    المنحنً 

،       النقطة نجد فجوة عند فإننا  (( )   ) 

)عبورها(.  ولذلك فإننا نضطر لرفع القلم وتخطً الفجوة

ــــــــة عند النقطاي ان المنحنً غٌر مستمر لأنه ٌنقطع 

والتً    فضلاً عن وجود النقطة المنفردة      (   )

)هً احدى نقاط الدالة والتً نحتاج للمرور علٌها ان 

 نتحرك صوبها تاركٌن المنحنً.

 

  ( ادناه عندما نبدأ من النقطة  6-6وكذلك الشكل )

 باتجاه   ( )   ونحرك القلم على المنحنً 

نجد فجوة  فإننا  (( )   ) مروراً بالنقطة     النقطة

نضطر لرفع القلم  فإننا، ولذلك      ة عند النقط

اي ان   للتوجه نحو النقطة   (عبورها) ة   وتخطً الفجو

  ( .      ر مستمر )لانه ٌنقطع عند النقطةالمنحنً غٌ

( ٌكون 4-6مما سبق نلاحظ ان المنحنً فً الشكل )

وٌقال ان الدالة       مستمراً عند النقطة 

بٌنما فً      مستمرة عند النقطة   ( )   

الشكلٌن الاخرٌن ٌقال ان الدالة غٌر مستمرة عند النقطة  

    . 

 

 (Continuity)الاستمرارٌة  6-2

 (6-6الشكل )

 (5-6الشكل )

 (4-6الشكل )
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ٌّنة  كالاتً: بناء على ما تم التوصل الٌه فٌما سبق نستطٌع ان نعرّف مفهوم الاستمرارٌة عند نقطة مع

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 استمرارٌة الدالة عند نقطة 6-2-1

𝟐) 𝐥𝐢𝐦
𝒙 𝒂

 𝒇(𝒙) موجودة  

𝟑) 𝐥𝐢𝐦
𝒙 𝒂

 𝒇(𝒙)  𝒇(𝒂) 

𝒂دالة وكان  𝒇(𝒙) ذا كانت ا ∈ ℝ   ٌأتًوتحقق ما :- 

𝟏) 𝒇(𝒂)     معرفة 

𝒙  مستمرة عند النقطة 𝒇(𝒙)  عندئذ ان الدالةفٌقال    𝒂 . 

 𝒇(𝒙)  اعلاه فٌقال عندئذ ان الدالة ةأما أذا لم ٌتحقق على الاقل شرط واحد من الشروط الثلاث

𝒙   لٌست مستمرة عند النقطة  𝒂 . 

 فتعرٌ

𝒇(𝒙) اذا كانت   𝒙𝟐 𝒙مستمرة عند  𝒇(𝒙) . هل ان   𝟑   ؟ 𝟏 
 17 مثال

𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏

 𝒇(𝒙)  𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏

 (𝒙𝟐  𝟑)  𝟏𝟐  𝟑  𝟒   

𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏

 𝒇(𝒙)  𝒇(𝟏)  𝟒 

𝒇(𝒙)  كثٌرة الحدود وان أوسع مجال للدالة هوℝ . 

𝟏) 𝒇(𝟏)  𝟏𝟐  𝟑     عرفةم  𝟒 

∴ 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟏 

 𝒇(𝒙)  )اي أن الغاٌة موجودة(  𝟒 

𝒙مستمرة عند    𝒇(𝒙)أذن الدالة   𝟏 . 

 

 الحل

𝒇(𝒙)  
𝒙

𝒙 𝟏
 

𝒙أبحث استمرارٌة الدالة الاتٌة عند    𝟑 . 

 

 18 مثال

𝟏) 𝒇(𝟑)  
𝟑

𝟑 𝟏
 
𝟑

𝟒
 معرفة

𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟑

 𝒇(𝒙)  𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟑

 
𝒙

𝒙 𝟏
 

𝟑

𝟑  𝟏
 
𝟑

𝟒
 

𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟑

 𝒇(𝒙)  𝒇(𝟑)  
𝟑

𝟒
 

 ∴ 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟑

𝒇(𝒙)  
𝟑

𝟒
موجودة()اي أن الغاٌة    

𝒙مستمرة عند    𝒇(𝒙)أذن الدالة   𝟑 . 

 الحل
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𝒇(𝒙)   
𝒙𝟐  𝟒      𝒙 ≥ 𝟐
 𝟕            𝒙 < 𝟐

 

𝒙ابحث استمرارٌة الدالة الاتٌة عند    𝟐 . 

 

 19 مثال

𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐 

 𝒇(𝒙)  𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐 

 (𝒙𝟐  𝟒)  𝟐𝟐  𝟒  𝟖  𝑳𝟏 

      𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐 

 𝒇(𝒙)   𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐 

 ( 𝟕)   𝟕  𝑳𝟐 

𝟏) 𝒇(𝟐)  𝟐𝟐  𝟒  معرفة 𝟖 

       ∵ 𝑳𝟏  𝑳𝟐 ٌموجودة( ة غٌر)اي أن الغا  

𝒙لٌست مستمرة عند   𝒇(𝒙)  أذن الدالة  𝟐 . 

 الحل

𝒇(𝒙)   
𝒙𝟑  𝟖

𝒙 𝟐
      𝒙  𝟐

𝟏𝟐            𝒙  𝟐

 

𝒙  ابحث استمرارٌة الدالة الاتٌة عند  𝟐 . 

 

 20 مثال

   𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐

 𝒇(𝒙)  𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐

 
𝒙𝟑  𝟖

𝒙 𝟐
 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐

(𝒙 𝟐)(𝒙𝟐  𝟐𝒙 𝟒)

𝒙  𝟐
 

 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐

(𝒙𝟐  𝟐𝒙 𝟒) 

𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙 𝟐

 𝒇(𝒙)  𝒇(𝟐)  𝟏𝟐 

𝒇(𝟐) (𝟏 معرفة       𝟏𝟐   

  𝟐𝟐  𝟐 × 𝟐 𝟒 

 𝟒  𝟒 𝟒  𝟏𝟐 موجودة(        )اي أن الغاٌة     

𝒙مستمرة عند    𝒇(𝒙)أذن الدالة   𝟐 . 

 

 الحل
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 (2-6رين )اتم
( ) لتكن  .1  .       ابحث استمرارٌة الدالة عند          

 - :لتكن. 2

 ( )  
  

    
 

 . في مجالهاالدالة استمرارٌة ابحث

  -: لتكن. 3

 ( )    
               ≥  

                 <  
 

 .                                  الدالة عند استمرارٌة ابحث

  -: لتكن. 4

 ( )   
                ≤  

                 >  
 

 .     عند  مستمرة    ( ) اثبت ان  

  -: لتكن .5

 ( )   
                  ≥  

                  <  
 

∋  ةقٌمجد  ℝ    مستمرة عند     ( ) اذا كانت       . 

  -: لتكن. 6

 ( )    
                 
                      

 

 ؟         هل الدالة مستمرة عند   

 

 

 

 

بعد ان اتممنا شرح الغاٌة والاستمرارٌة أصبحنا الان مستعدون للدخول فً موضوع حساب 

 التفاضل، ولنبدأ بمصطلح المشتقة.

نة مع مفهوم مٌل المستقٌم   ( ) نظراً لتطابق مفهوم المشتقة لدالة ما مثل   ٌّ عند نقطة مع

المماس لمنحنً تلك الدالة عند تلك النقطة، لذلك نجد من الضروري أن نبدأ هذا الفصل بموضوع 

نة. ٌّ  مماس المنحنً عند نقطة مع

 ( The Derivativesالمشتقات ) 6-3
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∋ دالة مستمرة فً الفترة     ( ) لتكن  ℝ     عندئذ ٌكون   عددٌن فً             ولٌكن ،

. نرسم القطعة    ((   )      ) ،    ((   )      ) مستمراً عند النقطتٌن   ( ) بٌان الدالة 

̅̅  المستقٌمة   : ( الات7ً-6كما فً الشكل )   ̅̅

 

 

 

 

 

 

(  ) وبالتالً            فٌكون             لنرمز  ومن  (     )  

̅̅  القطعة المستقٌمة معلوماتنا السابقة عن مٌل المستقٌم فان مٌل  ̅̅  ٌكون مساوٌاً الى:   

   
 (  )   (  )

     
              

∴   
 (     )   (  )

  
             

  . كلما اقتربت    على المنحنً باتجاه النقطة     ثابتة ونحرك النقطة    والان نعتبر النقطة  

̅̅    القطعة المستقٌمةمن الصفر وعندها تصبح    اقتربت    من   أقرب الى المماس لمنحنً   ̅̅

  عند نقطة التماس    ( )    للمنحنً    . وهذا ٌعنً ان مٌل المماس   الدالة عند النقطة 

̅̅  القطعة المستقٌمة هو الغاٌة لمٌل  ̅̅  ( .    من الصفر )   عندما تقترب   

 -كالاتً :  عند النقطة     ( )    للدالة   من هنا نستطٌع ان نعرف مٌل المماس  

     
    

 
 (     )   (  )

  
              

 

  

نة  6-3-1 ٌّ  مٌل المماس للمنحنً عند نقطة مع

𝒇(𝒙) جد مٌل المماس للمنحنً   𝒙𝟐 𝒙عند    𝟏   𝟐   . 
 21 مثال

𝒎  𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

𝒇(𝒙𝟏   𝒙)  𝒇(𝒙𝟏)

 𝒙
       𝒙  𝟎 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

𝒇(𝟐   𝒙)  𝒇(𝟐)

 𝒙
 

 الحل

 (7-6الشكل )
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   مقداره    ( ان تغٌٌراً صغٌراً فً قٌمة 3-6،لاحظنا فً البند السابق ) ( )   لدٌنا الدالة

(    )    حٌث :     مقداره  ( )   ادى الى تغٌٌر صغٌر فً قٌمة الدالة    ( )                      

 نحصل على:    على    وبقسمة  

  

  
 
 (     )   (  )

  
             

حٌث ٌمثل  
  

  
 الدالة.معدل تغٌر   

عندما نحسب الغاٌة لمعدل تغٌر الدالة  
  

  
من الصفر فأننا بذلك نحصل على      عندما تقترب 

معدل التغٌر الآنً أو اللحظً للدالة ونرمز له بالرمز 
  

  
ٌة ـــــــــونطلق علٌه تسم  ( )   أو   

 -)مشتقة الدالة( عند تلك النقطة، ونعبر عن ذلك بالرموز كالاتً :

 
  

  
    

    

  

  
 

    
    

 (    )   ( )

  
 

 هو معدل التغٌر الانً او اللحظً للدالة عند تلك النقطة.    ان المشتقة للدالة عند نقطة معٌنةأي 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

[(𝟐  𝒙)𝟐  𝟏]   (𝟐𝟐  𝟏)

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

[𝟒 𝟒 𝒙  𝒙𝟐  𝟏]   (𝟒  𝟏)

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

𝟑 𝟒 𝒙  𝒙𝟐  𝟑

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

 𝟒 𝒙  𝒙𝟐 

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

  𝒙(𝟒   𝒙) 

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

(𝟒  𝒙) 

 𝟒  𝟎  𝟒 

 

 تكملة

 ( مشتقة الدالة 6-4)
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تمثل مٌل ( نلاحظ ان قٌمة مشتقة الدالة عند نقطة معٌنة 1-3-6ومن هنا وكما ورد فً البند )

 المستقٌم المماس لمنحنً تلك الدالة عند تلك النقطة.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝒇(𝒙)  جد مشتقة الدالة    𝒙𝟐  𝟓𝒙  باستعمال التعرٌف ثم أحسب𝒇 (𝟎) 𝒇 (𝟑) 

 

 22 مثال

𝒇 (𝒙)  𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

𝒇(𝒙  𝒙)  𝒇(𝒙)

 𝒙
     𝒙  𝟎 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

[ (𝒙  𝒙)𝟐  𝟓(𝒙  𝒙)]   (𝒙𝟐  𝟓𝒙)

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

 𝒙𝟐  𝟐𝒙 𝒙 ( 𝒙)𝟐  𝟓𝒙  𝟓 𝒙   𝒙𝟐  𝟓𝒙

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

  𝟐𝒙 𝒙 ( 𝒙)𝟐   𝟓 𝒙

 𝒙
 

𝒇 (𝒙)   𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

 𝒙( 𝟐𝒙   𝒙  𝟓)

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

(𝟐𝒙   𝒙  𝟓) 

 𝟐𝒙 𝟓 

𝒇 (𝟎)                     أذن:                               𝟐 × 𝟎  𝟓   𝟓 

𝒇 (𝟑)  𝟐 × 𝟑 𝟓  𝟏       

 الحل

𝒇(𝒙)   جد مشتقة الدالة   
𝟏

𝒙
   𝒙  . التعرٌفباستعمال     𝟎 

 23 مثال

𝒇 (𝒙)   𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

𝒇(𝒙  𝒙)  𝒇(𝒙)

 𝒙
     𝒙  𝟎 

  𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

𝟏
𝒙  𝒙 

𝟏
𝒙

 𝒙
 

  𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

𝒙 𝒙  𝒙
𝒙(𝒙  𝒙)

 

 𝒙
 

  𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

   𝒙
𝒙(𝒙  𝒙)

 

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

  𝒙

𝒙(𝒙  𝒙)
 
𝟏 

 𝒙
 

 

 الحل
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نقطة على منحنً تلك الدالة  فان معادلة المستقٌم المماس   (     دالة، ) ( )   اذا كانت  

 (    )      ( تكون :           )  لمنحنً الدالة عند النقطة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝐥𝐢𝐦
 𝒙 𝟎

 𝟏

𝒙(𝒙  𝒙)
 

 
 𝟏

𝒙(𝒙 𝟎)
 

 
 𝟏

𝒙𝟐
 

 

 تكملة

 معادلة المماس لمنحنً الدالة عند نقطة معٌنة 6-4-1

𝒇(𝒙)  اذا كان   𝟐𝒙𝟐  𝟑𝒙 𝟏    جد باستخدام التعرٌف ، 𝒇 (𝟐)   ثم جد

𝒙المماس   للمنحنً عند  معادلة  𝟐    . 

 24 مثال

𝒇 (𝒙)    𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

𝒇(𝒙  𝒙)  𝒇(𝒙)

 𝒙
     𝒙  𝟎 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

𝟐 (𝒙  𝒙)𝟐  𝟑(𝒙  𝒙)  𝟏   (𝟐𝒙𝟐  𝟑𝒙 𝟏)

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

 𝟐[𝒙𝟐  𝟐𝒙 𝒙 ( 𝒙)𝟐]  𝟑𝒙 𝟑 𝒙 𝟏  𝟐 𝒙𝟐  𝟑𝒙 𝟏

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

 𝟐𝒙𝟐  𝟒𝒙 𝒙  𝟐( 𝒙)𝟐  𝟑 𝒙 𝟐𝒙𝟐

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

 𝟒𝒙 𝒙 𝟐( 𝒙)𝟐  𝟑 𝒙

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

  𝒙(𝟒𝒙  𝟐 𝒙 𝟑)

 𝒙
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒙 𝟎

(𝟒𝒙  𝟐 𝒙 𝟑) 

 𝟒𝒙  𝟐 × 𝟎 𝟑 

 𝒇 (𝒙)  𝟒𝒙  𝟑 

∴   𝒎  𝒇 (𝟐)  𝟒 × 𝟐  𝟑  مٌل المماس للمنحنً   𝟏𝟏 

 

 الحل
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كان فً    ان الازاحة والزمن مقداران فٌزٌائٌان نستطٌع قٌاسهما فلو فرضنا ان جسماً ما فً الزمن 

 .  (    )      كان فً الموقع  (    )وفً زمن    ( )     الموقع

(    )     اذن :                                        ( ) 

 .    ( ٌساوي  عندما ٌكون التغٌر فً الزمن )   التغٌر فً الازاحة    حٌث تمثل  

وبما ان معدل السرعة هو الفرق بٌن الازاحتٌن مقسوما على الفرق بٌن الزمنٌن فانه ٌمكننا ان نقول 

ان معدل السرعة هو  
  

  
 -ونعبر عن ذلك بالرموز كالاتً:   

  

  
 
 (    )   ( )

  
         

وتقترب من الصفر فان معدل السرعة ٌصبح السرعة الانٌة للجسم فً تلك اللحظة      وعندما تصغر 

 -حٌث:    ونرمز لها بالرمز 

     
    

 (    )   ( )

  
         

 -وبالرموز:  ( )   هً مشتقة الازاحة    اي ان السرعة الانٌة  

  
  

  
   ( )  

وبما ان التعجٌل ٌمثل معدل السرعة بالنسبة للزمن فان مشتقة السرعة الانٌة تعطً تعجٌل الجسم  

 -اي ان:  ( )

  
  

  
    

    

 (    )   ( )

  
        

 

 

 

𝒚  𝒇(𝟐)   𝟐 × 𝟐𝟐  𝟑 × 𝟐 𝟏  𝟏𝟓 

𝒚 𝒚𝟏  𝒎(𝒙 𝒙𝟏) 
𝒚 𝟏𝟓  𝟏𝟏(𝒙 𝟐) 
𝒚 𝟏𝟓  𝟏𝟏 𝒙 𝟐𝟐 

 كذلك:

∴  نقطة التماس(𝟏𝟓 𝟐)

𝟏𝟏𝒙 𝒚 𝟕  𝟎           معادلة المماس

 تكملة

 للمشتقة الفٌزٌائًالتطبٌق  6-5

𝑺لتكن الدالة   𝒇(𝒕)  𝟐𝒕𝟐 جد  تمثل حركة جسم فً اي لحظة بالأمتار.   𝟑 

 من بدء الحركة.  𝒔𝒆𝒄 𝟐بعد   وسرعته الجسم موقع

 25 مثال
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∴ 𝑺  𝒇(𝟐)  𝟐 × 𝟐𝟐  𝟑  𝟏𝟏 𝒎 

𝑽  𝒇 (𝒕)  𝒍𝒊𝒎
 𝒕 𝟎

𝒇(𝒕   𝒕)  𝒇(𝒕)

 𝒕
    𝒕  𝟎 

𝑽  𝒍𝒊𝒎
 𝒕 𝟎

𝟐(𝒕  𝒕)𝟐  𝟑 (𝟐𝒕𝟐  𝟑)

 𝒕
 

𝑽  𝒍𝒊𝒎
 𝒕 𝟎

𝟐(𝒕𝟐  𝟐𝒕 𝒕  ( 𝒕)𝟐)  𝟑   𝟐𝒕𝟐  𝟑

 𝒕
 

  𝒍𝒊𝒎
 𝒕 𝟎

𝟐𝒕𝟐  𝟒𝒕 𝒕  𝟐( 𝒕)𝟐    𝟐𝒕𝟐 

 𝒕
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒕 𝟎

𝟒𝒕 𝒕 𝟐( 𝒕)𝟐   

 𝒕
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒕 𝟎

 𝒕(𝟒𝒕 𝟐 𝒕)   

 𝒕
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒕 𝟎

(𝟒𝒕  𝟐 𝒕) 

   𝟒𝒕  𝟐 × 𝟎   𝟒𝒕 

𝑽  𝟒 × 𝟐  𝟖
𝒎

𝒔𝒆𝒄
         

 ∵ 𝑺  𝒇(𝒕)  𝟐𝒕𝟐  𝟑 

 من بدء الحركة .  𝒔𝒆𝒄 𝟐عد بَ  𝒎 𝟏𝟏عد  اي ان موقع الجسم ٌكون على ب   

 هً: من بدء الحركة  𝒔𝒆𝒄 𝟐بعد اذن سرعة الجسم 

 الحل

𝑽(𝒕)لتكن الدالة   𝟑𝒕𝟐    جدالثانٌة على  سرعة جسم متحرك مقاسة بالأمتارتمثل 

 الحركة.من بدء   𝒔𝒆𝒄 𝟐بعد    𝐀التعجٌل 

 

 26 مثال

𝑨  
𝒅𝑽

𝒅𝒕
 𝒍𝒊𝒎

 𝒕 𝟎

𝑽(𝒕  𝒕)  𝑽(𝒕)

 𝒕
    𝒕  𝟎 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒕 𝟎

𝟑(𝒕  𝒕)𝟐  𝟑𝒕𝟐

 𝒕
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒕 𝟎

𝟑𝒕𝟐  𝟔𝒕 𝒕 𝟑( 𝒕)𝟐  𝟑𝒕𝟐

 𝒕
 

 

 الحل
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مشتقة الدالة عند نقطة فً مجالها  استخراجسنقدم بعض القواعد التً تسهل علٌنا  فً هذا البند

التعرٌف إلا إننا سوف نقبل بها بدون  باستخداموبرهنة هذه القواعد ممكن  التعرٌف، استخدامبدون 

 -: وهًبرهان 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒕 𝟎

 𝟔𝒕 𝒕 𝟑( 𝒕)𝟐 

 𝒕
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒕 𝟎

  𝒕(𝟔𝒕 𝟑 𝒕) 

 𝒕
 

 𝒍𝒊𝒎
 𝒕 𝟎

(𝟔𝒕  𝟑 𝒕) 

 𝟔𝒕 𝟑 × 𝟎  𝟔𝒕 

𝑨  𝟔 × 𝟐  𝟏𝟐 𝒎/𝒔𝒆𝒄𝟐 

 هو:من بدء الحركة   𝒔𝒆𝒄 𝟐الجسم بعد  تعجٌلاذن 

 

 تكملة

 قواعد اٌجاد المشتقة  (6-6)

𝒅𝒚

𝒅𝒙
 𝒇 (𝒙)  𝟎 

𝒚مشتقة الدالة الثابتة (1  𝒇(𝒙)  𝑪    حٌث𝑪  :ًعدد حقٌقً ثابت ه 

𝒚   كانت إذا    𝒚  𝟎فإن    𝟕 

𝒇(𝒙) وإذا كانت 𝒇 (𝒙)فإن   𝟓    𝟎   

𝒚وإذا كانت   
𝟏

𝟐
   𝒚  𝟎فإن   

𝒉(𝒙)وإذا كانت   𝒉 (𝒙)فإن   𝟑    𝟎 

 

 27 مثال

𝒚    ة الدالة مشتق(2  𝒇(𝒙)  𝒙𝒏  تساوي𝒚  𝒇 (𝒙)  𝒏𝒙𝒏 𝟏                   

𝒏  حٌث  ∈ ℝ 

𝒚  إذا كانت   𝒙𝟑   فإن𝒚  𝟑𝒙𝟐 

𝒇(𝒙)وإذا كانت    𝒙𝟓   فإن𝒇 (𝒙)  𝟓𝒙𝟒 

𝒚وإذا كانت   𝒙  فإن
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 𝟏 𝒙𝟏 𝟏  𝒙𝟎  𝟏  

𝒈(𝒙)  إذا كانت و  𝒙 𝟒   فإن𝒈 (𝒙)   𝟒𝒙 𝟒 𝟏   𝟒𝒙 𝟓 

 

 28 مثال
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𝒚الدالةة مشتق(3  𝒇(𝒙)  𝒂 𝒙𝒏    تساوي𝒚  𝒇 (𝒙)  𝒂 𝒏𝒙𝒏 𝟏   حٌث

𝒏 ∈ ℝ 

𝒚  𝟓 × 𝒙
𝟐
𝟑  𝒚  𝟓 ×

𝟐

𝟑
× 𝒙

𝟐
𝟑 𝟏  

𝟏𝟎

𝟑
𝒙
 𝟏
𝟑  

𝟏𝟎

𝟑 𝒙
𝟏
𝟑

 
𝟏𝟎

𝟑  𝒙
𝟑  

𝒚إذا كانت   𝟑𝒙𝟓   فإن𝒚  𝟏𝟓𝒙𝟒  

𝒚وإذا كانت   𝟓  𝒙𝟐
𝟑

 -فإن المشتقة تستخرج كما ٌلً :  

 29 مثال

 مجموع او طرح عدد من الدوال كل منهما قابلة للاشتقاق فً نفس النقطةة مشتق(4
 ٌساوي حاصل جمع او طرح مشتقاتها فً تلك النقطة  

𝒚   𝟏𝟐𝒙 𝟒  𝟏𝟎𝒙 𝟕 

𝒚إذا كانت   𝟒𝒙 𝟑  𝟓𝒙𝟐  𝟕𝒙  𝟏𝟐                                           

𝒚   𝟑 × 𝟒𝒙 𝟑 𝟏  𝟓 × 𝟐𝒙𝟐 𝟏  𝟕𝒙𝟏 𝟏  فإن          𝟎 

 30 مثال

 :حاصل ضرب دالتٌن كل منهما قابلة للاشتقاق فً نفس النقطة ٌساوية مشتق(5
 مشتقة الدالة الاولى ×الدالة الثانٌه   مشتقة الدالة الثانٌة  ×الدالة الاولى 

 𝟏𝟐𝒙  𝟖 𝟏𝟐𝒙  𝟑 

 𝟐𝟒𝒙  𝟓 

𝒇(𝒙)                                        إذا كانت  (𝟑𝒙  𝟐)(𝟒𝒙 𝟏)   

𝒇 (𝒙)  (𝟑𝒙  𝟐) × 𝟒 (𝟒𝒙 𝟏) ×                    فإن      𝟑

 31 مثال

 قابلة للاشتقاق فً نفس النقطة ٌساويحاصل قسمة دالتٌن كل منهما ة مشتق(6

المقام ×   مشتقة البسط – البسط ×  مشتقة المقام 

مربع المقام
  

𝒇(𝒙)  
𝟐𝒙 𝟏

𝟑𝒙  𝟐
        𝒙  

 𝟐

𝟑
  إذا كانت                                           

𝒇 (𝒙)  
(𝟑𝒙 𝟐) × 𝟐  (𝟐𝒙 𝟏) × 𝟑

(𝟑𝒙 𝟐)𝟐
  فإن                      

 
𝟔𝒙 𝟒  𝟔𝒙 𝟑

(𝟑𝒙 𝟐)𝟐
  

𝟏

(𝟑𝒙 𝟐)𝟐
 

 32 مثال
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𝒇 (𝒙)  𝒏 [𝒈(𝒙)]𝒏 𝟏 𝒈 (𝒙) 

𝒇(𝒙)بالصورة الدالةة مشتق(7  [𝒈(𝒙)]𝒏   تساوي 

 من الخارج ثم من الداخل انشتقهحقٌقً لأس  ةالمرفوع دالةأي ان ال

𝒚                               إذا كانت  𝟒 × (𝟐𝒙𝟐  𝟑𝒙 𝟐)𝟓     

𝒚  𝟐𝟎(𝟐𝒙𝟐  𝟑𝒙 𝟐)𝟒 × (𝟒𝒙 𝟑)                         فإن 

 33 مثال

𝒂)  𝒚   𝒙𝟏𝟑  𝟏𝟑  𝒙 𝟏𝟑
𝟓

 (𝒙𝟏𝟑  𝟏𝟑 𝒙 𝟏𝟑)
𝟏
𝟓 

𝒚  
𝟏

𝟓
(𝒙𝟏𝟑  𝟏𝟑 𝒙 𝟏𝟑)

 𝟒
𝟓 (𝟏𝟑𝒙𝟏𝟐  𝟏𝟑𝒙 𝟏𝟒) 

𝒃)  𝒇(𝒙)  
𝒙𝟑  𝟏

𝒙𝟒  𝟏
    

 𝒇 (𝒙)  
𝟑𝒙𝟐(𝒙𝟒  𝟏)  𝟒𝒙𝟑(𝒙𝟑  𝟏)

(𝒙𝟒  𝟏)𝟐
 

 
𝟑𝒙𝟔  𝟑𝒙𝟐  𝟒𝒙𝟔  𝟒𝒙𝟑

(𝒙𝟒  𝟏)𝟐
 

 
𝟑𝒙𝟐  𝟒𝒙𝟑   𝒙𝟔 

(𝒙𝟒  𝟏)𝟐
 

𝒄)  𝒚   
𝒙 𝟐

𝒙𝟐  𝟑𝒙
 
𝟐

 

𝒚  𝟐  
𝒙 𝟐

𝒙𝟐  𝟑𝒙
  
(𝒙𝟐  𝟑𝒙)  (𝟐𝒙 𝟑)(𝒙 𝟐)

(𝒙𝟐  𝟑𝒙)𝟐
  

 𝟐  
𝒙 𝟐

𝒙𝟐  𝟑𝒙
  
 𝒙𝟐  𝟑𝒙 𝟐𝒙𝟐  𝒙 𝟔

(𝒙𝟐  𝟑𝒙)𝟐
  

 𝟐  
𝒙 𝟐

𝒙𝟐  𝟑𝒙
  
 𝒙𝟐  𝟒𝒙  𝟔

(𝒙𝟐  𝟑𝒙)𝟐
  

 𝟐  
(𝒙 𝟐)( 𝒙𝟐  𝟒𝒙 𝟔)

(𝒙𝟐  𝟑𝒙)𝟑
  

 -تتبع خطوات الاشتقاق فً كل من الامثلة الاتٌة :
 34 مثال
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 𝟐  
(𝒙  𝟐)( 𝒙𝟐  𝟒𝒙 𝟔)

(𝒙𝟐  𝟑𝒙)𝟑
  

 𝟐  
 𝒙𝟑  𝟒𝒙𝟐  𝟔𝒙 𝟐𝒙𝟐  𝟖𝒙 𝟏𝟐

(𝒙𝟐  𝟑𝒙)𝟑
  

 𝟐  
 𝒙𝟑  𝟔𝒙𝟐  𝟐𝒙  𝟏𝟐

(𝒙𝟐  𝟑𝒙)𝟑
  

 𝟐𝒙𝟑  𝟏𝟐𝒙𝟐  𝟒𝒙 𝟐𝟒

(𝒙𝟐  𝟑𝒙)𝟑
 

𝒅)  𝒈(𝒙)    (𝒙𝟑  𝟐𝒙𝟐)𝟒  

𝒈 (𝒙)  𝟒(𝒙𝟑  𝟐𝒙𝟐)𝟑(𝟑𝒙𝟐  𝟒𝒙) 

𝒆)  𝒚  
𝒙

𝟐
 
𝟓𝒙𝟑

𝟐
    

𝒚  
𝟏

𝟐
 
𝟓

𝟐
( 𝟑𝒙𝟐)  

𝟏

𝟐
 
𝟏𝟓

𝟐
𝒙𝟐 

𝒇)  𝒉(𝒙)     (𝟏 𝒙𝟐)𝟓
𝟑

 ⇒ 𝒉(𝒙)  (𝟏 𝒙𝟐)
𝟓
𝟑 

𝒉 (𝒙)  
𝟓

𝟑
 (𝟏  𝒙𝟐)

𝟐
𝟑(𝟐𝒙) 

 
𝟏𝟎𝒙

𝟑
(𝟏 𝒙𝟐)

𝟐
𝟑     

𝟏𝟎𝒙

𝟑
  (𝟏 𝒙𝟐)𝟐
𝟑

 

𝒊 )  𝒚  
𝟕

𝒙𝟗
    ⇒ 𝒚  𝟕𝒙 𝟗   

  𝒚   𝟔𝟑𝒙 𝟏𝟎  
 𝟔𝟑

𝒙𝟏𝟎
 

𝒈)  𝒚  
𝟓

𝒙𝟐  𝟕𝒙 𝟑
   

 𝒚  
(𝒙𝟐  𝟕𝒙 𝟑) 𝟎  𝟓(𝟐𝒙 𝟕)

(𝒙𝟐  𝟕𝒙 𝟑)𝟐
 

 
 𝟏𝟎𝒙 𝟑𝟓

(𝒙𝟐  𝟕𝒙 𝟑)𝟐
 

𝒉)  𝒇(𝒙)   (𝟒𝒙𝟐  𝟑)𝟐 × (𝒙 𝟓) 

𝒇 (𝒙)   (𝟒𝒙𝟐  𝟑)𝟐 × 𝟏  (𝒙 𝟓)  × 𝟐(𝟒𝒙𝟐  𝟑)𝟏 × 𝟖𝒙 

  (𝟒𝒙𝟐  𝟑)𝟐  𝟏𝟔𝒙 (𝟒𝒙𝟐  𝟑) × (𝒙 𝟓) 

 (𝟒𝒙𝟐  𝟑)[(𝟒𝒙𝟐  𝟑)  𝟏𝟔𝒙(𝒙 𝟓)] 

 (𝟒𝒙𝟐  𝟑)[𝟒𝒙𝟐  𝟑  𝟏𝟔𝒙𝟐  𝟖𝟎𝒙] 

 (𝟒𝒙𝟐  𝟑)[𝟐𝟎𝒙𝟐  𝟖𝟎𝒙 𝟑] 

 

 تكملة
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 (3-6رين )اتم
 -الاتٌة :لكل من الدوال  المشتقةجد  .1

 )   
     

  (   ) 
  )  ( )       

 )    
     

  
 

  

  )  ( )          

  )   √
  

      
  )  ( )        

  )   (  
    ) 

               

 
 
  )  ( )  

 

   
 

  )  ( )  √
   

    
  )  ( )                   

  )    
    

    
 
 

  )  ( )  
  

    
 

  )   (    )   )   (     )   

( ) جد معادلة المماس والعمود علٌه للمنحنً الذي معادلته . 2 عند النقطة           

(   ) 

( )   . جد معادلة المماس للمنحنً الذي معادلته3  .  عند نقطة تقاطعه مع المحور        

( ) جسم ٌتحرك على خط مستقٌم وفق العلاقة . 4   الازاحة بالأمتار ،   ، حٌث            

 .     /   الزمن بالثوانً . جد الزمن اللازم لٌصل الى سرعة 

 

 

 

أسم المشتقة الاولى وهً دالة لنفس   ( )  ، ٌطلق على  ( )  دالة مشتقتها     ( ) لتكن 

موجودة فانه ٌطلق علٌها اسم المشتقة الثانٌة للدالة وعلٌه فان   ( )  أذا كانت مشتقة   المتغٌر

 -: المشتقة الثانٌة هً مشتقة المشتقة الاولى وٌرمز لها بأحد الرموز الاتٌة

    ( )                 
 ( ) 

   
     

 ( ) 

   
( ( ) ) 

بانها مشتقة المشتقة ذات الرتبة     ( )   للدالة   وهكذا تعرف المشتقة ذات الرتبة  

 -وٌرمز لها بأحد الرموز الاتٌة : (   )

 ( ) ( )         ( )       
 ( ) 

   
     

 ( ) 

   
[ ( ) ] 

 المشتقات من الرتب العلٌا 6-7
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 (4-6رين )اتم
 -جد المشتقة لكل من الدوال الاتٌة : .1

 )  ( )  
  

   
  )  ( )               

 )  ( )   
 

  
  )  ( )              

 ) ( )  
  

   
   )  ( )     

 
  

  المشتقة الثالثة  د. ج2
 ( ) 

   
                          :إذا كانت  

( )   . إذا علمت ان 3   
 

  
 -: أثبت صحة المتطابقة الاتٌة  

    ( )     ( )    ( )   ( )  
    

  
 
      

  
 

 

𝒂)  𝒇(𝒙)  (𝒙𝟐  𝟑)
𝟓
𝟐 

𝒇 (𝒙)  
𝟓

𝟐
(𝒙𝟐  𝟑)

𝟑
𝟐 𝟐𝒙 

 𝟓𝒙(𝒙𝟐  𝟑)
𝟑
𝟐 

 𝒇  (𝒙)  𝟓𝒙  
𝟑

𝟐
(𝒙𝟐  𝟑)

𝟏
𝟐 × 𝟐𝒙  (𝒙𝟐  𝟑)

𝟑
𝟐 𝟓 

𝒇  (𝒙)  𝟏𝟓𝒙𝟐 (𝒙𝟐  𝟑)
𝟏
𝟐  𝟓(𝒙𝟐  𝟑)

𝟑
𝟐 

𝒃)  𝒇(𝒙)  
𝟏

𝒙
 

𝒇 (𝒙)  
𝒙 𝟎 𝟏 𝟏

𝒙𝟐
 
 𝟏

𝒙𝟐
 

𝒇  (𝒙)  
𝒙𝟐 𝟎 ( 𝟏) 𝟐𝒙

(𝒙𝟐)𝟐
 
𝟐𝒙

𝒙𝟒
 

𝟐

𝒙𝟑
 

 -: جد المشتقة الثانٌة لكل من الدوال الاتٌة

 

 35 مثال
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 الهندسة الفراغٌة ) المجسمة (

                   
 البنود

(SECTIONS) 

 

 

 الهندسة الفراغٌة )المجسمة( 7-1

 العلاقة بٌن المستقٌمات والمستوٌات فً الفضاء 7-2

 ( )خطا تقاطع مستوٌٌن متوازٌٌن بمستو ثالث متوازٌٌن(1مبرهنة) 7-3

 ( )أذا توازى مستقٌمان فالمستوي الذي ٌحوي أحدهما ٌوازي الاخر(2مبرهنة) 7-4

 توازٌان(م( )المستقٌمان الموازٌان لمستقٌم ثالث فً الفراغ 3مبرهنة ) 7-5

( )مستقٌم تقاطع مستوٌٌن ٌوازي كل منهما مستقٌم محتوى فً أحدهما 4مبرهنة) 7-6

 وٌوازي الاخر(.

 تعامد المستقٌمات والمستوٌات 7-7

)ألمستوي العمودي على أحد مستقٌمٌن متوازٌٌن ٌكون عمودٌاً على  (5)مبرهنة 7-8

  هنا المعادلة اكتبالاخر(

 ( )مبرهنة الاعمدة الثلاثة(6مبرهنة) 7-9

 Vocabulary الرمز او العلاقة الرٌاضٌة المصطلح

 Straight line     ⃡      الوستقٍن 

 length ‖  ‖   طول القطعة الوستقٍوة 

 Plane      الوستوي 

 Intersection   تقاطع

 Implies   ٌؤدي الى

 Measure of an angle    قٍاس الزاوٌة

 Perpendicular   عوود على

 Parallel ⫽ ٌوازي

 Not Parallel   لا ٌوازي

 Null set   هجووعة خالٍة

 Belongs to   ٌنتوً الى

 Doesn’t Belong to   لا ٌنتوً الى

 Subset   جزئٍةهجووعة 

 Therefore   اذى

 Because   بوا اى

 Identical t  o   متطابق مع

 



 

 

 الهندسة الفراغٌة )المجسمة( –الفصل السابع 

159 

  

  

 

تعلمت فً الهندسة المستوٌة كلاً من النقطة 

او      ⃡   ( حٌث رمزنا له     ( والمستقٌم )     )

̅̅  مز واستخدمنا الر ⃡  للدلالة على قطعة المستقٌم  ̅̅

للدلالة على طول القطعة  ‖  ‖والرمز    

  .  المستقٌمة 

وهو الذي لو أخذت  علٌه أي نقطتٌن ووصل       وسندرس مصطلح هندسً ٌدعى المستوي 

علٌه مثل زجاج النافذة ، سطح المنضدة ، ساحة بٌنهما بمستقٌم لأنطبقت جمٌع نقاط ذلك المستقٌم 

 ملعب كرة القدم ، ........ .

،        ، مربع          مٌع جهاته وٌمثل على شكل مثلث وهو بلا حدود من ج

،           ، شبه منحرف               ، متوازي أضلاع           مستطٌل 

 -كما فً الاشكال الاتٌة :  أو   وٌقرأ المستوي     او     ، ........ . وٌرمز له  Circleدائرة 

 

 ودرست العلاقة بٌن النقطة والمستقٌم التً ٌحوٌها مستو واحد كما درست بعض المجسمات مثل :

 

 سٌاراتوال كالأجهزة المنزلٌة ) الثلاجة ، الغسالة ، المبردة ، التلفزٌون ، ... (كما شاهدت غٌرها 

والعمارات وهً تمثل اشكالاً هندسٌة ذات ثلاثة أبعاد وتشغل حٌزاً من الفراغ وأن دراستها تسمى 

 وهً تدرس العلاقة بٌن النقط والمستقٌمات والمستوٌات التً ٌحوٌها الفضاء. الفراغٌةبالهندسة 

 Space Geometry)المجسمة(  لفراغٌةاالهندسة  7-1

 تمهٌد 7-1-1
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 (1نشاط )

 فً الشكل المجاور اذكر:

 . المستقٌمات التً تمر بالنقطة  (1

 معاً   ،   المستقٌمات التً تمر بالنقطتٌن  (2

 . المستوٌات التً تمر بالنقطة  (3

 معاً   ،   المستوٌات التً تمر بالنقطتٌن  (4

 

 

 

 

 (2نشاط )

 فً الشكل المجاور:

 . المستوٌات التً تمر بالنقطة  اذكر (1

 .    ⃡    بالمستقٌمالمستوٌات التً تمر  اذكر (2

 

 

 

 

 

 (3نشاط )

 فً الشكل المجاور:

 . مستقٌماً ٌمر بالنقطة  اذكر (1

 . ٌمر بالنقطة مستوٌاً  اذكر (2

 . ،    مستوٌاً ٌمر بالنقطتٌن اذكر (3

 . ،   ،    مستوٌاً ٌمر بالنقاط اذكر (4
 أربع نقط لٌست فً مستوٍ واحد. اذكر (5

 . كم مستوٍ ٌمر بالنقطة  (6
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  مما سبق نستنتج :

  

  

 

 ومنها نحصل على :

 .ٌحوٌهاٌوجد مستوٍ وحٌد لكل مستقٌم ونقطة لا تنتمً الٌه  (أ 

 
 .تقاطعٌن ٌوجد مستوٍ وحٌد ٌحوٌهمالكل مستقٌمٌن م (ب 

 
 وحٌد ٌحوٌهمالكل مستقٌمٌن متوازٌٌن ٌوجد مستوٍ  (ج 

 
  

 

  

: اللذان ٌشتركان بنقطة واحدة فقط وهما  Intersecting Linesالمستقٌمان المتقاطعان  (أ 

 فً مستوٍ واحد.

 

 

 

 : إذا لم ٌشتركا بؤٌة نقطة وهما فً مستوٍ واحد. Parallel linesالمستقٌمان المتوازٌان  (ب 

  

 عبارة أولٌة : 7-1-2

 ٌوجد مستوٍ واحد فقط )وحٌد( ٌحوٌها. Non collinearلكل ثلاث نقاط على استقامة واحدة 

 العلاقة بٌن المستقٌمات والمستوٌات فً الفضاء 7-2

 العلاقة بٌن مستقٌمٌن فً الفضاء: 7-2-1
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: اللذان لا ٌمكن أن ٌحتوٌهما مستوٍ واحد ) أي انهما  skew linesالمستقٌمان المتخالفان  (ج 

 .غٌر متقاطعٌن وغٌر متوازٌٌن (

خالٌة ولا تقاطعهما  ة) أي أن مجموع

 ٌحتوٌهما مستوٍ واحد (

 نشاط :

 متخالفٌن:     ⃡   ،       ⃡   من الشكل المجاور نلاحظ 

 أذكر ثلاثة أزواج من المستقٌمات المتخالفة. (أ 

 أذكر ثلاثة أزواج من المستقٌمات المتوازٌة. (ب 

 أذكر ثلاثة أزواج من المستقٌمات المتقاطعة. (ج 

 

  

 .قطة أو كان محتوى فٌهالمستقٌم الموازي للمستوي : إذا لم ٌشترك معه بؤٌة ن (أ 

 

 

 

 

 

   ⃡                                                      ⃡         

     ⃡    ⫽     

 

 .   المستقٌم القاطع للمستوي : إذا اشترك معه بنقطة واحدة فقط  (ب 

 

 

 

 

 

 

   ⃡             

  

 العلاقة بٌن مستقٌم ومستوي فً الفراغ: 7-2-2
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 .ازٌان : إذا لم ٌشتركا بؤٌة نقطةالمستوٌان المتو (أ 

  

 

 

 

 

            

    ⫽     

 .المستوٌان المتقاطعان : إذا اشتركا بمستقٌم (ب 

  

 

 

 

 

 

            ⃡     

 

نلاحظ أنه إذا اشترك المستوٌان بنقطة فؤنهما ٌشتركان بخط مستقٌم ٌحوي جمٌع النقاط المشتركة 

 بٌن المستوٌٌن المتقاطعٌن وٌسمى ) مستقٌم التقاطع ( وٌكون محتوى فً كلٌهما.

  

  

  العلاقة بٌن مستوٌٌن فً الفضاء: 7-2-3

 ملاحظة:

 التساوي : إسمان لشًء واحد.(أ

 كل مستقٌم ٌوازي نفسه.(ب

 كل مستوي ٌوازي نفسه.(ج
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 مما تقدم نستنتج :

 

 .إذا توازى مستقٌمان فالمستوي المار بؤحدهما ونقطة من الآخر فإنه ٌحوٌهما (أ 

   ⃡    ⫽  إذا كان:                          ⃡   

   ⃡         

      

ن:فإ                             ⃡     

 مستقٌمٌن متوازٌٌن ٌقطع الآخر.المستوي الذي ٌقطع أحد  (ب 

   ⃡    ⫽  إذا كان:                          ⃡   

     ⃡     ٌقطع     فً  

ن:فإ               ⃡     ٌقطع     فً    

 توازى مستوٌان فالمستقٌم المحتوى فً أحدهما ٌوازي الآخر.إذا  (ج 

   ⫽  إذا كان:                       

   ⃡         

   ⃡    ⫽ ن:فإ                         

 

 إذا وازى ضلعا زاوٌة ضلعً زاوٌة أخرى تساوى قٌاسهما أو تكاملتا وتوازى مستوٌهما. (د 

   ⃡    ⫽  إذا كان:                         ⃡   

   ⃡     ⫽    ⃡     

ن:فإ                      

            ,    ⫽     
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 المعطٌات: 

   ⫽     
            ⃡     

            ⃡     
 المطلوب إثباته:

   ⃡    ⫽    ⃡     

 البرهان:

   {
            ⃡    

            ⃡    
 (معطى)

   {
   ⃡             ⃡        

   ⃡             ⃡        
مستقٌم التقاطع ٌحوي جمٌع النقاط المشتركة بٌن المستوٌٌن )  

 (المتقاطعٌن

⫽    ⃡    إذا لم ٌكن    فً    فسوف ٌقطعه فً نقطة مثل      ⃡   

   {
     ⃡                

     ⃡               
بٌن المستوٌٌن مستقٌم التقاطع ٌحوي جمٌع النقاط المشتركة )  

 (المتقاطعٌن

 (         لإشتراكهما فً نقطة )                

⫽   وهذا خلاف الفرض حٌث       

       ⃡    لا ٌقطع     ⃡   إذن  

      ⃡    ⫽   (ٌتوازى المستقٌمان إذا وقعا فً مستوٍ واحد)      ⃡   

 و.هـ.م

  

 Theorem( : 1مبرهنة ) 7-3

 خطّا تقاطع مستوٌٌن متوازٌٌن بمستو ثالث متوازٌٌن

 



 

 

 الهندسة الفراغٌة )المجسمة( – السابعالفصل 

166 

 

  

  

 

 المعطٌات: 

   ⫽      

     ⃡     ٌقطع     فً  

 المطلوب إثباته:

     ⃡     ٌقطع    

 البرهان:

        لتكن 

⫽    ⃡    نرسم   ( ٌمكن رسم مستقٌم مواز لآخر من نقطة لا تنتمً الٌه)        ⃡   

 (ٌتعٌن مستوي وحٌد بمستقٌمٌن متوازٌٌن)       ⃡    ،     ⃡   بالمستقٌمٌن      نعٌن 

    ⃡     ⫽  (خطْا تقاطع مستوٌٌن متوازٌٌن بمستو ثالث متوازٌٌن)       ⃡   

      ⃡    ٌقطع    فً    إذن

 و.هـ.م

 

  

  

 

 المعطٌات: 

   ⃡    ⫽    ⃡      

   ⃡         

 المطلوب إثباته:

   ⃡    ⫽     

 

 نتٌجة: 7-3-1

 المستقٌم الذي ٌقطع أحد مستوٌٌن متوازٌٌن ٌقطع الآخر أٌضاً 

 

 Theorem( : 2مبرهنة ) 7-4

 إذا توازى مستقٌمان فالمستوي الذي ٌحوي أحدهما ٌوازي الآخر
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 البرهان:

    فٌقطعه بنقطة مثل     ٌوازي لا      ⃡     ذا كانإ

     ⃡    ⫽  (معطى)      ⃡   

 (المستوي الذي ٌقطع أحد مستقٌمٌن متوازٌٌن ٌقطع الآخر)      ٌقطع      ⃡     

          ⃡   وهذا خلاف الفرض لأن  

       لا ٌقطع      ⃡     

      ⃡    ⫽     

 و.هـ.م

  

  

 

 

 المعطٌات: 

 ⃡ ⫽  ⃡     ،      ⃡  ⫽  ⃡   

 المطلوب إثباته:

 ⃡ ⫽  ⃡   

 البرهان:

   ⃡    لتكن 

 (ٌتعٌن مستو وحٌد بمستقٌم ونقطة لا تنتمً الٌه)      نعٌن   ونقطة   بالمستقٌم 

  فسوف ٌقطعه فً         ⃡ إن لم ٌكن 

 (المستوي الذي ٌقطع أحد مستقٌمٌن متوازٌٌن ٌقطع الآخر)   وهذا مستحٌل      ٌقطع    ⃡   

   ⃡        

⃡ إن لم ٌكن  (X)فً  ⫽   ، فٌقطعه فً نقطة مثل    ⃡ 

 (عبارة التوازيوهذا خلاف الفرض )    ⃡ ٌوازٌان   ٌنتج وجود مستقٌمٌن مرسومٌن من 

 ⃡ لا ٌقطع     ⃡   

    ⃡ ⫽  و.هـ.م              ⃡ 

 Theorem( : 3مبرهنة ) 7-5

 المستقٌمان الموازٌان لمستقٌم ثالث )فً الفراغ( متوازٌان
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 المعطٌات: 

            ⃡     

   ⃡           

   ⃡    ⫽     

 المطلوب إثباته:

   ⃡    ⫽    ⃡     

 البرهان:

   ⃡     ،    ⃡         

   ⃡    ⫽  (معطى)     

      ٌقطع      ⃡   لنتج أن      ⃡   ٌقطع        ⃡   لو كان     فً 

 (ٌحوي جمٌع النقاط المشتركة بٌن المستوٌٌن المتقاطعٌنمستقٌم التقاطع )

 وهذا خلاف الفرض حٌث

   ⃡    ⫽     

      ⃡    ⫽    ⃡      

 و.هـ.م

 

 

 

 

 

 

 Theorem( : 4مبرهنة ) 7-6

مستقٌم تقاطع مستوٌٌن ٌوازي كل مستقٌم محتوى فً أحدهما وٌوازي 

 الآخر
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 المعطٌات: 

       

   ⃡    ⫽     

   ⃡    ⫽    ⃡     

 المطلوب إثباته:

   ⃡         

 البرهان:

  فٌكون قاطعاً له فً نقطة          ⃡   إذا لم ٌكن 

 (المستوي الذي ٌقطع أحد مستقٌمٌن متوازٌٌن ٌقطع الآخر)      ٌقطع      ⃡     

⫽    ⃡   وهذا خلاف الفرض حٌث      

 بل محتوى فٌه     لا ٌقطع      ⃡     

 و.هـ.م

 

 

 

 

 

 

 

 نتٌجة 7-6-1

إذا وازى مستقٌم مستوٌاً معلوماً فالمستقٌم المرسوم من أٌة نقطة من نقاط 

 المستوي موازٌاً للمستقٌم المعلوم ٌكون محتوى فً المستوي
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 المعطٌات: 

            ⃡      

    ⃡          

    ⃡         

   ⃡    ⫽    ⃡     

 المطلوب إثباته:

   ⃡    ⫽    ⃡      ،     ⃡     

 البرهان:

   ⃡    ⫽  (معطى)       ⃡   

   ⃡         

     ⃡    ⫽  (توازى مستقٌمان فالمستوي الذي ٌحوي أحدهما ٌوازي الآخرإذا )     

 (معطى)          ⃡       

      ⃡    ⫽    ⃡     

 (مستقٌم تقاطع مستوٌٌن ٌوازي كل مستقٌم محتوى فً أحدهما وٌوازي الآخر -4مبرهنة )

   ⃡    ⫽  (زٌاناوثالث متالمستقٌمان الموازٌان لمستقٌم )      ⃡   

 و.هـ.م

 

 

 

 مثال

مستوٌٌن متقاطعٌن على أحد مستقٌمٌن متوازٌٌن إذا احتوى كل من 

 فمستقٌم التقاطع ٌوازي كلاً من المستقٌمٌن المتوازٌٌن
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 (1-7) ريناتم
 العبارات الآتٌة خاطئة أي منها صائبة وبٌن السبب:. أي من 1

a)  ومحتوي فً      ⃡    فٌوجد مستقٌم وحٌد ٌوازي         ⃡    إذا كان   . 

b)  موازٍ لمستوٍ معلوم.ٌوجد مستوٍ وحٌد 

c) .المستقٌمان الموازٌان لمستوٍ واحد متوازٌان 

d)  ًللمستوي المعلوم.إذا وازى ضلعان من مثلث مستوٌاً معلوماً كان ضلعه الثالث موازٌا 

e) .المستقٌمان المخالفان لمستقٌم ثالث متخالفان 

f)  مستوٌٌن غٌر متوازٌٌن فإنهما ٌتقاطعان بنقطة واحدة.    ،     إذا كان 

g)  فإن          إذا كانت   ⃡               

h) .كل مستقٌم ٌمكن أن ٌمر به عدد غٌر منته من المستوٌات 

i)  ( 3واحدة هو ) المارة بثلاث نقاط مختلفة لٌست على استقامةعدد المستوٌات المختلفة
 مستوٌات.

j) .ٌوجد مستوٍ وحٌد ٌحوي مستقٌمٌن متخالفٌن 

 . صحح ما تراه خطؤ فً العبارات الآتٌة:2

a)  إذا كان ⃡           ،  ⃡ ⃡ فإن        ⃡  .     حٌث      

b) .ٌتقاطع المستوٌان المختلفان فً مستو 

c)  فإن   ٌساوي     والمستوي  ⃡ إذا كان تقاطع المستقٌم  ⃡ ⫽    . 

d)  إذا كان المستقٌم  ⃡ ⫽ ⃡ فإن       .     حٌث           

e)  إذا كان المستقٌم  ⃡ ⃡ فإن             

f) .ٌكون المستوٌان متوازٌٌن إذا اشتركا فً نقطة واحدة على الأقل 

g)  ٌقطع المستوي الآخر.المستقٌم المحتوي فً أحد مستوٌٌن متوازٌٌن 

h)  إذا توازى مستقٌمان ومر بكل منهما مستوٍ وتقاطع المستوٌان فإن مستقٌم تقاطعهما ٌقطع كلا
 المستقٌمٌن.

i) .إذا قطع مستوٍ كلاً من مستوٌٌن متوازٌٌن فإن خطً تقاطعه معهما ٌكونان متخالفٌن 
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   ⃡        ⃡         ⃡        ⃡         ⃡             ,  ⃡      

 ⃡  فٌكون                                       ⃡         ⃡        ⃡         ⃡        ⃡    

 

 

 

 

 

 

 

 

   ⃡     ،    ⃡          

   ⃡        ⃡     ،    ⃡      

 فٌكون                                         ⃡   

 وهو الشرط اللازم والكافً كً ٌكون المستقٌم عمودي على المستوي.

 تعامد المستقٌمات والمستوٌات : 7-7

 تعرٌف:

. المستقٌم العمودي على مستو ٌكون عمودٌا على جمٌع المستقٌمات المرسومة 1

 .من أثره ضمن ذلك المستوي

 اً عٌن من نقطه تقاطعهما ٌكون عمودٌالمستقٌم العمودي على مستقٌمٌن متقاط. 2

 .على مستوٌها
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C   أو        نقطة أما      

⃡ بحٌث   ٌمر من نقطة    ⃡ ٌوجد مستقٌم وحٌد مثل         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   ⃡             

    غٌر عمودي      ⃡   

    مائل على      ⃡   

 .ٌمكن رسم مستقٌم وحٌد عمودي على مستو معلوممن نقطة معلومة . 3

له وغٌر عمودي  إذا كان قاطعاً   𝐗 على المستوي  مائلاً      ⃡ 𝑨𝑩. ٌكون المستقٌم 4

 علٌه.
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    عن   هو بعد النقطة      ⃡   

    و   وهو أقصر مسافة بٌن النقطة  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

⫽   إذا كان                          ⃡              ⃡         

      ,    ثل البعد بٌن ٌم      ⃡   

 ملاحظة:

ً   𝑿 عمودي على  غٌر      ⃡ 𝑨𝑩ٌكون   له  اذا كان مائلاً علٌه أو موازٌا

ٌقال لطول قطعة المستقٌم المحددة بنقطة معلومة وأثر العمود النازل منها على . 5

 .(ويتسبعد النقطة المعلومة عن الم)م المستوي المعلو

 

ٌقال لطول القطعة المستقٌمة العمودٌة على مستوٌٌن متوازٌٌن والمحددة بهما . 6

 .(البعد بٌن المستوٌٌن المتوازٌٌن)

 

 ملاحظة:

 البعد بٌن مستوٌٌن متوازٌٌن ثابت 
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   ⫽  إذا كان                                         

   ⃡         

 فإن                                             ⃡   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 إذا كان                                             ⃡   

   ⃡         

   ⫽  فإن                                        

 .على الآخر اً أحد مستوٌٌن متوازٌٌن ٌكون عمودٌالمستقٌم العمودي على . 7

 

 .المستوٌان العمودٌان على مستقٌم واحد متوازٌان. 8
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 المعطٌات: 

   ⃡    ⫽    ⃡      

   ⃡         

 المطلوب إثباته:

   ⃡         

 

 

 البرهان:

 ( المستوي الذي ٌقطع أحد مستقٌمٌن متوازٌٌن ٌقطع الآخر)              ⃡   

     ⃡    ,     ⃡   نرسم      فً 

     ⃡    ,      ⃡         ثم نرسم

   {
   ⃡    ⫽    ⃡    

   ⃡     ⫽    ⃡    
 (عبارة توازي)

     {
            
            

اذا وازى ضلعا زاوٌة ضلعً زاوٌة أخرى تساوى قٌاسهما )

 (وتوازى مستواهما

 (معطى)           ⃡   

العمود على مستوي ٌكون عمودٌاً على جمٌع المستقٌمات المرسومة من )      ⃡         ⃡        ⃡      

 (ذلك المستويأثره ضمن 

                    

                 

المستقٌم العمودي على مستقٌمٌن متقاطعٌن من نقطة تقاطعهما ٌكون عمودٌاً )          ⃡      

 (على مستوٌها

 و.هـ.م

 Theorem( (5مبرهنة  7-8

 على الآخر حد مستقٌمٌن متوازٌٌن ٌكون عمودٌاً المستوي العمودي على أ
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 المعطٌات: 

   ⃡         

   ⃡         

 المطلوب إثباته:

   ⃡    ⫽    ⃡     

 

 

 البرهان:

⫽    ⃡   إن لم ٌكن     ⃡      

⫽    ⃡   نرسم        من   (مستقٌم وحٌد مواز لأخر من نقطة لا تنتمً الٌه ٌمكن رسم)      ⃡   

 (معطى)           ⃡      

 (المستوي العمودي على احد مستقٌمٌن متوازٌٌن ٌكون عمودٌاً على الآخر)           ⃡      

 (معطى)           ⃡      

 وهذا غٌر ممكن    وجود مستقٌمٌن عمودٌٌن على   أصبح من نقطة 

 (مستقٌم وحٌد عمودي على مستو معلوممن نقطة معلومة ٌمكن رسم )

      ⃡        ⃡     

      ⃡    ⫽    ⃡     

 و.هـ.م

 

 

 

 

 نتٌجة 7-8-1

 واحد متوازٌان المستقٌمان العمودٌان على مستوٍ   
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         ⃡             المعطٌات: 

   ⃡              ⃡        ⃡      

     ⃡           ⃡         ⃡         المطلوب إثباته:

 البرهان:

⫽    ⃡   نرسم    نقطة  من  (عبارة توازي)      ⃡   

 (معطى)          ⃡      

 (اذا توازى مستقٌمان فالمستوي الذي ٌحوي أحدهما ونقطة من الآخر ٌحتوٌها)           ⃡     

 (معطى)       ⃡        ⃡      

فً المستوي الواحد المستقٌم العمودي على احد مستقٌمٌن متوازٌٌن ٌكون )      ⃡         ⃡     

 (عمودٌاً على الآخر

 (معطى)           ⃡      

المستقٌم العمودي على مستو ٌكون عمودٌاً على جمٌع المستقٌمات المرسومة )       ⃡         ⃡      

 ( ضمن ذلك المستوي أثرهمن 

المستقٌم العمودي على مستقٌمٌن متقاطعٌن من نقطة تقاطعهما ٌكون )             ⃡     

 (عمودٌاً على مستوٌهما

 (على الآخراً ٌكون عمودٌالمستوي العمودي على احد مستقٌمٌن متوازٌٌن )            ⃡      

المرسومة المستقٌم العمودي على مستو ٌكون عمودٌاً على جمٌع المستقٌمات )     ⃡           ⃡     

 (من اثره ضمن ذلك المستوي

     ⃡    على عوودٌآ ٌكوى    بالنقطة      ⃡    نقاط من نقطة أٌة ٌصل مستقٌم كل شؤن وهذا

 و.هـ.م

 Theorem (6)مبرهنة  7-9

ذا رسم من نقطة فً مستو مستقٌمان احدهما هنة الأعمدة الثلاثة: إمبر

عمودي على المستوي والآخر عمودي على مستقٌم معلوم فً المستوي 

فالمستقٌم الواصل بٌن اٌة نقطة من نقط المستقٌم العمودي على المستوي 

على المستقٌم المعلوم فً  قطة تلاقً المستقٌمٌن ٌكون عمودٌاً ون

 المستوي
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 المعطٌات: 

      

   ⃡         

   ⃡         

   ⃡        ⃡     

 المطلوب إثباته:

   ⃡        ⃡     

 البرهان:

      ⃡        ⃡    إن لم ٌكن 

ٌمكن رسم مستقٌم عمود وحٌدعلى مستقٌم معلوم من نقطة لا )      ⃡         ⃡   نرسم    من نقطة 

 (تنتمً له

 (معطى)           ⃡      

 (مبرهنة الأعمدة الثلاثة)       ⃡        ⃡      

 (وحٌدعلى مستقٌم معلوم من نقطة لا تنتمً لهٌمكن رسم مستقٌم عمود )      ⃡         ⃡      

       

     ⃡        ⃡      

      ⃡        ⃡     

 و.هـ.م

 الاعمدة الثلاثة (6)نتٌجة مبرهنة  7-9-1

اذا رسم من نقطة لا تنتمً الى مستو معلوم مستقٌمان احدهما عمودي 

على مستقٌم معلوم فً المستوي.  يعلى المستوي والآخر عمود

على المستقٌم  فالمستقٌم الواصل بٌن أثري العمودٌن ٌكون عمودٌاً 

 المعلوم فً المستوي
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نقطة لٌست فً مستوي هذا المثلث بحٌث   ,   قائم الزاوٌة فً     مثلث  .1

  ̅̅ ̅̅      ̅̅̅̅̅       ,  ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅  برهن أن  ̅̅  .   عمودي على مستوي المثلث  ̅̅

  المعطٌات:

  قائم الزاوٌة فً      المثلث 

           

  ̅̅ ̅̅    ̅̅̅̅̅  

  ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅  

 المطلوب إثباته:

  ̅̅ ̅̅        

 البرهان:

         المثلثان 

  ̅̅ ̅̅  (معطى)  ̅̅̅̅̅   

  ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅  

  ̅̅  مشترك  ̅̅

 (لتساوي ثلاثة أضلاعٌتطابق المثلثان )   

 من التطابق ٌنتج

                 

     ̅̅ ̅̅  (معطى)                    ̅̅̅̅̅   

  ̅̅ ̅̅    ̅̅  (بالبرهان)                    ̅̅

     ̅̅ ̅̅ المستقٌم العمودي على مستقٌمٌن متقاطعٌن من نقطة تقاطعهما ٌكون عمودٌاً )        

 (على مستوٌهما

 و.هـ.م
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2.   ̅̅ ̅̅  سم على الدائرة ر    قطر فً دائرة من نقطة مثل  ̅̅ الدائرة عمودي على مستوي  ̅̅

̅̅  برهن ان   .     عمودي على المستوي  ̅̅

 المعطٌات:

  ̅̅   قطر دائرة ̅̅

 على الدائرةنقطة   

  ̅̅  عمود على مستوي الدائرة ̅̅

 المطلوب إثباته:

  ̅̅ ̅̅        

 

 

 

 البرهان:

     ̅̅   (معطى)    مركزها  قطر دائرة ̅̅

 )قطر دائرة قائمةالزاوٌة المحٌطٌة المرسومة فً نصف )              

     ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅   

̅̅   أي أن ̅̅  (معطى)          

     ̅̅ ̅̅    ̅̅ ً  المستقٌم العمودي على)  ̅̅ على جمٌع المستقٌمات المرسومة من  مستو ٌكون عمودٌا

 (أثره ضمن ذلك المستوي

  ̅̅ ̅̅ من نقطة تقاطعهما ٌكون عمودٌآ المستقٌم العمودي على مستقٌمٌن متقاطعٌن )        

 (على مستوٌهما

 و.هـ.م
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 (2-7) ريناتم
̅̅  ,    مثلث قائم الزاوٌة فً      . 1 ̅̅          ,  ̅̅ ̅̅ ̅̅  رسم          ̅̅  

̅̅  بحٌث         ̅̅ ̅̅  جد طول            ̅̅ . 

 لا ٌتوازٌان.برهن على ان المستقٌمٌن العمودٌٌن على مستوٌٌن متقاطعٌن . 2

̅̅̅̅̅  ,          ,       فً . 3         ,  ̅̅̅̅̅        ,  ̅̅ ̅̅          ,

̅̅  فإذا كان  ̅̅  عمودي على  ̅̅̅  .     ,جد  ̅̅

 

 

 

 

 


