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 الممدمة

لٌست ببعٌدة بإعادة النظر فً الكتب المنهجٌة بهدف تطوٌرها  مدةللتعلٌم المهنً منذ  ةتهتم المدٌرٌة العام

 .عامةستبدالها  لتتماشى مع المستوى المتصاعد للمناهج فً أرجاء المعمورة اوتعدٌلها أو 

بأتجاه التكامل مع التجارب الدولٌة  للتعلٌم المهنً بخطوة أٌجابٌة ةولد باشرت شعبة المناهج فً المدٌرٌة العام

فروع التعلٌم المهنً لٌسهم  غالبٌةبإعادة تألٌف كتاب الرٌاضٌات ل هذه لخطوةافً المناهج الحدٌثة .ولد تمثلت  ةالمتمدم

طبٌمات بالت ةالكتاب الجدٌد فً تأصٌل المهارات الضرورٌة اللازمه لابنائنا الطلبة بأسلوب مبسط ٌخلو من التعمٌد وبالاستعان

 .هذهالاشكال التً تدعم عملٌة اكتساب المهارات الجداول وو

ن تكون أ والفنون التطبٌمٌة د عملنا عند وضع الاهداف السلوكٌة لتدرٌس علم الرٌاضٌات لفرع التعلٌم الزراعًلو

لأستٌعاب دون المفاهٌم الرٌاضٌة معروضة فً المنهج بطرٌمة مبسطة وبأستخدام عبارات سهلة وأمثلة بسٌطة ولابلة ل

 وجدٌة المادة الرٌاضٌة . صعوبةرهاق من لأالشعور بالملل أو ا

)) الرٌاضٌات فً حٌاتنا ((  هــ( فً كتابZlatka Shporerٌمول الرٌاضً والمربً الٌوغسلافً الشهٌر)زلاتكاشبورٌر 

ساسٌة فً عرض المفاهٌم الرٌاضٌة(( لأطرٌمة المسلمات اإستخدام لذلن علٌنا و))لمد أصبحت الكتب المدرسٌة أكثر تجرٌداً 

كما ٌمول )) من أجل الرٌاضٌات لٌس من الضروري أن تكون مبتذلاً... ومن أجل العرض المبسط لاتوجد ضرورة لتفسٌر 

نضع  لا  أ  ن لا ٌكون مملاً بالضرورة (( . لذلن فمد عملنا على  أن المدخل الجدي فً الرٌاضٌات ٌجب أكل شً بسٌط ... كما 

موسعاً للبنٌة الرٌاضٌة التً تضمنها الكتاب ، كما أن التكرارات الكثٌرة للأمثلة   كتابنا هذا براهٌناً مطولة أو وصفاً  فً متن

دراسته فً المراحل السابمة وأضافة شًء جدٌد له لاٌعد نمصاً فً  تن تمألى ما سبك وإفً الكتاب مع المراجعة المستمرة 

 .الكتاب بل نعده من أهم محاسنه

فصول تبدأ ثمانٌة من  ألفمن كتابٌن تم إعدادهما لطلبة المدارس الزراعٌة وٌت الثانًهو الكتاب هذا  الكتاب   

 الفصل الثالثوٌتناول  الغاٌة والأستمرارٌة، أما الفصل الثانً فأنه ٌتناول  الأسس واللوغارٌتماتول الذي ٌتناول لأبالفصل ا

 هذاالعلم  بتتابع منسك ٌتٌح للطالب تلمس طبٌعة(علم الأحصاء 7، 6، 5، 4) فٌما تناولت الفصول، تفاضل حساب ال

وأدران ماهٌة مماٌٌس النزعة المركزٌة ومماٌٌس التشتت أو الأختلاف ومعاملات الأرتباط والأنحدار كما تناول موضوع 

أضافته لٌتمكن الطالب من  تمد تممباديء نظرٌة الاحتمالات . أما الفصل الثامن الذي ٌبحث بالمصفوفات والمحددات ف

تم أضافة بند خاص معزز بالصور التوضٌحٌة لاستخدام ومن الجدٌر بالذكر انه  .استخدامها فً حل المعادلات الخطٌة

وبذلن نكون لد سجلنا لكتابنا هذا واللوغارٌتمات والاعداد الممابلة الى اللوغارٌتمات الحاسبة فً أٌجاد لٌم النسب المثلثٌة 

 .ٌصال المعلومةإهذا الاسلوب المبتكر فً مثل ن أستخدم أول حٌث لم ٌسبك لكتاب منهجً فً علم الرٌاضٌات السبك الا

وبمعدل حصتٌن لكل  لاتًلى الولت المخصص لكل فصل والذي تم الاتفاق على ان ٌكون كاإشارة وهنا لا بد من الأ

 أسبوعاً ( . 25ما مجموعه ) أسبوع و

 أسابٌع أربعة  ولالفصل الأ  

 أسابٌع ثلاثة  الفصل الثانً  

 أربعة أسابٌع  الفصل الثالث  

 أسابٌع ثلاثة  الفصل الرابع  

 أسابٌع ثلاثة         الفصل الخامس  

 أسبوعٌن     الفصل السادس

 أسبوعٌن  الفصل السابع

 أسابٌع أربعة  الفصل الثامن  

 ً ً فً ٌومه إلا لال فً إٌمول ))  الذي للكاتب الشهٌرة  ةنستشهد بالممول وختاما نً رأٌت أنه لا ٌكتب أنسان كتابا

غده : لو غٌر هذا لكان أحسن ، ولو زٌد كذا لكان ٌستحسن ، ولو لدم هذا لكان أفضل ، ولو ترن هذا لكان أجمل ، وهذا من 

 المدرسٌن أن ٌوافوننا  انناستٌلاء النمص على جملة البشر ((.  آملٌن من أخواأعظم العبر للانسان ، وهو دلٌل على 

 ملاحظاتهم  بهدف التطوٌر والله الموفك .

 المؤلفون                                                                               
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 ومن ... بالرٌاضٌات ٌنمٌه فعلٌه أن أراد ومن ...بالرٌاضٌات فعلٌه عمله ٌختبر أن أراد من ((

   )) بالرٌاضٌاتفعلٌه  وموهبته ذكاءه ٌصمل أن أراد

 فً الكتاب ةعض المختصرات والرموز المستخدمب

الطرف الاٌسر                        .1  

 الطرف الاٌمن                         .2

 مجموعة الحل                  .3

 المحور الافمً (      ) .4

 المحور  العمودي (      ) .5

 مجموعة الاعداد الحمٌمٌة   .6

  مجموعة الاعداد النسبٌة   .7

 مجموعة الاعداد الصحٌحة   .8

 مجموعة الاعداد الطبٌعٌة    .9

  لكل   .10

 ٌوجد على الالل   .11

 ٌنتمً     .12

بحٌث     .13  

14.  ( ) :      الدالة       

15.    :         x    التغٌر فً لٌمة

16.     
    

صغٌر وٌمترب من   الصفر   أي)   ) x الغاٌة عندما  التغٌر فً لٌمة     

17. 
  

  
 المشتمة الاولى  ( )        

18. 
   

   
 المشتمة الثانٌة     ( )          

للمنحنً    .19 المماس  مٌل  
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 لاولا لفصلا

 الأسس واللوغارٌتمات

 الاهداف السلوكٌة:

 -ن :أان ٌكون لادراً على هذا الفصل  ٌنبغً على الطالب فً نهاٌة 

 وجد للتعبٌر عن  عملٌة الضرب المتكرر لعدد ما .  سٌدرن  ان مفهوم الأس .1

وٌفهم معنى الأس  ةو سالبأ ةاً صحٌحه موجبأعدادٌتمن لوانٌن الأسس عندما تكون  .2

 .الكسري

 .ٌستخرج مجموعة الحل للمعادلات الأسٌة  .3

4.  ً  .ٌمٌز الدالة الأسٌة وٌستطٌع تمثٌلها بٌانٌا

الصٌغة الى الصٌغة الأسٌة  منلمفهوم اللوغارٌتم وٌتمكن من التحول  ةٌدرن الحاج .5

 اللوغارٌتمٌة او بالعكس  بسهولة .

 .لاي أساس  عدادٌستطٌع استخراج لوغارٌتمات الأ .6

 التً تمثل لوى صحٌحة للعدد لؤعداداللوغارٌتمات العشرٌة لٌجاد إسلوب أٌستوعب  .7

01 . 

( e  ساسللؤ(وهو لوغارٌتم ln)الى وجود اللوغارٌتم الطبٌعً )  ةٌدرن الحاج .8

 ن له خواص اللوغارٌتم الاعتٌادي ذاتها .أدران أوٌتمكن من 

 ٌستخرج مجموعة الحل لبعض المعادلات اللوغارٌتمٌة . .9

ً ٌمٌز الدالة  .11  . اللوغارٌتمٌة  وٌستطٌع تمثٌلها بٌانٌا
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 لأوللفصل اا

 الأسس واللوغارٌتمات
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 .اللوغارٌتمات الطبٌعٌة [1-2-4]
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 الدالة الأسٌة   [1-1] 

    تمهٌد

خلاصة للتعارٌف والنظرٌات التً سبك وإن تعلمتها فً المراحل  السابمة حول  سنمدم فً البند هذا 

وذلن على سبٌل المراجعة التً صحٌحا موجبا الأسس حٌث تعرفنا على مفهوم الأس عندما ٌكون عدداّ  

  سٌبنى علٌها  الفصل هذا حٌث سنعالج كون الأسس أعداداً نسبٌة أو حمٌمٌة .

 -الأسس :

ا السابمة انه ٌمكننا التعبٌر عن الضرب المتكرر بطرٌمة مختصرة  فمثلاً الممدار تعلمنا فً دراستن
فً نفسه وتمرأ  :ٌدل على عدد مرات ضرب العدد  ;فالعدد     بالصٌغة   ٌعبر عنه         

 -( وٌمكننا تعمٌم ذلن كما ٌلً : :للعدد  ة( أو ) الموة الرابع ;أس    :)

 -تعرٌف الأس :

                          من المرات  الى                     

 

 -ملاحظات :

 

 فشد٠بً أٚ صٚخ١بً.   ٠ىْٛ ػذداً ِٛخجبً فٟ زبٌخ وْٛ الأط    ػذداً ِٛخجبً فئْ    إرا وبْ  .1

 -:٠ىْٛ   جبً فئْ عبٌػذداً    إرا وبْ  .2

 صٚخ١بً     ِٛخجبً فٟ زبٌخ وْٛ الأط   اً ػذد. 

  ًفشد٠بً .       جبً فٟ زبٌخ وْٛ الأط عبٌ  ػذدا 

 جد ناتج ماٌأتً : -:0مثال 

1)          

2)            

3) (  )  (  )  (  )  (  )     

4) (  )  (  )   (  )  (  )  (  )  (  )  (  )     
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 لوانٌن الأسس عندما تكون أعداداً صحٌحة موجبة [1-1-1] 

فً أدناه تكون صائبة عندما تكون الأسس أعداداً صحٌحة موجبة ، تعلمنا من دراستنا  السابمة إن الموانٌن المدونة 

 1     1                         :        أي إن

 الأساسات ساويلانون  ضرب الأسس: عند الضرب تجمع الأسس بشرط ت .0

          
 

 جد ناتج ماٌأتً:  -:2مثال 

1)               

2)                    
3)                        

 الأساسات ساويالأسس بشرط ت تطرح  مسمةالأسس: عند اللسمة  لانون   .2

  

  
 {

                  
 

    
                     

                 ،    

 

 جد ناتج ماٌأتً: -:3مثال 

1) 
   

  
           

2) 
  

   
  

 

     
 

 

  
 

3) 
  

  
   1    

    -:بأبسط صورة  الآتًأكتب الممدار    -:4مثال  
        

        

                                :الحل
        

         
     

      
  

   

  الأسس ضربت رفعالأسس: عند ال رفعلانون . 3

(  )       ،     (  )       
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 -كما ٌمكننا الأستنتاج مما سبك أن :     

1. (  )  (  )                                 
2. (     )                          1   1            

3. (
  

  )  
   

                            1   1           

( ) ( )   (  )لاحظ أن          -:5مثال       ( ) ( )     
  (  )  (  )وهكذا ٌكون  

 صورة:             بأبسط  أختصر الممدار الآتً  -:6مثال 
(  )       

   (  )    

      -الحل :         
(  )

 
      

   (  )
 
  

 
           

           
           

     
     ( )

    
  

    

  أثبت أن     -:7مثال 
(  )        (   ) 

( )      (  )   (  )        

      -الحل :         
(  )        (   ) 

( )      (  )   (  )    
   

(  )        (  ) 

(  )      (  )   (  )    
                      

  
              

                    
 ( )           ( )        

         ( )   ( )  ( ) (  )            

  1اي عدد حمٌمً )عدا الصفر( مرفوع للاس صفر ٌساوي     -الأس الصفري:لانون  . 4

(1  )                 -اذا كان  :       

 0                            -فان :     

   -:8مثال  

 ؟     ( )   ( ) لٌمة الممدار   ما                                

               0         ( )   ( )        -الحل :          
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     الأس الصحٌح السالب لانون  . 5

    
 

  
 

 -ولتوضٌح معنى الأس الصحٌح السالب المعطى بالتعرٌف اعلاه لاحظ  المثال الآتً :

  -: 9مثال 

 ؟     ( )    ( ) ما  لٌمة الممدار               

   -الحل :           

( )    ( )          
0

   
    

  

   
 0 

                  

  بسط الممدار  -:11مثال 
( )  ( )  ( )  

( )   ( )   ( )  ( ) 
 -الى أبسط صورة ممكنه :  

  -الحل:

                        
( )  ( )  ( )  

( )   ( )   ( )  ( ) 
  

( )    ( ) 

 ( )   ( )      ( )   
 

 
( )     ( )      ( ) 

( )  ( )  
 

( )     ( ) 

  
 

00  
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 أعداداً صحٌحةً موجبةً . أختصر الممادٌر الآتٌة بحٌث تكون الأسس   .1

a) 
( ) ( )  ( ) 

( )   ( ) 
  

b) 
( ) (       )

( )  ( ) 
 

c) 
(  )  (  ) 

( )  (  ) 
 

  .  ضع كل من الممادٌر الآتٌة  بأبسط صورة .2

a) 
         

  
       

        

  
       ,    1 

b) 
(     )  (    ) 

(    )  
          ,      1 

c) 
(   )     (   ) 

(   )
        ,      1 

       -ثبت أن :أ .3

                        
( )  

( )                               a) 

  b) 
( )  ( )  

  (   )                      

 

 

 

 

 

(1-1تمارٌن)  
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 :لوانٌن الأسس عندما تكون أعداداً صحٌحة] [1-1-2

ن ان موجبان صحٌحاعدد      حٌث            أن  1]-1- [1البند  تعلمنا فً 

ً هذا المانون  ن نحاول تعمٌم والآ ً أو كلٌهما سالبا فإذا البرهان للاطلاع(،  (عندما ٌكون أحد الأسس سالبا

عدد صحٌح موجب    حٌث       عندئذ نفرض أن    فرضنا أن أحد الأسٌن عدد صحٌح سالب ولٌكن 

 -وعلٌه ٌكون :

                   
0

  
 

             -ٌكون :      كانت  فإذا
  

           (  )       

            -ٌكون :      كانت  إذاو
 

    
 

 

  (   )
         (  )       

حٌث ان                   عدداً صحٌحاً سالباً  فأننا سوف نفرض أن       كان كل من  إذاأما 

 -عدد صحٌح موجب . وٌترتب على ذلن أن :       من  كلاً 

                 
0

  
  

0

  
 

0

    
   (   )         (  ) (  )       

 -(  ٌكون :1= )وفً حالة كون أحد الأسٌن صفراً ولٌكن 

                  0               

ً وبذلن ٌكون لانون الأسس فً الضرب والذي كان ص     للؤسسالصحٌحة الموجبة ، صائباً أٌضاً  للؤسس ائبا

الموانٌن  وابالذي أتبعناه  فً أعلاه نستطٌع إثبات ص ذاته السالبة والصفر. وبالتسلسل المنطمً ةالصحٌح

 أو الرفع . ةخرى فً المسمالأ

أختصر الممدار الآتً   -:11مثال 
,( )      ( ) - 

,( ) ( )- 
 بحٌث تكون الأسس أعداداً صحٌحةً موجبةً . 

 -الحل:

,( )      ( ) - 

,( ) ( )- 
 

( )       ( ) 

( )      ( ) 
  

0

( )       ( ) 
 

0

( )  
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 بأبسط صورة   ضع   الممدار الآتً -:02مثال 

(
     

     )
   (

      

   
)      ,      1 

  -الحل :  

(
     

     )
   (

      

   
)  

     

        
       

      
 

       
       

 
         

 لوانٌن الأسس عندما تكون أعداداً نسبٌة -تعرٌف الأس الكسري  [1-1-3]

 فأن      0             إذا كان -الكسري : الأس

 √   
  

 

    

           1     حٌث  

  وبصورة اخرى          
 

  ( 
 

 )  (  )
 

 

   

 مع مراعاة الشروط الوارده اعلاه  

        (  ) ن فأن ان نسبٌاعدد     عدداً حمٌمٌاً موجباً وكان كل من     إذا كان -: ةمبرهن

. 

 -البرهان )) للاطلاع ((:

  نفرض أن 
 

 
     

 

 
 -فٌكون :   0       0  ، أعداد صحٌحه          حٌث   

      (  )   ( 
 
 )

 
  ,( 

 
 ) -

 
  (,( 

 
 ) - )

 
  ,( 

0

 )
0

 -    
  

  

  
 

 
   

 

             

           ن فأن انسبٌن اعدد     عدداً حمٌمٌاً موجباً وكان كل من     إذا كان -: ةمبرهن
 -لبرهان )) للاطلاع ((:ا

  نفرض أن 
 

 
     

 

 
 -فٌكون :   0       0  أعداد صحٌحه ،         حٌث    

    
 
   

  
      

     
 
   

  
   

             
  
      

    
  
   ( 

 
  )   ( 

 
  )   ( 

 
  )      

                  ( )
     

    ( )
  

  
 

  

   ( )
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 فأن                مجموعة الأعداد النسبٌة وكانت     إذا كانت  -: ةنتٌج

           

خٌرتٌن أن لوانٌن الأسس التً استخدمناها عندما كانت  الأسس ٌتضح لنا من خلال المبرهنتٌن الأ -ملاحظة :
 عندما نستخدم ألأعداد النسبٌة كأسس . ائبةً أعداداً طبٌعٌةً  أو صحٌحةً تبمى ص

    عدداً حمٌمٌاً موجباً         لٌكن كل من    -مبرهنة :
 
 -فأن :  0     

 ) √   
 

 √ 
 

   √ 
 

  
 

    
 

    

 ) √
 

 

 
 

√ 
 

√ 
  

 
 
 

 
 
 

  

 عبٌجبً   b اٚ  a ػٕذِب ٠ىْٛ  بئجخرىْٛ ط خػذداً طس١سبً فشد٠بً ِٛخجبً فأْ اٌّجشٕ٘   nإذا كان  -ملاحظة:

 جد ناتج كل مما ٌأتً : -: 13مثال 

1. (√ 
 

)  ( 
 

 )   
 

  

2. (√       )  ( 
 

   
 

 )  ( 
 

    )     
 

 
            

 

      

3. √ 1  √(  ) ( )  √    √   √  

4. √
 

  
 

√ 

√  
 

√ 

 
 

5. √ 1 110
 

 √
  

    

 
 

√  
 

√    
   

  

  
   1 0 

6. √(0  )   
  √1 110  

 
 (0  )

  

  .
  

     
/

 

 
 

        ,( ) -
  

  (
  

   )
 

  ( )   .
 

  
/  

 

 
  

 

 
  

 

  
  

7. (√   
  √  )   (

    
 
 

   
)

 

  ( 
 

   
 

 )   (     
 

      )
 

  

                     

8. (
 

  
)
 

  ( 
  

  )
 

  
 
  

 
 

 
  

 
 

  
  

    
 

 
  

9. √          ,( )        -
 

  (  )
 

  (  )
 

  (   )
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بسط الممدار   -:41مثال  
 

√  √ 
ً  عدداً  لٌكون ممامه    . نسبٌا

 -الحل :

 

√  √ 
  

 

√  √  
  

√  √ 

√  √  
  

√  √ 

(√ )
 
 (√ )

  
√  √ 

    
 

√  √ 

  
         

         من بسط الكسر وممامه فً المثال السابك والذي ضربنا به كلاً   √  √ٌسمى الممدار     

  .بـ)العامل المنسب( والذي ٌعرف بأنه الحدانٌة  الجبرٌة  التً تحول ممام الكسر الى عدد نسبً

بسط  الممدار  -:15مثال 
 

 √   
 لٌكون ممامه عدداً نسبٌاً . 

 -الحل :

 

 √   
  

 

 √   
  

 √   

 √   
 

 √   

( √ )
 
 ( ) 

 
 √   

( ) ( )  
 

 √   

  
  

4         -أثبـت  أن: -:16مثال 
 

  
 
   √( )   

 √   
5

 

 

   

 -الحل:

       (
   

 
   √( )   

 √   
)

 
 

  (
(  )  

 
    

 
   

 
 

   
  
 

)

 
 

 

 4
( )   

 
    

 
   

 
 

( )  
  
 

5

 

 

   .    
 

 
 

 

 
 

 

 
   

 

  /

 

 
 

 (   )
 
              

       -أن : أثبت   -: 0مثال 
(0
 
   0)

  
  0

√ 
 
  

  0
   0  

 -الحل:

      
 (

 
 
    )

 

     

√       
 

(  )(
 
 
    )      

√(  )      
 

( )(   )      

 
  
      

 

         
( )(   )     

        
(     ) (     )

   (      )
 

  (     )

  (     )
    

   

   
 

 

     
  
   

 

 

                 
  
 

 

 (0 ) 
 

 
 0          
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 -جد لٌمة كل من الممادٌر العددٌة الآتٌة : .1

a) 
√  
 

  √  
 

√  
 

 √ 
  

b) (√  
 

)
  

  

c) √√   
 

 

d) 2   (  )    
 -:من الممادٌر الآتٌة لٌكون الناتج بأسس موجبة  بسط كلاً  .2

a) 
  ( )             

     ( ) ( )    

b) 
(  )  (  )   

(   )  ( )
   

 

 

c) 
  

    
   

         ,   1 

d)      (       )    ,      1 
 -:أثبت صحة المتطابمات الآتٌة .3

a) 
            

                      

b) 
           

( )                    

c) 
( ) ( )     (  )

  
 
 

( ) ( )     (   )
  
 

 
  

  
  

d) . (
          

  (   ) )   (
    

 (   )(   ))/

 

 
 

 

 
 

   -عدداً نسبٌاً :  لٌكون ممامهابسط الممادٌر الآتٌة  . 4

a) 
√  √ 

√  √ 
 

b) 
√   

√   
 

c) 
√ 

  √ 
 

(0-2تمارٌن)  
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 خواصها  –تمثٌلها بٌانٌاً  -الدالة الأسٌة  [1-1-4] 

أطلعت عزٌزي الطالب  فً البنود السابمة على لوانٌن الأسس عندما تكون أعداداً صحٌحةً أو نسبٌةً .       
حمٌمٌة  دون الخوض فً تفاصٌل  سوف نمبل الموانٌن السابمة  للؤسس  عندما تكون أعداداً  البند هذاوفً 

 برهان ذلن 

  -تعرٌف :

      ٌساوي الواحد فأن الدالة   عدداً حمٌمٌاً موجباً لا a  كان إذا
  ( )           

 (( ة)) الدالة الأسٌة(( وهً دالة من نوع التمابل )) أي انها دالة شاملة ومتباٌن   سمىت

 -وٌمكن أعادة صٌاغة التعرٌف أعلاه  كما ٌلً :

  -تعرٌف :

 هً هذا التطبٌك  ولاعدة ألتران   الى   نها تطبٌك من  با   ( )   تعرف الدالة الأسٌة 

   ( )          
 * +   ,       

  -ٌأتً :ومن أمثلة الدالة الأسٌة ما

1.    ( )       
2.    ( )      

3.  √  ( )   (√ )
 

   

4.   

 

 ( )  (
 

 
)  

    ومنه ارسم منحنً الداله ( )   رسم منحنً الدالة الأسٌة ا   -:18مثال 

 

 ( ) . 

موم بتكوٌن جدول لٌم تعوٌضٌة للدالة بهدف استخراج أزواج ،   ن  ( )        حٌث أن     -الحل :  

جزء من التمثٌل   ها للحصول علىفٌما بٌن توصٌلالعلى المستوي الاحداثً و نماطبشكل  مرتبه تمثل 

 البٌانً  للدالة 

    0 1  0         

      0 
0

 
 

0

 
 

0

 
    ( ) 

  أما بالنسبة للدالة  

 

 ( )  (
 

 
  ،( )        فأنه من الملاحظ   أن الدالتٌن           (

    

 

ٚثزٌه ٔغزط١غ سعّٙب ثبلاػزّبد ػٍٝ ٘زٖ اٌسم١مخ  ٚوّب     yتناظر أحداهما الاخرى حول المحور ( ) 

 -: فٟ اٌظفسخ اٌلازمخ( 4-1فٟ اٌشىً)
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( وكما أسلفنا فأن        0       حٌث ) ( )       =  ٚثبٌّثً ٠ّىٓ أْ ٔزٕبٚي أ٠خ داٌخ زم١م١خ  

 إذانه إتسمى )) الدالة الأسٌة (( وهً تتمتع بخواص الأسس التً درسناها فً البنود السابمة .أي  الدالة هذه
 -فأن :         0   كان 

1.    ( )   .    ( )      (   ) 

2. 
   ( ) 

   ( )
    (   )  

3. [   ( )-        (   )   

 ( )       =  تعط خٕاص انذانح الأسٛح    

        ( )     ( )     ( )     ( )   إرا لّٕب ثشعُ ِٕس١ٕبد اٌذٚاي     

   , …                     وكذلن الدوال :

 

 ( )  ,   

 

 ( ) ,    

 

 ( ) ,    

 

 ( ) 

 -فأننا سوف نجد مجموعتٌن من المنحنٌات :

 . xكلما تزاٌدت لٌمة    f a (x)ز١ث رزضا٠ذ ل١ُ اٌذاٌخ  0  ػٕذِب  دٚاي رضا٠ذ٠خ .1

0دٚاي رٕبلظ١خ  ػٕذِب  .2  .  xكلما تزاٌدت لٌمة  f a (x)ز١ث رزٕبلض ل١ُ اٌذاٌخ   1   

ذه المنحنٌات ) لاحظ ان الظاهر فً لبعض ه  فً الصفحة اللاحمة المخطط البٌانً(4-2وفً الشكل )

والثلاثة الاخرى فٌها   0  جزء من المنحنً ولٌس المنحنً كله( ثلاثة منها ٌكون فٌها  الرسم هو

0 فٟ اٌّدّٛػخ الاٌٚٝ وّب    ل١ُ  د اٌّدّٛػخ اٌثب١ٔخ ٌزىْٛ ِمٍٛثب فٟ    ولد أخترنا لٌم  1   

 .(0 1)  ٔلازع اْ خ١ّغ إٌّس١ٕبد رّش ثبٌٕمطٗ  
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 -نرى مما سبك إن : 

 دالة  متباٌنة :( )             الدالة .1
                    

           الدالة .2

 

 دالة  شاملة :  ( ) 

أي إن المدى   +1      *كما إن المدى هو    ومجالها الممابل هو     هو   مجال

 ٌساوي المجال الممابل .
 ومتباٌنه . دالة  متمابلة لأنها دالة شاملة   ( )             الدالة .3

 المعادلات الأسٌة  [1-1-5]
المعادلة الأسٌة هً المعادلة التً تحتوي على مجهول فً الأس  ، وطرٌمة حلها تعتمد على الحمٌمتٌن 

 الآتٌتٌن :
 .   0  حٌث       yفأن          إذا كان  .1

 0    حٌث 1      فأن            إذا كان .2

 -حل المعادلات الأسٌة الآتٌة : -:19مثال 
1) 0            
2)              

 -الحل:

1) 0            
        ,( ) -                                           

                              
  

 
  0   

            * 0+ 
2)           

    1            
            *  + 
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 -حل المعادلات الأسٌة الآتٌة : -:21مثال 

1) 0   
 

 
                2)                         3)      0     

4)                 
 -الحل:

1) 0   
 

 
    

,( ) -  ( )   
( )   ( )   

    0 

  
 0

 
 

     *
 0

 
+ 

2)           

          
         

       1 
(   )(  0)  1 

1                                    أما                
0                                  أو            1     0 

     * 0   + 
3)       0  

           
     1  

      

   
 

 
 

     *
 

 
+ 

4)                 
    0  1   

    0    
     
      

     *     + 
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 -فٟ وً ِٓ اٌّؼبدلاد ا٢ر١خ  :  مجموعة الحلجد  .0

a) (1 10)   011 

b) (1 0)    01 

c)     √        1   

d) 0           

e)                

f)   (   )(   )  
 

  
 

g)  
 

     

h) 01  
  

√    
 

بصورة       بٌانٌاً ومن المخطط البٌانً جد لٌمة    ( )           ِثً اٌذاٌخ الأع١خ  2.  

 ذمشٚثٛح . ثظٛسح   xجد لٌمة       علمت أن   إذاتمرٌبٌة ، و

 

 

 

 

 

 

 

 

(0-3تمارٌن)  
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 الدالة اللوغارٌتمٌة والموانٌن الأساسٌة لها [1-2] 

وهكذا وبذلن ٌكون العدد    0                      لمد عرفنا فً موضوع الأسس أن 

هو  16ولٌكون الناتج  3هو العدد  8ولٌكون الناتج   2هو العدد  4لٌكون الناتج  2الذي ٌوضع أساً للؤساس 

 2،3،4فً الامثلة أعلاه ٌسمى ))الأساس (( بٌنما   كل من الأعداد  2كما اننا أوضحنا ان العدد  4العدد 

 فانها تسمى )) الناتج (( . 16،  8،  4تسمى )) الأس (( أما الأعداد 

ً للعدد  فان التسلسل المنطمً الذي  251لٌكون الناتج  5فإذا اردنا ان نسأل )) ما هو العدد الذي نجعله أسا

 -سوف نتبعه فً الحل هو كالآتً :

   0                        

   0أسم )) لوغارٌتم (( العدد ٌطلك علٌه  125لكً ٌنتج العدد   ( والذي ٌجعل أساً للؤساس  ن العدد )إ

للؤساس    0))  لوغارٌتم  العدد  وهو ٌعبرّ رمزٌاً عن العبارة،    0    وٌرمز له بالرمز    للؤساس 

 -:((  ٌساوي   

 للصٌغة الأسٌة والعكس صحٌح . عكسٌةنلاحظ من ذلن ان الصٌغة اللوغارٌتمٌة هً صٌغة      

 اساسها عدد حمٌمًالتً الدالة اللوغارٌتمٌة  [1-2-1] 

لبل أن ندخل فً تفاصٌل الدالة اللوغارٌتمٌة سنطلع أولاً على سلون الدالة العكسٌة عن طرٌك ملاحظة 

 -المثال الآتً:

+        0*  لتكن  ( ) بحٌث   +      0 0 *   -نلاحظ إن :      

 (0)   0  (0  0) 

 ( )  0  (  0) 

 ( )    (   ) 

 ( )    (   ) 

 ( )    (   ) 

ٌمترن بعنصر وحٌد فمط من عناصر المجال الممابل للدالة كما   أي إن كل عنصر من عناصر مجال الدالة 

   +(   ) (   ) (   ) (0  ) (0  0)*إن بٌان الداله هو : 

+      0 0 *  والآن لتكن  ( ) بحٌث   +        0 *   
   

 
  -نلاحظ إن : 

 ( 0)  0  ( 0 0) 

 (0)    (0  ) 

 ( )    (   ) 

 ( )    (   ) 

 ( )    (   ) 

عناصر مجالها بعنصر وحٌد من عناصر مجالها الممابل عنصر من دالة لانها تمرن كل  ( ) اي ان 

     ٌمثل الدالتٌن  فً الصفحة اللاحمة والمخطط السهمً 
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بأنها دالة    صلً وتوصف  الدالة وتعٌد الصورة الى وضعها الأ  تمحو أثر ألدالة   لاحظ إن ألدالة 

مجرد رمز ولا تعنً    ))إن  .      بالرمز    ، كما ٌرمز للدالة   عكسٌة للدالة 
 

 
   )) 

ولو تمعنا فً   +0*     حٌث        لمد تعلمنا فً البند الخاص بالدالة الأسٌة إن   

الدالة اللوغارٌتمٌة  هً الدالة العكسٌة مثلة التً أوردناها فً شرحنا لمفهوم اللوغارٌتم لتوصلنا الى ان  الأ

 -:للوغارٌتمٌةللدالة الأسٌة ولذلن ٌمكننا صٌاغة التعرٌف الآتً للدالة ا

  هً ة تسمى الدالة اللوغارٌتمٌة وصٌغتها العام        ةألدالة العكسٌة للدالة الأسٌة التً صٌغتها العام   

 -أي إن :. ))  للؤساس    ٌساوي لوغارٌتم    )) وتمرأ          

          
          

   

 الصٌغة الأسٌة      لصٌغة اللوغارٌتمٌةا

 -وبذلن ٌمكننا الانتمال من الصٌغة الأسٌة الى الصٌغة اللوغارٌتمٌة وبالعكس  وكما موضح بالأمثلة الآتٌة :

 -اللوغارٌتمٌة الممابلة  لكل من الصٌغ  الأسٌة  الآتٌة: أكتب ألصٌغة -:20مثال  

1) 0                                     2)0  0          

3) 0111111  01                     4) 1 11110  01   

  -ألحل:

1) 0            0                              

2)  0  0        0  0                              

3)  0111111  01       0111111                   

4) 1 11110  01        1 11110            
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 -ة:الآتٌٌة الممابلة لكل من الصٌغ اللوغارٌتمٌة الأسأكتب الصٌغة   -:22مثال  
1)           

2)        
 

   
 

3) 0       01 
  -الحل:      

1)                 

2)        
 

   
 

 

   
     

3) 0       01  01  01  
 -ملاحظات :

        أي  0لوغارٌتم العدد  للأساس نفسه ٌساوي  .0

 (               ) أي اً لوغارٌتم الواحد الصحٌح لأي أساس عدا الواحد ٌساوي صفر .2

أي عدد سالب لٌس له ان  وٌترتب على ذلن أن العدد ) صفر( و   أن مجال الدالة اللوغارٌتمٌة هو  .3

 .لوغارٌتم 

 -جد لٌمة المجهول فً كل مما ٌأتً : -:23مثال  

a)         
b)          
c)            

 -الحل:

a)         

b)                 

c)    0                   
 

 
 

 -جد ناتج ما ٌلً :  -:24مثال  

a)     √ 
 

 
b)     √  0 

c)      1 110 
 -الحل:         

a)      √ 
 

   √ 
 

     
 

       
 

 
  

b)      
√ 
  0     0  (√ 

 
)
 

     
 

 
  

          
 
    

 

 
   0  

 c)      1 110    1 110  01  
 

    
 01  01   01       
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لٌكون الناتج  5الذي ٌرفع ألٌه العدد  الأسما   -:25مثال  
 

   
 ؟ 

    -الحل:    

     

0

   
   

0

   
     

0

  
    

       
     

 ؟       ( ٌساوي       ما العدد ألذي لوغارٌتمه للأساس )  -:26مثال  
   نفرض إن العدد  -الحل:    

           

  1 10  

  1 1110 

  √ للأساس  06جد لوغارٌتم العدد   -: 27مثال  

  ٌساوي   √ للؤساس   16نفرض ان لٌمة لوغارٌتم العدد  -:الحل      

 

    √ 0     

( √ )
 

 0  

(   
 
 )     
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 -للوغارٌتمٌة :امما ٌأتً بالصٌغة  ضع كلاً  .0

a) 0        

b)   (√ )         
c) 1 111110  01   

d)     0         

e)     
 

  
 

 -ٌة :الأسمما ٌأتً بالصٌغة  ضع كلاً  .2
     a)    √  0   01    

      b)       0         

     c  (        
 

 
 

      d)     
 

  
           

      e)      1 110     

 
 -ة :الآتٌللوغارٌتمات اأحسب لٌم  .3

a)       1 10    
b)     0     
c)      1 111110   
d)       

 
 
 -فً كل مما ٌلً :   ما لٌمة  .4

a)      1 110  0           b)       (    )  0        

c)       
 

   
                d)          01       

 e)                          f)                        0     

 

 

 

 

 

 

(0-4تمارٌن)  
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 أهم خواص اللوغارٌتمات  [1-2-2] 

لوغارٌتم حاصل ضرب عددٌن حمٌمٌٌن موجبٌن أو أكثر لأساس معلوم ٌساوي مجموع  -: ( ) ةمبرهن
    وبالعكس   ساس نفسهبالنسبة للؤ الأعداد هذه لوغارٌتمً أو مجموع لوغارٌتمات 

(     )      -:أي أن                        
 سنبرهن لحاصل ضرب عددٌن فمط   -البرهان )) للاطلاع((:

 :ان نبرهن  هو المطلوب فأن    0  عدداً حمٌمٌاً موجباً  ولتكن       لٌكن كل من    
    (   )              

 -نفرض أن :    
                      

 -وأن :   
                     

 -وبأستخدام لانون الضرب فً الأسس نحصل على :
                     
         (   )              

 . من عددٌنأكثر حاصل ضرب لوبالطرٌمة ذاتها نستطٌع البرهنة 

   -:28مثال 

a)     ,( ) ( )-              
b)    √ ,( ) (00)-     √      √ 00 

c)      1      ,( ) ( ) (  )-                    

 -أثبت أن :  -:29مثال 

a)      
 

 
             

 

 
 1 

b)     
  

 
     

 

 
     

 

 
 0 

  -الحل:

a)            
 

 
             

 

 
       .

 

 
 ( ) 

 

 
/ 

           0  1        

b)           
  

 
     

 

 
     

 

 
     .

  

 
 
 

 
 
 

 
/ 

             0        

 

مطروحاً   البسطتم  ٌوغارٌتم حاصل لسمة عددٌن حمٌمٌٌن موجبٌن  لأساس معلوم ٌساوي لوغارل -:(  ) ةمبرهن
 -إن : أي لوغارٌتم الممام بالنسبة للآساس نفسه وبالعكس   منه
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 -البرهان )) للاطلاع((:

       1   0  عدداً حمٌمٌاً موجباً  ولتكن      لٌكن كل من      

-نفرض أن :     

                      

 -وأن :   

              

 -وبأستخدام لانون المسمة  فً الأسس نحصل على :
 

 
 

  

  
       

          .
 

 
/                    

 (2نوضح فً المثال كٌفٌة تطبٌك مبرهنة )  -:30مثال 

a)     
 

 
             

b)     
 

  
           00      ,( ) ( )-      00 

                                 00  

 -أثبـت  أن :  -:31مثال 

a)      
  

  
      

  

 
      

  

  
           

b)     
 

 
     

 

  
     

   

   
     0  1 

 -الحل:     

a)            
  

  
      

  

 
      

  

  
 

             (
  

  
  
01

 
  

0 

0 
) 

            .
  

  
  

  

 
  

  

  
/                

b)           
 

 
     

 

  
     

   

   
     0  

                

 

 
 
 

  
   

   

   

        .
  

  
 
   

   
/      0  1        
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 -أختصر الممدار الاتً:  -:32مثال 

    (
  

  
)      (

 

 
)      

  

 
  

  -الحل:     

    (
0 

0 
)      (

 

 
)      

 1

 
     [

0 

0 
 

0 

0 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 1

 
] 

     0
  

  
 

  

  
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

  
1        0   

     -نتٌجة:
 

 
     0        1  -أي إن :                 

    
 

 
            

  فأن        1          إذا كان   :33مثال 

     

0

 
          1     

لأساس معلوم ٌساوي حاصل ضرب ذلن   مرفوع لأس معٌنلوغارٌتم أي عدد  حمٌمً  موجب  -( : ) ةمبرهن
 نفسه .لؤساس ولتم العدد ٌالأس فً لوغار

 
 
 -فأْ :   1     0    ػذد زم١مٟ ،  nأٞ ػذد زم١مٟ ِٛخت ،    xلٌكن       )) للاطلاع(  -البرهان:

) الى                                من المرات(                 
           ( ) الى               من المرات(               

 -لانون الضرب فً اللوغارٌتمات نحصل على : وباستخدام 
 ) الى  من المرات(                            

                     
 لأي أساس آخر لوغارٌتم أي عدد  حمٌمً  موجب لأساس معلوم ٌساوي لوغارٌتم العدد  -:ةنتٌج

  الاصلً للؤساس الجدٌد.  ممسوماً على لوغارٌتم الأساس           

            -:أي أن 
     

     
       

               -نفرض إن :       ((للاطلاع))  -البرهان :  

 -نحصل على : b وبأخذ لوغارٌتم الطرفٌن للؤساس                      
             
              

  
     

     
 

 -نحصل على : nوبتعوٌض لٌمة   
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 لاحظ  اسلوب التبسٌط  المستخدم فً كل مما ٌأتً :     -:34مثال 

a)     √       
 

  
 

 
          

b)       
     

     
  (   0) 

c)                  

                                أختصر الممدار الآتً :     -:35مثال 

  -ألحل:

          00               
     

      
 
    00

     
 
     

    00
 
     

     
 0 

                          برهن إن :  -:36مثال 

 -الحل :

                        
     

     
 
     

     
 
     

     
    0 

    
     

     
             

 -أي: ،إذا تساوى لوغارٌتم عددٌن للأساس نفسه فأن العددٌن متساوٌان  -ملاحظة:
                

)      حل المعادلة الآتٌة :   -:37مثال      )      (   )        

 -مجموعة التعوٌض ولذلن ٌمتضً الامر أٌجادها أولاً وكما ٌلً : لم تعط  فً المثال هذا -:الحل

   0  1   *    
 0

 
+ 

    1   *     + 
 -ستكون : ةولذلن فأن مجموعة التعوٌض للمعادلة اللوغارٌتمٌ    

*    
 0

 
+  *     +  *     + 

 -والان نعاود حل المعادلة :  
    (    0)      (   )        

    (   0) (   )        
                    1 

(    )(   )  1 
 -أما :  

     1    
  

 
  ٌهمل+     *  
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 -أو :         
    1       *     +           

      * + 

 -ة:الآتٌحل المعادلة   -:38مثال 
     (    )       (   0)  0          

 -لنا أن نلاحظ الشرطٌن الآتٌٌن :  لبل أن نبدأ بحل ألمعادلة لا بدّ  -الحل :  

     1    
 

 
 

   0  1    
 0

 
 

 -:أي أن مجموعة التعوٌض للمعادلة هً 

*    
 

 
+  *    

 0

 
+   *  

 

 
+ 

     (     )       (   0)       01         
     ,(    )(   0)-       (01) ( ) 

     (    0    )        1 
    0      1 
    0      1 

        1 
(   )(  0)  1 

 -: أما           

             1       *   
 
+ 

 -:أو             

     0  1     0  2  
 

 
3  ٌهمل 

     * + 
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 -من الممادٌر الآتٌة: ر كلاً اختص .0

a)      
 

  
      

 

  
      

  

 
 

b)     0               

c)      (   )       (   )       
   

   
 

d) 
     √        √        √ 

              
 

 -ة:الآتٌجد لٌمة المجهول فً كل من المعادلات اللوغارٌتمٌة  .2

a)      
  

 
             

  

 
 0 

b)                        0  

c)      0       

d)    √      √ (  0)    

 -ة :الآتٌأثبت صحة المتطابمات اللوغارٌتمٌة  .3

a)      
 

 
      

  

  
      

  

  
 0 

b)      1 0       0                 0 

c)               1          0 

d)      1       01       0        0        1    0 
 

 -ة :الآتٌحل المعادلات اللوغارٌتمٌة  .4

a)      (   0)       (    )         0 

b)     (01   )      (   )      00   ،      *01     + 

c)     (  0 )      (   )  0 

d)     (  0)      (   0)  0 
 

 -:فاحسب لٌمة كل مما ٌلً               ،              علمت ان  إذا .5

a)      1   
b)       1 

c)      
  

  
 

d)      
  

√ 
 

 

(0-5تمارٌن)  
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(00اللوغارٌتمات العشرٌة )لوغارٌتمات الأعداد للأساس [1-2-3] 

ولأنها تستخدم كثٌراً فً  11أساسها العدد  نمات التً ٌكواللوغارٌتمات العشرٌة هً اللوغارٌت

     عند أستعمالها ، فمثلاً  11الحسابات العلمٌة لذا أتفك علماء الرٌاضٌات  على عدم  كتابة  الأساس 

 .       ٌمصد بها 

  11للعدد لاحظ الصٌغتٌن الأسٌة واللوغارٌتمٌة الآتٌة والتً تبٌن لنا لوغارٌتمات الموى الصحٌحه

01111  01     01111    

0111  01     0111    

011  01     011    

01  01     01  0 

0  01     0  1 

1 0  01      1 0   0 

1 10  01      1 10     

1 110  01      1 110     

 وهكذا......

 -مما سبك نستنتج ما ٌلً :

كبر من الواحد أ)موجبة( إذا كانت الموى  ةهً أعداد صحٌح 11للعددة لوغارٌتمات الموى الصحٌح .1

 ( إذا كانت الموى أصغر من الواحد .ةو)سالب

( وهً دالة متزاٌدة ونمصد بذلن أن لٌمة الدالة    الى  وهً تمابل من  (        الدالة  .2

اٌؼذد ٠ٚظغش  ٠ٚزشرت ػٍٝ رٌه اْ ٌٛغبس٠زُ اٌؼذد  ٠ضداد ثأصد٠بد   xتتزاٌد مع أزدٌاد لٌمة       

 . ثظغشٖ

١ٌظ ٌّٙب  اٌظفشٚرىْٛ غ١ش ِؼشفخ . )أٞ اْ اٌؼذد اٌغبٌت      فأْ  +1    *   را وبٔذا .3

 ٌٛغبس٠زُ ( .

 )أٞ أْ اٌٍٛغبس٠زّبد رىْٛ عبٌجٗ( . +1    *       فأْ  (0 1)       را وبٔذا .4

        فأْ 1  ػٕذِب  .5

 ) أٞ أْ اٌٍٛغبس٠زّبد رىْٛ ِٛخجخ (. +1    *      فأْ   +0    *   را وبٔذا .6
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 اللوغارٌتمات الطبٌعٌة [1-2-4] 

. ٚا٢ْ عاإزؼشع ػٍااٝ 11 رؼشفٕااب فااٟ اٌجٕااذ اٌغاابثك ػٍااٝ اٌٍٛغبس٠زّاابد اٌؼشااش٠خ ز١ااث واابْ الأعاابط

( ٚاٌازٞ ٠غاّٝ اٌؼاذد 2.71828ٚاٌازٞ ل١ّزاٗ ) ( )اٌٍٛغبس٠زّبد اٌزاٟ أعبعاٙب اٌؼاذد اٌازٞ ٠شِاض ٌاٗ ثابٌشِض 

 . ا١ٌٕج١شٞ

  -يعهٕياخ إثشائٛح :

ِىزشفٗ  ، ثً اْ ِىزشفٗ  ثبٌؼذد ا١ٌٕج١شٞ ٔغجخ اٌٝ ٔب٠جش ، ٚ٘ٛ ٌٛسد اعىزٍٕذٞ ، ٌُ ٠ىٓ e عّٟ اٌؼذد

ٌٚغ ٔب٠جش ثبٌٕٙذعخ ٠ذفؼٗ ١ٌطٍت ؽٍجبد غش٠جخ ِٓ اٌجغزبٟٔ ،  ثغزبٟٔ وبْ ٠ؼًّ ػٕذ اٌٍٛسد  ٔب٠جش ، فمذ وبْ

لا ل١ٍٍخ  اً ػٍٝ شىً ِثٍث ، ٠ٚؼط١ٗ ثزٚس اخشٜزذ٠مخ ػٍٝ شىً ِغزط١ً ، ٚربسح  ٌٗ أصسع ٌٟ فزبسح ٠مٛي

أشىبي ٕ٘ذع١خ غ١ش ِؼشٚفخ فٟ  رٕبعت اٌّغبزخ اٌّطٍٛة صساػزٙب ، ززٝ أٔٗ ثبٌغ فٟ ؽٍجبرٗ ٌذسخخ اثزىبس

عزطبع اٌجغزبٟٔ ٚثزٛخ١ٙبد ا٘زٖ إٌٙذع١خ ، ٚخلاي اٌّؼبٔبح  رٌه اٌٛلذ ، ِّب دفغ اٌجغزبٟٔ ٌلإؽلاع ٚاٌمشاءح

ألشة إٌٝ اٌّثٍث ٌٚىٓ أزذ الأػلاع ػٍٝ شىً لطغ أٚ ِغبزخ رسذ  زذ٠مخ رأخز شىلاً  ٔب٠جش اٌغش٠جخ صساػخ

 e ، ٌٚمذ اػطٟ اٌشِض   داٌخ أع١خ ، ٚػٕذ ِسبٌٚخ إ٠دبد اٌّغبزخ رّىٓ ِٓ اٌٛطٛي إٌٝ ٘زا اٌؼذد ِٕسٕٝ

 ٕٚ٘بٌه ِٓ ٠ؼزمذ أْ أخز١بس اٌسشع  ‘  اعىزٍٕذا( (( ٚاٌزٟ رؼٕٟ ) ((Ecosse ٌٍؼذد ا١ٌٕج١شٞ  ٔغجخ إٌٝ اٌىٍّخ

e (( ٌٙزا اٌثبثذ ٌىٛٔٗ اٚي زشع ِٓ وٍّخ الأطexponential ٕٚ٘بٌه ِٓ ٠ش١ش اٌٝ أززّبي ))٠ىْٛ أ ْ

 عّٗ .أٚي ِٓ اٌسشع الأ لأٔٗ(( لذ اخزبس ٘زا اٌسشع Eulerاٌش٠بػٟ أ٠ٍٚش))

    ِٕٙب ٠ظٍر ٌزؼش٠ف  ْ ولاً إٚ٘زٖ اٌزؼبس٠ف ِزىبفئخ ف١ّب ث١ٕٙب، أٞ  e ٕ٘بن ػلالبد سئ١غخ رغزخذَ ٌزؼش٠ف

 ِٕٚٙب

   
   

(  
 

 
)
 

           ،         ∑
 

  

 

   

           ،       ∫
  

 

 

 

   

أٚي ِٓ أشبس إٌٝ ٚفٟ أٚساق خْٛ ٔب٠ج١ش زٛي اٌٍٛغبس٠زّبد ،   e وبٔذ ٕ٘بن إشبساد اٌٝ اٌؼذد 

٘زا اٌثبثذ ٘ٛ خبوٛة ثشٌٍٟٔٛ .. ٚلذ اعزخذِٗ لازمبً ١ٌجٕض ، ٚاعزخذِٗ ثؼذ رٌه أ٠ٍٚش  .وّب أْ اٌؼبٌُ خبوٛة 

 لبَ فٍمذ (.Compound Interest)  ػٕذ ل١بِٗ  ثسغبة  اٌفبئذح اٌّشوجخ اٌؼذد ٘زاإٌٝ رٛطً   ثشٌٍٟٔٛ

ً إْثشٌٍٟٔٛ  ً ٚاٌّجٍغ الأطٍٟ دٚلاساً ٚازذاً ٚ   %100 ظشف١خاٌفبئذح اٌّ ثسغبة اٌفبئذح ِفزشػب  إْع٠ٕٛب

 دٚلاس رمش٠جبً فٟ ٔٙب٠خ اٌغٕخ ، ٚإرا وبٔذ  اٌفبئذح 2.613سظً ػٍٝ ١عٚرٛطً اٌٝ أٗ اٌفبئذح رؼبع شٙش٠بً 

 ً  رمش٠جبً فٟ ٔٙب٠خ اٌغٕخ . دٚلاس 2.715سظً ػٍٝ ١ع ٗفئٔ رؼبع ١ِٛ٠ب

ِشح فٟ  nرؼبع إٌٝ اٌسغبة ٚأٙب فٟ اٌغٕخ ،  rٌٛ وبٔذ اٌفبئذح ثّمذاس  ِب عجك  ثأٔٗ  ثشٌٍٟٔٛ ٚلذ ػُّ 

0)     اٌغٕخ ، فئْ اٌّجٍغ فٟ ٔٙب٠خ اٌغٕخ ع١ىْٛ :  
 

 
رزمبسة إٌٝ ػذد ثؼ١ٕٗ   خ ـــاٌّززب١ٌٚإْ ٘زٖ    (

    اٌّمذاس   . ٚإرا وبٔذ اٌفبئذح رؼبع ثشىً ِغزّش ) فٟ وً ٌسظخ (  فئٕٔب عٕسظً ػٍٝ..
   

(0  
 

 
)   

 -: ٔسظً ػٍٝٛع ٚاٌزٞ ػٕذِب ٔجغطٗ ع  ...

   
   

(  
0

  
 

0

  
 

0

  
   

0

  
)     0   0      1   

 .   ٌخّغخ ػشش ِشرجخ ثؼذ اٌفبسصح ( ٚاٌزٞ ٔشِض ٌٗ ثبٌشِض  )

      
   

(0  
0

 
)
 

    0   0      1   
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خٛاص  ٌٚٙب ١خاٌطج١ؼ( ثبٌٍٛغبس٠زّبد eرغّٝ اٌٍٛغبس٠زّبد ثذلاٌخ الأعبط ) -:يلاحظح

ٟٚ٘ رظٙش فٟ ػذح ِدبلاد ٚرطج١مبد   ػ١ٍّخ ِزؼذدٖ لذ رزؼشع ػ١ٍٙب فٟ رارٙب ، اٌٍٛغبس٠زّبد اٌؼشش٠خ 

   ،دساعزه اٌّغزمج١ٍخ 

 ٌز١١ّضٖ ػٓ اٌٍٛغبس٠زُ الاػز١بدٞ )أٌؼششٞ(      ثبٌظ١غٗ  ٠yؼشع اٌٍٛغبس٠زُ اٌطج١ؼٟ ٌٍؼذد 

 . ) ؽج١ؼٟ ( ( ٚاٌزٟ رؼٕٟ naturalفٙٛ ِأخٛر ِٓ وٍّخ )  (  ) أِب اٌشِض  اٌّخزظش    (    )

 -فإٔٔب عٛع ٔسظً ػٍٝ : eثبلأعبط  aِٚٓ رؼش٠ف اٌذاٌخ اٌٍٛغبس٠ز١ّخ ٌٛ أعزجذٌٕب الأعبط 

               

   

  -( :0نتٌجة )

 

   -انثشْاٌ :

                            

  -( :2نتٌجه )

      
     

     
 

   

   
    

              

١ٌىٓ                             -انثشْاٌ :              

-ثأخز اٌٍٛغبس ٠زُ اٌطج١ؼٟ ٌٍطشف١ٓ ٔسظً ػٍٝ :               

                    

  
   

   
 

        
   

   
  

         جد لٌمة    -:39مثال  
 

      
 

 

      
 

 -انحم:

          
 

    

   

 
 

    

   

 
   

    
 

   

    
 

       

    
 

    

    
 0 
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 -أثبت أن :  .0       

a) 
 

       
 

 

       
 

 

       
 0  

b)       (
  

 
)   (              )    

 

 

 

       أثبت أن                             :.أذا كان 2      
 

  
           

 

 

 

 

 

 

 

 

          

 

 

 

 
 

 

 

(0-6تمارٌن)  
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 الفصل الثانً

 الغاٌة والاستمرارٌة
 الاهداف السلوكٌة:

 -ن :أن ٌكون لادراً على أ الفصل هذاٌنبغً على الطالب فً نهاٌة 

 

 ٌتعرف على مفهوم الغاٌة . -1 

 ٌتمن المبرهنات الاساسٌة للغاٌات .  -2

 ٌتعرف على مفاهٌم جبر الغاٌات وٌتمكن من تطبٌمها .  -3

 ٌتعرف على مفهوم الدالة المستمرة . -4

 ٌتمكن من تحدٌد استمرارٌة الدالة عند نمطة ما. -5
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 الفصل الثانً

 الغاٌة والاستمرارٌة

 

 

 .غاٌة الدالة  [2-1]

 .المبرهنات الاساسٌة للغاٌة  [2-2]

 .جبر الغاٌات  [2-3]

 .الاستمرارٌة  [2-4] 

 .معٌنةأستمرارٌة الدالة عند نمطة   [2-5]
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 (Limit of a function)غاٌة الدالة  [2-1] 

إلا أٔٗ ٠سزبج  خٔٗ ِٓ اٌّفب١ُ٘ اٌجغ١طإْ ِفَٙٛ اٌغب٠خ ِٓ اٌّفب١ُ٘ الأعبع١خ فٟ اٌش٠بػ١بد ِٚغ إ

ٚعٛع ٔزٕبٌٚٗ ثأعٍٛة ِجغؾ دْٚ اٌذخٛي فٟ اٌزفبط١ً اٌذل١مخ ٌزؼش٠فٗ ز١ث عٕزٕبٚي ِفَٙٛ غب٠خ اٌذاٌخ  خٌٍذل

ػٍٝ ؽشق اعزخشاج غب٠بد ثؼغ اٌذٚاي دْٚ اٌخٛع فٟ  فٟ ٔمطخ ِّٙذ٠ٓ ٌزٌه ثأِثٍخ ِزٕٛػخ ٚعٛع ٔؤوذ

ِٛس ػٍٝ اٌطبٌت فئٕٔب ذساع١خ ، ٚلأخً رجغ١ؾ الأْ رٌه لا ٠زٕبعت ِغ ٘زٖ اٌّشزٍخ اٌلأرفبط١ً اٌجشا١٘ٓ 

 ٚعغ ِدبي ٌٍذاٌخ ل١ذ اٌذسط .أٔش١ش اٌٝ ِدبي اٌذٚاي اٌزٟ ٔزؼبًِ ِؼٙب ِؼزجش٠ٓ إٔٗ  عٛع لا

( )   ٌٛ أخزٔب اٌذاٌخ  فإٔٔب عٕزٛلغ إْ  2رمزشة ِٓ    ٚأفزشػٕب اْ ل١ّخ        

 7رغبٚٞ      ثبٌمٛي إْ غب٠خ اٌّمذاس  ٘زا اٌّفَٙٛ. ٔؼجش ػٓ   7عٛع رمزشة ِٓ اٌؼذد       

    :ٚثبٌشِٛص ٔىزت 2ِٓ اٌؼذد   ػٕذِب رمزشة 
   

(    )          

ػٕذِب   اٌم١ّخ اٌزٟ رمزشة ِٕٙب أٚ  خ٠ّٚىٕٕب اٌمٛي إْ غب٠خ اٌذاٌخ رغبٚٞ ل١ّخ رٍه اٌذاٌخ فٟ إٌمط

( ) ٌٛ أخزٔب اٌذاٌخ   فّثلاً رىْٛ اٌذاٌخ ِؼشفخ فٟ رٍه إٌمطٗ  رمزشة ِٓ   ٚأفزشػٕب إْ ل١ّخ        

   ٚٔىزت ثبٌشِٛص     6عٛع رمزشة ِٓ اٌؼذد      فإٔٔب ٔزٛلغ إْ  3اٌؼذد 
   

(    )    

( )   ٚالاْ ٌٕزبثغ ِؼبً رفبط١ً اٌدذٚي ا٢رٟ ٚاٌزٞ ٠ظف ٌٕب عٍٛن اٌذاٌخ        

( ِٚٓ ا١ّ١ٌٓ ٠ٚشِض ٌزٌه  0   ( ِٓ ا١ٌغبس ٠ٚشِض ٌزٌه ثبٌشِض)1ِٓ اٌؼذد)  ػٕذِب رمزشة ل١ّخ 

 (   0   ثبٌشِض )

        )يٍ انٛساس(                        1                            )يٍ انًٍٛٛ(          

…. 1.1 1.01 1.001 ….  0.999 0.99 0.9 …..   

…. 5.2 5.02 5.002 ….  4.998 4.98 4.8 …..  ( ) 

( )   فئْ ِٓ ا١ّ١ٌٓ أٚ ِٓ ا١ٌغبس  1ِٓ اٌؼذد     ٔلازع إٔٗ وٍّب إلزشثذ   5رمزشة ِٓ اٌؼذد      

( )    لتكن   -:0مثال   
 

 
 + *  نعلم إن مجال هذه الدالة هو ،    

          ِٓ ا١ّ١ٌٓ                                                                       ِٓ ا١ٌغبس        

   

 
 

 

 
 

 

 
 

….    

 
 

  

 
 

  

 
 

      

        ….               ( ) 
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 ( ) ( فئْ ِٓ طفشأطغش ِٓ اٌظفش ِٓ خٙخ ا١ٌغبس )      أٗ وٍّب إلزشثذ  اٌغبثكٔلازع ِٓ اٌدذٚي 

 أوجش ِٓ ِٓ اٌظفش ِٓ خٙخ ا١ّ١ٌٓ )   ٚلا رمزشة ِٓ ػذد ِؼ١ٓ ٚوزٌه وٍّب ألزشثذ اٌؼذد٠خ ل١ّزٙب  ضدادر

رضداد ل١ّزٙب ٚلا رمزشة ِٓ ػذد ِؼ١ٓ . ٠ٚؼجش ػٓ رٌه  ثبٌمٛي إٔٗ لا رٛخذ غب٠خ ٌٍذاٌخ  ( ) ( فئْ طفش

     ِٓ اٌظفشأٚ إْ   ػٕذِب رمزشة 
   

 .ِؼشفخ غ١ش( ) 

 -يلاحظاخ :

  Lرمزشة ِٓ ل١ّخ ِؼ١ّٕخ ٌٚزىٓ  ( ) غب٠خ اٌذاٌخ ٟ٘ ػ١ٍّخ ألزشاة ١ٌٚظ ِغبٚاح ، أٞ اْ اٌذاٌخ  .1

 ٚثبٌشِٛص ٔىزت   ٌٚزىٓ   ل١ّخ ِؼ١ّٕخِٓ    ػٕذِب رمزشة 

 ( )           ػٕذِب     

فأْ الأِش ٠مزؼٟ       ِٓ ل١ّخ ِؼ١ّٕخ ٌٚزىٓ  ِؼشّفخ ػٕذِب رمزشة    ( ) ٌىٟ رىْٛ غب٠خ اٌذاٌخ  .2

(ٚأْ رىْٛ ِؼشّفخ      ِٓ خٙخ ا١ٌغبس)    ِٓ    أْ رىْٛ غب٠خ اٌذاٌخ ِؼشّفخ ػٕذِب رمزشة

(ٚأْ رىْٛ اٌغب٠زبْ ِزغب٠ٚز١ٓ ، ٚٔؼجشّ ػٓ        ١ّٓ )ِٓ خٙخ ا١ٌ  ِٓ    ػٕذِب رمزشةأ٠ؼبً 

 -رٌه س٠بػ١بً ثبٌشِٛص وّب ٠أرٟ :

   
    

 ( )         (ِؼشّفخ)    
    

 ( )    (ِؼشّفخ)      

 

ِٓ    ػٕذِب رمزشة            ز١ث  Lغب٠خ ٌٚزىٓ   ( ) فأْ ٌٍذاٌخ       فئرا وبٔذ 

 -ٚٔىزت ػٕذئز :   

   
    

 ( )    

 ( . رغبٚٞ      ػٕذِب  ( ) ٚاٌزٟ رمشأ ) غب٠خ اٌذاٌخ 

 المبرهنات الاساسٌة للغاٌة    [2-2] 
ٌزؼ١١ٓ اٌغب٠خ أعٍٛة ِطٛي ٌٚزٌه عٛع ٔزٕبٚي ثؼغ اٌّجشٕ٘بد اٌزٟ رغًٙ  اٌغبثك الاعٍٛة إْ 

 . اٌّجشٕ٘بد ٘زٖػٕذ ػذد ِؼ١ٓ دْٚ اٌخٛع فٟ ثشا١٘ٓ  خػ١ٍٕب إ٠دبد اٌغب٠خ ٌذاٌخ ِؼ١ٕ

 وبٔذ وً ِٓ   إراأٗ  أٞ حٚز١ذ فأٔٙب: غب٠خ اٌذاٌخ ػٕذ ػذد ِؼ١ٓ )إْ ٚخذد(  ) ٚزذا١ٔخ اٌغب٠خ (1ِجشٕ٘ٗ

      
    

 ( )                      
    

 ( )          

                                                  -ِٛخٛدح فئْ :                                   

( )    لتكن   -:2مثال   { 
  0               0

0   0              0
   

ْ أ٠مزؼٟ إٌظش اٌٝ رؼش٠ف اٌذاٌخ ٚاٌزٟ ٠جذٚ )إْ ٚخذد(   0   ِبػٕذاٌذاٌخ ٘زٖ  إْ إ٠دبد غب٠خ 

٠ٚزشرت ػٍٝ رٌه ) زغت ِجشٕ٘خ ٚزذا١ٔخ اٌغب٠خ(   0  ٚاٌثبٟٔ ػٕذِب  0  ٓ الاٚي ػٕذِب ١ٌٙب رؼش٠ف

 .ِٓ خٙخ ا١ٌغبس ِٚٓ خٙخ ا١ّ١ٌٓ ٚأْ رىٛٔب ِزغب٠ٚز١ٓ (1الالزشاة ِٓ اٌؼذد)ِؼشفخ ػٕذ أْ رىْٛ اٌغب٠خ 

   
    

(0   0)  0 (0)  0  0       

                                                                               

   
    

(   0 )  0  0      0      

     
    

 ( )  0           
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( )   كن لت -:3مثال   {    0              
                   

  ، أثسث إِىب١ٔخ ٚخٛد اٌغب٠خ   

         ذِب  ػٕ                         

                                          -اٌسً:
    

(    0)   ( )  0                   

   
    

(    )   ( )         

       

 ) ٌؼذَ ٚزذا١ٔخ اٌغب٠خ ( .     ِب غب٠خ ػٕذ خ١ٌظ ٌٍذاٌ اٞ إٔٗ                          

  -ػٕذ ػذد ِؼ١ٓ رغبٚٞ اٌثبثذ ٔفغٗ أٞ : خ: غب٠خ اٌذاٌخ اٌثبثز  2يثشُّْ

( ) إرا وبٔذ   فأْ        ز١ث      

     
   

 ( )      
   

     

    -:4مثال 

      0)     
   

                           )    
   

 √  √                     )   
   

 (  )     

  : غب٠خ داٌخ وث١شح اٌسذٚد ػٕذ ػذد ِؼ١ٓ رغبٚٞ طٛسح رٌه اٌؼذد رسذ رأث١ش لبػذح ألزشاْ   3يثشُّْ

 ٌذاٌخ وث١شح اٌسذٚد فئْ  لبػذح إلزشاْ   ( ) رٍه اٌذاٌخ  أٞ إٔٗ إرا وبٔذ                   

     
   

 ( )   ( ) 

( ) لتكن  -:5مثال       -: جد ، دالة كثٌرة الحدود0            
    

 ( ) 

  -اٌسً:

   
    

 ( )     
    

(          0) 

                (  )   (  )   (  )  0                

 -:الغاٌات جبر [2-3]
    إذا كانت                 

   
 ( )                 

   
 ( )                                                                 

    -:فئٌ 

                           )   
   

, ( )   ( )-     
   

  ( )       
   

 ( )           

( ث١ٓ فشق)اٌأٚ (ِدّٛع )( داٌز١ٓ ٌّٙب غب٠خ ػٕذ ػذد ِؼ١ٓ رغبٚٞ ث١ٓ  فشق ) أٚ (ِدّٛع )أٞ إْ غب٠خ  

    ػٕذ رٌه اٌؼذد. غب٠زٟ اٌذاٌز١ٓ

            )   
   

, ( )  ( )-        
   

 ( )     
   

 ( )       

اٌذاٌز١ٓ ػٕذ رٌه ْ غب٠خ زبطً ػشة داٌز١ٓ ٌّٙب غب٠خ ػٕذ ػذد ِؼ١ٓ رغبٚٞ زبطً ػشة غب٠زٟ اأٞ 

 .اٌؼذد



48 
 

 )   
   

,    ( ) -       
   

 ( )                 

اٌثبثذ  ٙب غب٠خ ػٕذ ػذد ِؼ١ٓ ٠غبٚٞ زبطً ػشة اٌّمذاسٌأٞ أْ غب٠خ زبطً ػشة ِمذاس ثبثذ فٟ داٌخ 

 .فٟ غب٠خ اٌذاٌخ ػٕذ اٌؼذد ٔفغٗ

 )   
   

 ( )

 ( )
 

    
   

 ( )

   
   

  ( )
  

 

 
              

أٞ أْ غب٠خ ٔبرح لغّخ داٌز١ٓ ٌّٙب غب٠خ ػٕذ ػذد ِؼ١ٓ رغبٚٞ ٔبرح لغّخ غب٠زٟ اٌذاٌز١ٓ ػٕذ اٌؼذد ٔفغٗ 

 ثششؽ إْ غب٠خ اٌذاٌخ اٌّمغَٛ ػ١ٍٙب لا رغبٚٞ طفشاً.

  )    
   

√ ( ) 
 √   

   
  ( )    √ 

 
                  (     

   
  ( )   )                   

أٞ إْ غب٠خ اٌذاٌخ اٌٛالؼخ رسذ خزس ِّٙب وبٔذ سرجزٗ  ػٕذ ػذد ِؼ١ٓ رغبٚٞ خزس غب٠خ رٍه اٌذاٌخ ػٕذ اٌؼذد  

 ٔفغٗ ثششؽ اْ ل١ّخ اٌغب٠خ ١ٌغذ عبٌجخ .

( )  إذا كانت  -:6مثال         0          ( )  جد       

0)     
   

, ( )   ( )-            )     
   

, ( )   ( )-      )    
   

, ( )  ( )-                      

 )   
   

 ( )

 ( )
                )   

   
,   ( )-         )   

   
√     
 

  

-الحل:  

   
   

 ( )     
   

(      0)  0   (0)  0              

    
   

 ( )     
   

(    )  0      

0)    
   

, ( )   ( )-     
   

  ( )     
   

  ( )        

 )    
   

, ( )   ( )-     
   

  ( )      
   

 ( )      0 

 )    
   

, ( )  ( )-     
   

  ( )    
   

  ( )      0  

 )   
   

 ( )

 ( )
 

    
   

 ( )

   
   

  ( )
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 )   
   

,   ( )-       
   

  ( )         

 )   
   

√     
 

 √    
   

(     )  √( ( )   )
 

 √  
 

   

( ) لننالش الان غاٌة الدالة    
    

   
 0بالعدد  فلو عوضنا عن  1من     عندما تمترب لٌمة  

لاصبح لدٌنا 
    

   
والتً تساوي  

 

 
وهً كمٌة غٌر معرفة . من هذا نستنتج ان التعوٌض المباشر لد  ٌفشل  

 -ألى عوامله كما ٌلً : 0   أحٌاناً فً إٌجاد لٌمة الغاٌة وٌمكننا التوصل الى لٌمة الغاٌة بتحلٌل الممدار

   
   

   0

  0
    

   

(  0)(  0)

  0
     

   
(  0)  0  0    

 -فٌها التعوٌض المباشر:وفٌما ٌأتً أمثلة اخرى ٌفشل 

       جد لٌمة       -:7مثال 
   

   

√   
 

      وهً كمٌة غٌر معرفة                               الحل: 
   

   

√   
 

   

√   
 

   

   
 

1

1
 

            
   

   

√   
       

   

(√   )(√   )

√   
       

   
 (√   )  √          

          جد لٌمة  -:8مثال 
  0

   0

  0
 

 -الحل:

      
   

    

   
 

    

   
 

   

   
 

 

 
 وهً كمٌة غٌر معرفة        

      
   

    

   
       

   

(   )(      )

   
       

   
(     0)  (0  0  0)     

         جد لٌمة -:9مثال 
  0

  0

√  0
 

    وهً كمٌة غٌر معرفة                                          -الحل:
   

   

√   
    

   

   

√   
 

 

 
  

   
   

  0

√  0
    

   

√  0 √  0

√  0
    

   
√  0     

   
√0  0  1 

   جد لٌمة  -:00مثال 
   

√   

   
 

   
   

√   

   
    

   

√   

   
 

 

 
-الحل:                                     وهً كمٌة غٌر معرفة       
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√   

   
    

   

√   

√    √   
    

   

 

√   
 

 

√   
 

 

 
       وهً كمٌة غٌر معرفة  

وعلٌه فإن الدالة التً لاعدة إلترانها 
√   

   
    لٌس لها غاٌة عند  

( )    لتكن  -:00مثال   {
        0
       0

 0  هل للدالة غاٌة عندما  

        -الحل:
                                                 

    
 ( )     (

   
    )  0                             

                                                 
    

 ( )     (
   

    )   (0)         

                    
   

 ( )     

 مجال الدالة عند أٌجاد الغاٌة ىالعنصر إلملاحظة : لا ٌشترط إنتماء 

( )  لتكن  -:02مثال   { 
              

  0             
 ، هل للدالة غاٌة عندما  

            0)                                 )   1  

  -الحل:

0)    
    

 ( )     (
   

  0)    0        

       
    

 ( )     (
   

    )       0      

الدالة لٌس لها غاٌة عند                                  

 )   
   

 ( )     (
   

    )  1          

–متها موجودة ولٌ 1تمترب من العدد   عندما   ( ) أي إن غاٌة الدالة      
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 . جد لٌمة الغاٌات الآتٌة ) إن وجدت ( .1 

 )    
    

(        )                                 )   
   

         

      
   

 )   
   

(     )                                     )   
   

√      

 )    
    

   

   
                                                   )   

   

 

  
 

 )    
    

    

   
                                          )    

   

 

 
 

 

 

    
 

 )   
   

    

√   
                                         )    

   

    

√   
 

 )   
   

     

   
                                        )    

   

     

√  √ 
 

( )  لٌكن   . 2  2
              
   0         

، جد لٌمة الغاٌة )إن وجدت( فً الحالات  

 -الآتٌة:
 )     
 )  1  
 )     

( ) لٌكن  .3  {              0
              0

 0  ، هل للدالة غاٌة عندما   

 
( ) . إذا كانت  4    0        ( )  -، جد ما ٌلً :       

 )    
   

, ( )   ( )-            )     
   

, ( )   ( )-      )    
   

, ( )  ( )-                     

 )   
   

 ( )

 ( )
                )   

   
,   ( )-         )   

   
√, ( )-   

 

(2-0تمارٌن)  
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   (Continuity الاستمرارٌة ) [2-4] 

ٌزٛػ١ر فىشح الاعزّشاس٠خ ٌٍذٚاي ٔمٛي إْ اٌذاٌخ اٌّغزّشح 

فٟ خ١ّغ ٔمبؽٙب رز١ر ٌٕب ػٕذ سعُ ِخططٙب اٌج١بٟٔ إرّبَ سعّٙب 

( ) ػٍٝ اٌٛسق دْٚ سفغ اٌمٍُ ػٓ اٌٛسلخ  وّب فٟ اٌذاٌخ   

كما إن   ٚاٌزٟ ٠ج١ٓ اٌشىً اٌّدبٚس اٌّخطؾ اٌج١بٟٔ ٌٙب .      

مستمرة فً جمٌع نماطها عدا نمطة  هنالن بعض الدوال التً تكون

واحدة أو أكثر والتً عندما نحاول رسم المخطط البٌانً لها 

نضطر لرفع الملم عن الورلة مرة أو أكثر . مثل هذه الدوال 

تسمى بالدوال غٌر المستمرة عند نمطة أو أكثر من نماطها وخٌر 

دالة رة وهً  والتً تسمى بدالة الاشا  مثال علٌها الدالة الآتٌة

( إذا (  سالبة وتعطً لٌمة   ( إذا كانت لٌمة   تعطً لٌمة )

موجبه أو صفراً  وفً ادناه الصٌغة الرٌاضٌة لهذه   كانت لٌمة 

 الدالة مع مخططها البٌانً 

 ( )     ( )  2
         

        
 

 

 

 

ٚوزٌه اٌذاٌخ اٌّغّبح ثبٌذاٌخ اٌغ١ٍّخ ) ٔغجخ 

 اٌج١بٟٔ ٚاٌزٞ ٠شجٗ اٌغٍـُ (اٌٝ ِخططٙب 

ٚاٌزٟ رؼطٟ ل١ّخ اوجش ػذد طس١ر أطغش أٚ 

ٚاٌّج١ٕٗ ط١غزٙب اٌش٠بػ١خ ِغ   ٠غبٚٞ 

 ِخططٙب اٌج١بٟٔ فٟ اٌشىً اٌّدبٚس

اكبرعددصحٌح اصغر او ٌساوي 

  ( )  , -    
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  انذانح عُذ َمطح يعُٛح ستمرارٌةا [2-5] 
 ذعشٚف :

 -ذحمك يا ٚهٙ : إرا         ٘ٛتأَٓا دانح يسرًشج عُذ انُمطح انرٙ إحذاثٛٓا  ( )  حٚمال نهذان

 يٕجٕدج ٔحمٛمٛح ( )  (1

2)    
   

 يٕجٕدج ٔٔحٛذج   ( ) 

3)    
   

 ( )   ( )  

   ( ) انذانح  تانرعشٚف أعلاِ فئٌ  جنى ٚرحمك ششغ أٔ أكثش يٍ انششٔغ انٕاسد إرا -يلاحظح:

    غٛش يسرًشج عُذ              

( )  لٌكن  -:03مثال      ، أبحث إستمرارٌة الدالة عند          

 ( )) لأنها كثٌرة الحدود (( .    إن أوسع مجال لهذه الدالة هو )  -الحل :

0) ( )  ِٛخٛدح ٚزم١م١خ       0            

 )     
   

 ( )     
   

(       )             0        

 ووحٌدة  الغاٌة موجودهاي ان  

 )      
   

 ( )   ( )      

    ونظراً لتحمك الشروط الثلاثة فإن الدالة مستمرة عند            

( )   إبحث أستمرارٌة الدالة  -:04مثال   
       

   
 0  عند  

(0) (0   وهً كمٌة غٌر معرّفة                                        -الحل:   
0    0  

0 0
 

0    

0 0
 

1

1
   

 ِغزّشح     ٚٔظشاً ٌؼذَ رسمك اٌششؽ الاٚي ِٓ ششٚؽ إعزّشاس٠خ اٌذاٌخ ػٕذ ٔمطخ ِب ٌزٌه فئْ اٌذاٌخ غ١ش

 ٚلا زبخخ ٌٍزسمك ِٓ ثم١خ اٌششٚؽ الاخشٜ .   0  ػٕذ   

( )   لٌكن  -:05مثال   {  
  0          

               
       ، أبحث إستمرارٌة الدالة عند 

( )(0  ِٛخٛدح ٚزم١م١خ                                                 -الحل:          

 )     
    

 ( )        
   

 (   )          

         
    

 ( )      
   

 (   0)     0    0      

     
     

 ( )      
    

 ( )         
   

  ( )     

 اٌغب٠خ ِٛخٛدح ٚٚز١ذح أٞ اْ 

 )      
   

  ( )   ( )     

    ونظراً لتحمك الشروط الثلاثة فإن الدالة مستمرة عند         
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( )     -:16مثال   2
  0          0
             0

   0  إستمرارٌة الدالة عند بحث، أ 

(0) (0   ِٛخٛدح ٚزم١م١خاٌسً :                                                           0       

   )     
    

 ( )        
   

 (  0)  0  0      

         
    

 ( )      
   

 (   )    0     

     
     

 ( )      
    

 ( )    

   0  عندغٌرمستمرة  ( )    أٞ اْ غب٠خ اٌذاٌخ غ١ش ِٛخٛدح وٛٔٙب ١ٌغذ ٚز١ذح ٚ٘زا ٠ؼٕٟ إْ اٌذاٌخ   

( )   تكن   ل -:07مثال     {  
    

   
  ،    

0               
    إستمرارٌة الدالة عند بحث، أ 

( ) (0      ِٛخٛدح ٚزم١م١خ                                                        الحل:         0       

  )     
   

 ( )        
   

    

   
      

   
 
(   )(       )

   
  

                       
   

 (       )                 0   

 ووحٌدة ةالغاٌة موجوداي ان   
 )    

     
 ( )    ( )  0    

    ونظراً لتحمك الشروط الثلاثة فإن الدالة مستمرة عند              

( )  لتكن     -:18مثال     {
                  

0                  ،     
                   

 ، إبحث إستمرارٌة الدالة 

     عند

( ) (0                                  الحل:                                 ِٛخٛدح ٚزم١م١خ     0 

 )     
    

  ( )       
   

 (    )            

        
    

 ( )       
   

(    )        01       

           
     

 ( )      
    

 ( )       
   

  ( )      

 أٞ اْ  اٌغب٠خ ِٛخٛدح ٚٚز١ذح     

 )    
     

 ( )    ( )    

    ٚٔظشاً ٌؼذَ رسمك اٌششؽ اٌثبٌث فئْ اٌذاٌخ ١ٌغذ ِغزّشح ػٕذ      

( )   لتكن  -:09مثال   {                0
                0

  0  فإذا علمت إن الدالة مستمرة عند  

    جد لٌمة                               
 لها غاٌة وحٌدة أيبما ان الدالة مستمرة فإن الدالة  -الحل :

   
     

 ( )      
    

 ( ) 

     
     

(     )      
    

(    ) 
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   0    0    
      

      0 

( ) لتكن  -:20مثال     { 
                   

                            
 فإذا علمت إن الدالة مستمرة عند 

                                        ،   ( )        جد لٌمة ،        
  ن الدالة مستمرة فإن الدالة لها غاٌة وحٌدة أيابما  -اٌسً:

    
     

 ( )      
     

 ( )    

     
      

 (       )      
     

 (    )  

               
0          
         (0)  

( ) وبما ان   (           لاحظ ان  (     

   ( )        0           0         

       ( 0 )           0       0             
  

 

( ) . ١ٌىٓ 1  ؟    ِغزّشح ػٕذ  ( ) ، ً٘ إْ اٌذاٌخ   0           

( ) . ١ٌىٓ 2  
   

    
 ؟ 1  ِغزّشح ػٕذ  ( ) ً٘ إْ اٌذاٌخ ،  

( ) .  ١ٌىٓ 3   {
   0        √ 

             √ 
 ؟ √  ِغزّشح ػٕذ ( ) ً٘ إْ اٌذاٌخ ،   

( ) لٌكن    .4   2
  0                
                   

 ؟   ِغزّشح ػٕذ  ( ) ، ً٘ إْ اٌذاٌخ   

( ) . ١ٌىٓ 5  {

   

 
                        0

                       ،    0

                     0

 .0    ، إثسث أعزّشاس٠خ اٌذاٌخ ػٕذ 

( ) . ١ٌىٓ 6  {
     

   
     0

              0
 .   اذا علمت ان الدالة مستمرة عند    ، جد لٌمة 

 

(2-2تمارٌن)  
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 الفصل الثالث

 حساب التفاضل
 السلوكٌة:الاهداف 

-ٌنبغً على الطالب فً نهاٌة الفصل هذا ان ٌكون لادراً على ان :  

 

 ٌدرن  أهمٌة علم التفاضل وتطبٌماته فً مختلف العلوم . .1

ٌدرن ألمفهوم الأساسً للمشتمة كونها غاٌة لـ 2. 
  

  
وٌستخدم هذا التعرٌف فً حل      عندما  

 مسائل إٌجاد الغاٌة .

 لأٌجاد معادلة المماس للمنحنً عند نمطة التماس .  عملهالهندسً للمشتمة وٌستستوعب التفسٌر 3. 

 الموانٌن وٌتعلم إستخراج المشتمات من الرتب العلٌا . عمالٌستخرج المشتمة بإست4. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



58 
 

 الفصل الثالث

 حساب التفاضل

 
 نبذة تارٌخٌة .   [3-1]

 التفاضل والتكامل .علم    [3-2]

 المشتمة.تعرٌف    [3-3]

 لواعد اٌجاد المشتمة  .  [3-4]

    لمشتمات من الرتب العلٌا .ا   [3-5]
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 نبذة تارٌخٌة  [3-1]

ً فً       ظهر علم التفاضل والتكامل كأحد فروع علم الرٌاضٌات نتٌجة لتطور الفكر الرٌاضً عموما

منتصف العمد التاسع من المرن السابع عشر حٌث نشر كل من إسحك نٌوتن وجتفرٌد ولهلم لٌبنتز بصورة 

ات البرٌطانً إسحك مستملة إكتشافهما لحساب التفاضل والتكامل. إلا إن هنالن إشارات الى إن عالم الرٌاضٌ

( ٌعتبر هو المؤسس الاول لعلم التفاضل والتكامل وإن أسحك نٌوتن كان أحد 1  0م-   0بارو )

تلامذته، حٌث نشر العدٌد من المحاضرات فً هذا العلم فً ما نطلك علٌه الٌوم مٌل مماس المنحنً 

(Slope of the tangent to a curve     .) 

اضل لد سبك التكامل كون التكامل عملٌة عكسٌة للتفاضل وهذا الاعتماد غٌر ٌعتمد البعض إن التف     

صحٌح فمد أظهرت الادلة التارٌخٌة إستخدام التكامل بطرق غٌر مباشرة فً حساب المساحات والحجوم كما 

 كان فً عهد المصرٌٌن المدماء فً طرٌمة حساب حجم الهرم النالص ، تبعهم الٌونانٌون فً إستخدام طرٌمة

الاستنزاف لحساب المساحات والحجوم  ثم أزدهرت هذه الطرٌمة فً عهد )) أرشمٌدس (( الذي أدخل فكرة 

الخبرة المكتسبة والتً تمثل جزءاً أساسٌا فً علم التكامل ثم إنتملت طرٌمة الاستنزاف الى الصٌن حٌث 

أستخدم الحسن ابن الهٌثم  عملوا جاهدٌن على أٌجاد مساحة الدائرة وحجم الكرة. وفً العصر الاسلامً 

طرٌمة تكاملٌة لاستنباط الصٌغة العامة لمجموع متتالٌة حسابٌة  من الدرجة الرابعة، ثم ابتدع الصٌنٌون 

معادلات تتعامل مع التكامل وفً الهند بدأ الاشتماق بالظهور على ٌد عالم هندي وصف التغٌرات المتناهٌة 

 شبٌهه بمتسلسلة تاٌلور. فً الصغر ... كما تناول آخرون متسلسلات

 (  Calculusالتفاضل والتكامل )علم  [3-2]

والتكامل )عكس الاشتماق(   والاشتماق هو فرع من فروع علم الرٌاضٌات ٌدرس النهاٌات )الغاٌات(      

فرعٌن والمتسلسلات اللانهائٌة، وهو علم ٌستخدم لدراسة التغٌر فً الدوال وتحلٌلها ، وٌنمسم هذا العلم على 

( وٌربط بٌنهما ما ٌعرف بالنظرٌة Integration( والتكامل )Differentiationرئٌسٌٌن هما التفاضل )

 الاساسٌة للتفاضل والتكامل.

إن المبدأ الاساسً لحسبان التفاضل ٌعتمد إعتماداً كبٌراً على مفهوم الغاٌة والذي تناولناه بالبحث فً    

ل والتكامل تطبٌمات لا حصر لها فً علوم الفٌزٌاء الكلاسٌكٌة والحدٌثة الفصل السابك  كما إن لعلم التفاض

وعلوم الكٌمٌاء، الهندسة، الالتصاد، الحاسوب .. وحتى الطب وبعض العلوم السٌاسٌة والٌن عزٌزي 

 -الطالب بعض الامثلة :

 حساب أطوال المنحنٌات ، المساحات ، الحجوم . 

 كمٌة الحركة، التعجٌل، السرعة، الازاحة، الشغل، الطالة. حساب مركز الثمل، عزم المصور الذاتً، 

حساب التوزٌعات والاحتمالات المنتظمة مثل )إحتمالٌة فٌرمً فً أشباه الموصلات، إنتشار الجراثٌم  

 فً وسط معٌن تحت ظروف بٌئٌة معٌنة( .

نٌن الكهربائٌة وأنظمة حل المعادلات التفاضلٌة وتطبٌماتها فً الانظمة الخطٌة مثل البندول، دوائر الر 

 التحكم الكهرومٌكانٌكٌة .
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 .  وأساس اللوغارٌتم الطبٌعً   حساب الثوابت الرٌاضٌة الى درجة عالٌة من الدلة مثل لٌمة الثابت 

ٌستخدم فً علم التفاضل والتكامل عدد من الرموز عند التعامل مع المصطلحات والمتغٌرات   

  -المختلفة وفً أدناه بعضاً منها :

1.  ( ) الدالة             

2.             x التغٌر فً لٌمة 

3.    
    

صغٌر وٌمترب من الصفر    )أي   ) x الغاٌة عندما  التغٌر فً لٌمة     

4. 
  

  
 المشتمة الاولى         ( )        

5. 
   

   
    المشتمة الثانٌة    ( )          

     مٌل  المماس للمنحنً                .6
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 تعرٌف المشتمة  [3-3]

  -ملاحظة:
   ممداره    ة أعلاه أن هنان تغٌراً صغٌراً فً لٌمة المتغٌر ٌظهر من تعرٌف المشتم       
(    )    ممداره  ( ) ى حدوث تغٌٌر صغٌر فً لٌمة الدالة لأدى ا وأن حاصل  ( )  

من    ٌمثل معدل تغٌر الدالة ، وعندما تؤخذ الغاٌة لهذا المعدل عندما تمترب     على      لسمة 

 ( )     الصفر فاننا بذلن نحصل على معدل التغٌر الآنً أو اللحظً للدالة ، وعلٌه تعرّف مشتمة الدالة

 بالصورة 

  

  
    

    

  

  
 

                                        
    

 (    )   ( )

  

 

 

 على أنها معدل التغٌر الآنً )أو اللحظً (   للدالة  .

( )      إذا كانت    -:0مثال    جد المشتمة بطرٌمة التعرٌف .     

 -الحل:
  

  
    

    

 (    )   ( )

  
 

  

  
    

    

 (     )    

  
 

  

  
    

    

         

  
 

  

  
    

    

   

  
 

  

  
    

    
    

                                                   
                   

 (    )   ( )

  
 

 فإذا كانت الغاٌة  دالة معرفة ومستمرة عند لٌمة معٌنة ولتكن  ( )     لتكن 

وٌرمز لها بأحد  ( )   فإن هذه الغاٌة تسمى مشتمة الدالة   موجودة عند تلن المٌمة   

الرموزالآتٌة  
  

  
        ( ) 
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( )      أذا كانت   -:2مثال    جد المشتمة بطرٌمة التعرٌف.       

  -:الحل 
  

  
    

    

 (    )   ( )

  
 

    
    

(    )    (    )

  
 

    
    

      (  )   

  
 

    
    

   ,   (  )-  

  
 

    
    

,   (  )- 

    1 
    

( )       إذا كانت   -3مثال    جد المشتمة بطرٌمة التعرٌف.          
 -الحل:

  

  
    

    

 (    )   ( )

  
 

 

    
    

 (    )   (    )    (        )

  
 

    
    

 ,        (  ) -                   )

  
 

    
    

          (  )         

  
 

    
    

      (  )     

  
 

    
    

  (        )

  
 

    
    

 (        ) 

  (   1   ) 
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( )   أذا كانت  -:4مثال    
 

 
 بطرٌمة التعرٌف .    جد المشتمة عندما     

 الحل :
  

  
    

    

 (    )   ( )

  
 

    
    

 
    

 
 
 

  
 

    
    

         
 (    )

  
 

    
    

    
 (    )

  
 

    
    

    

 (    )
 

0

  
 

    
    

   

 (    )
 

 
   

 (  1)
  

  

  
 

وعندما          -فان:  

  

  
  

  

  

 

 
  

 
 

 0

 
 

 لواعد اٌجاد المشتمة   [3-4] 

مشتمة الدالة عند نمطة فً مجالها بدون  سنمدم بعض المواعد التً تسهل علٌنا إستخراج فً هذا البند       
 -إستخدام التعرٌف ، وبرهنة هذه المواعد ممكن بإستخدام التعرٌف إلا إننا سوف نمبل بها بدون برهان وهً:

 
 
 
 

  1    فإن       إذا كانت              - :8مثال 
( ) وإذا  كانت  ( )  فإن        1   

  وإذا كانت 
 

 
   1   فإن   

( ) وإذا كانت  ( )  فإن    √   1 

( )     ( مشتمة الدالة الثابتة 1 عدد حمٌمً ثابت هً        حٌث    
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( )      ( مشتمة 2 ( )     تساوي          حٌث         

       فإن       إذا كانت                        -:9مثال 

( ) وإذا كانت  ( )  فإن            

فإن     وإذا كانت                              
  

  
 0         0  

( )   وإذا كانت  ( )  فإن                       

( )   ( مشتمة 3 ( )     تساوي         حٌث           

    

    0    فإن       إذا كانت           -:10مثال  

   √    وإذا كانت 
 -فإن المشتمة تستخرج كما ٌلً :  

     
 
        

 

 
  

 
 
   

01

 
 

  
  

01

   
 
 

 
01

  √ 
  

 ٌساوي حاصل   ( مشتمة مجموع او طرح دالتٌن كل منهما لابلة للاشتماق فً نفس النمطة4  
 جمع اوطرح  مشتمتٌهما فً تلن النمطة        

 فإن   0                 إذا كانت   -:11مثال  

                           1 
    0     01    

 ( مشتمة حاصل ضرب دالتٌن كل منهما لابلة للاشتماق فً نفس النمطة ٌساوي5
 مشتمة الدالة الاولى × مشتمة الدالة الثانٌة + الدالة الثانٌه × الدالة الاولى      

( ) إذا كانت   -:12مثال    فإن  (0   )(    ) 
  ( )  (    )    (   0)    

  ( )  0     0     
  ( )        

 ( مشتمة حاصل لسمة دالتٌن كل منهما لابلة للاشتماق فً نفس النمطة ٌساوي6

 مشتمة الممام× البسط  –مشتمة البسط × الممام 

 مربع الممام                                        

( )    إذا كانت        -:13مثال    
    

    
          

  

 
 فإن  
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  ( )  
(    )    (   0)   

(    ) 
 

  ( )  
         

(    ) 
  

  ( )  
0

(    ) 
 

  فإن  (        )       إذا كانت   -:14مثال  
    1(        )  (    ) 

 -الدوال الآتٌة :الاولى مشتمة الجد   -15مثال  

1)   √    0       
         2) ( )   

    

    
       3)  .

   

     
/
 
 

4)  ( )  (      )             5)  
 

 
 

   

 
          6) ( )  √(0    )  

 

7)  
 

       
                         8) ( )  (     )  (   )        9)  

 

  
                                  

10)   √
 

  
 √                    

11)  
     

(    )
 
 

             

12) ( )  √
     

    
 

  -الحل:

 1)   √    0       
 (    0      )

 

                              

        
 

 
(    0      )

  

  (0     0     ) 

2)  ( )  
    

    
      ( )  

   (    )    (    )

(    ) 
 

3)   .
   

     
/
 
          .

   

     
/ 0

(     ) (    )(   )

(     ) 
1 

4)  ( )  (      )      ( )   (      ) (      )   

5)   
 

 
 

   

 
       

 

 
 

 

 
(    )  

 

 
 

  

 
      

( )     بالصورة ةالدال ( مشتمة7 ( )  ي  تساو    -( ) ,     , ( )-      ( ) 
 أي ان الموس المرفوع لأس نشتمه من الخارج ثم من الداخل      
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6)  ( )  √(0    )  
   ( )  (0    )

 

  

      ( )  
 

 
 (0    )

 

 (  )  
   

 
(0    )

 

  
   

 
 √(0    )  

 

7)  
 

       
      

(       )    (    )

(       ) 
 

       

(       ) 
 

8) ( )  (     )  (   )  

     ( )   (     )  0  (   )   (     )     

  (     )  0   (     )  (   )                

         (     ), 1    1   - 

 9)   
 

  
                               

   

   
 

10)   √
 

  
 √         

  

  √  
 

   

         
  

 
  

  

  
√ 

 
  

  

  
  

 
 
 

 
√ 

  
 
 

 
  

√  
 

√ 

 √ 
 

  11)     
     

(    )
 
 

   

   
(    )

 
     (      ) 

 

 
(    )

  
    

[(    )
 
 ]

   

   
(    )

 
 ,   

 

 
 (     )(    )  -

(    )
 
 

 
   

 

 
 (     )(    )  

(    )
 
 

              

   
  (  

 

 
(     )(    )  

(    )
 
 

  

 

0 )  ( )  √
     

    
 .

     

    
/

 

 
  

 

  ( )  
 

 
.
     

    
/

  

 
  

  (    )  (     )

(    ) 
 

 

 
√

    

     
  

         

(    ) 
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   -كل من الدوال الآتٌة: الاولى بأستخدام التعرٌف  جد مشتمة .1

a)           

b)  ( )       

c)  ( )       

 -لكل من الدوال الآتٌة :الاولى .  جد المشتمة 2

a)   (     )(    )        

b)  ( )  
     

  
      

c)   
 

        
 

d)  ( )  
 

       
        

e)   
 

   
                 

f)  ( )  
(    )(   )

    
 

g)   
   

(    )(    )
      

h)  ( )  (    0  )        

i)   
√    

  (   ) 
  

j)  ( )  (        )
        

 

k)   .
√    

  /
  

    

l)  ( )  .
   

   
/

 

      

m)   √
  

      
          

n)  ( )    √  0      

o)   
 

(    ) 
  

p)  ( )  
(    )

 
 

  
          

(3-0تمارٌن)  
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q)      (   )
  

                    

 

r)  ( )              

s)   (   √  ) 
               

 

 

             

t)  ( )  √
   

    
       

 

   -ازاء كل دالة:  .  فً كل مما ٌأتً ، جد معادلة المماس للمنحنً عند النمطة المعطاة3

a)  ( )  
   

    
      (   0 )   

b)  ( )  (0    )        (   1)  

c)  ( )   √ 0                  ( 0  ) 
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 المشتمات من الرتب العلٌا   [3-5] 

بشرط ان تكون الدالة   ( )  بأنها مشتمة المشتمة الاولى   ( ) تعرف المشتمة الثانٌة للدالة 

 الرموز الآتٌة بأحدلابلة للاشتماق مرتٌن  وٌرمز لها 

   

   
     ( )     

بشرط ان تكون الدالة   ( )   بأنها مشتمة المشتمة الثانٌة   ( ) وتعرف المشتمة الثالثة للدالة 

 لابلة للاشتماق ثلاث مرات وٌرمز لها بأحد الرموز الآتٌة 

   

   
      ( )      

بشرط ان تكون   ( )    بأنها مشتمة المشتمة الثالثة   ( ) وتعرف المشتمة الرابعه للدالة 

 ربع مرات وٌرمز لها بأحد الرموز الآتٌة الدالة لابلة للاشتماق ا

   

   
       ( )       

بشرط  للدالة ( n  (بأنها مشتمة المشتمة  ( )   للدالة n بشكل عام تعرف المشتمة من الرتبة 

 من مرات وٌرمز لها  nان تكون الدالة لابلة للاشتماق 
   

           

جد   -:16مثال  
   

       ) المشتمة الثالثة ( إذا كانت     

 -الحل:

  

  
  1   

   

   
 

 

  
( 1  )  0 1   

   

   
 

  

  
(0 1  )    1   
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 المعطاة مع كل دالة المٌم أحسب المشتمة الثانٌة للدوال الآتٌة عند 

a)  ( )               0          0 

b)  ( )  
   

    
             

c)  ( )  (   )
 

                

d)  ( )  √                 0 

e)  ( )  
  

  
         0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3-2تمارٌن)  
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 الفصل الرابع
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 الرابعلفصل ا

 المصفوفات والمحددات

 
 الاهداف السلوكٌة:

-ن :أن ٌكون لادراً على أ الفصل هذاٌنبغً على الطالب فً نهاٌة   

 

  مصفوفات وٌتعرف على معظم أنواعها المهمة .المفهوم  ٌدرن   .1

 إجراء العملٌات الحسابٌة من جمع وطرح وضرب على المصفوفات.ٌتمن  .2

 .     و      لٌمة محددة المصفوفة من الرتب ٌستخرج  .3

 ٌنجز حل معادلتٌن من الدرجة الاولى بمتغٌرٌن وفماً لطرٌمة المحددات  . .4

 المحددات . ت بثلاثة متغٌرات وفماً لطرٌمةمعادلا 3ٌنجز حل نظام خطً مؤلف من  .5
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 الرابعلفصل ا

 المصفوفات والمحددات

 . الممدمة    [4-1]

 مفاهٌم المصفوفات .    [4-2]

 تعرٌف المصفوفة .   [4-2-1]

   رتبة المصفوفة .  [4-2-2]

 الأشارة الى مولع العنصر فً المصفوفة .  [4-2-3]

 أنواع المصفوفات .بعض    [4-2-4]

 . تساوي المصفوفات     [4-3]

 . جبر المصفوفات     [4-4]

 جمع وطرح المصفوفات .   [4-4-1]

 خواص جمع المصفوفات  .   [4-4-2]

 ضرب المصفوفات بعدد ثابت .  [4-4-3]

 . ضرب المصفوفات ببعضها [4-4-4]

 ضرب صف بعمود . [4-4-4-1]

 خرى .ضرب مصفوفة بمصفوفة ا [4-4-4-2]

 المحددات .   [4-5]

 .       أٌجاد لٌمة المحددة المربعة [4-5-1]

 .   3   أٌجاد لٌمة المحددة المربعة  [4-5-2]

 بعض خواص المحددات . [4-5-3]

 . المحددات عمالبإست المعادلات الخطٌةحل    [4-6]

 المحددات . عمالخطٌتٌن بمتغٌرٌن بإست معادلتٌن حل     [4-6-1]

 المحددات . عمالنظام خطً مؤلف من ثلاث معادلات بثلاثة متغٌرات بإست حل [4-6-2]
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 الممدمة [4-1] 

ٌبدو أن أول ذكر للمصفوفات ورد فً كتاب صٌنً ٌدعى )) تسعة كتب فً الحساب(( لبل بداٌة التارٌخ      

غوتفرٌد فٌلهلم م وللعالم الألمانً 1683( عام    Seki Kowaالمٌلادي. وكان للعالم الٌابانً )سٌكً كووا 

محددات من خلال إستخدام الفضل فً إكتشاف المصفوفات وال م 1693عام ( Leibniz, Gottfriedلٌبنتز) 

من الدرجة الاولى  . وفً العام المعلومات الواردة فً الكتاب الصٌنً المذكور أعلاه لحل المعادلات الانٌة 

م توصل العالم )) كراٌمر(( الى طرق حل المعادلات الخطٌة بإستخدام المحددات تلاه العالم ))كٌلً(( 1751

 المصفوفات . بجبرالذي توصل الى ما ٌدعى الان  1857عام 

إن المصفوفات لغة وأداة رٌاضٌة هامة لها دور بارز فً الكثٌر من التطبٌمات الرٌاضٌة والفٌزٌاوٌة    

والهندسٌة والإحصائٌة والإلتصادٌة فضلاً عن كونها تعد الاسلوب الرئٌس لتزوٌد الحاسبات الالكترونٌة 

 .اهٌم الأساسٌة المتعلمة  بالموضوع هذابالبٌانات، ولد جاء الفصل هذا محتوٌاً على بعض المف

 مفاهٌم المصفوفات  ]2-4[

 ( Matrixتعرٌف المصفوفة  )  ]2-4- [1

(  Columns( وأعمدة )  Rowsالمصفوفة هً ترتٌب من الأعداد أو الرموز مكون من صفوف ) 

]   محصورة بزوج من الألواس أما بالشكل 
 

   
 

)أو  [
 

   
 

إذا كانت المصفوفة  (

  ،       ( حٌث إن كل من     ( عمود  فنمول إن المصفوفة من الرتبة )  ( صف ، ) مكونة من )

 ػذد طس١ر ِٛخت .

( ، ٚإرا رغبٜٚ ػذد اٌظفٛع Elementsالاػذاد أٚ اٌشِٛص فٟ اٌّظفٛفخ رغّٝ ػٕبطش اٌّظفٛفخ )  

 ( .  فئٔٙب رغّٝ ) ِظفٛفخ ِشثؼخ ِٓ اٌشرجخ  ١ٌٚnىٓ , ٚػذد الاػّذح فٟ ِظفٛفخ ِب

 ( ..…… , ٠A , B , C , D , Eشِض ٌٍّظفٛفبد ثسشٚع اٌٍغخ الأى١ٍض٠خ اٌىج١شح ِثً ) 

   -:0مثال  

1.   .
  
1 0

2×2مصفوفة   وهً مصفوفة مربعة                   /     

2.   .
            
  0       1

وهً مصفوفة مستطٌلة        / 2×4مصفوفة      

3.   (
0  
1   
  

   وهً مصفوفة مستطٌلة              3 ×2مصفوفة    (

4.   ( ) 1X1                          مصفوفة من عنصر واحد 
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5.   (
 

 0
 

)3x1          3×1مصفوفة   مكونة من عمود واحد بثلاثة صفو ف  

6.   (        )1X4     1مكونة من صف واحد وأربعة أعمدةX4 مصفوفة 

 ( Order of Matrixرتبة المصفوفة )  ]4 -2-2[

ٚرمشأ ِٓ  (    ٟ٘ ط١غخ رؼزّذ ٌٍزؼج١ش ػٓ ػذد طفٛع ٚأػّذح اٌّظفٛفخ ٚ٘زٖ اٌظ١غخ ٟ٘ )     

ػذد الاػّذح ِٚٓ اٌّّىٓ أْ ٔزوش سرجخ     ػذد اٌظفٛع ،    (ز١ث رّثً        ا١ٌغبس اٌٝ ا١ّ١ٌٓ )  

ً الاعزغٕبء ػٓ رٌه زغت اٌسبخٗ  اٌّظفٛفخ ثٛػؼٙب  أعفً اٌمٛط اٌّسزٛٞ ٌؼٕبطش٘ب  ِٚٓ اٌّّىٓ أ٠ؼب

 -اٌزٟ رمزؼ١ٙب ؽج١ؼخ اٌّغبئً اٌزٟ ٔغزخذِٙب . فّثلاً :

  .
            
        

/
   

                              . 
            
        

  / 

 الإشارة الى مولع العنصر فً المصفوفة  ]4 -3-2[

من المهم جداً أن ٌتعود الطالب على إستخدام الرموز فً التعبٌر عن المصفوفات أو الاشارة الى مولع    
الى العنصر ضمن المصفوفة مع ذكر  للاشارة   عنصر معٌن داخلها . ولمد تم الأتفاق على إستخدام الرمز 

 Aفمثلاً  فً المصفوفة   الصف والعمود اللذٌن ٌنتمً لهما على التوالً فً أسفل الجانب الاٌمن من الرمز 

) الآتٌة :

         

         

         

) 

 ٌشٌر الى العنصر الوالع فً الصف الاول والعمود الاول    الرمز 
 لثانًٌشٌر الى العنصر الوالع فً الصف الاول والعمود ا    الرمز 
 والعمود الاول لثانًٌشٌر الى العنصر الوالع فً الصف ا    الرمز 
لثالث .. وهكذا لبمٌة العناصر ، وبشكل عام ٌشٌر الى العنصر الوالع فً الصف الاول والعمود ا    الرمز 

 -ز١ث :  -   ,٠ّىٓ وزبثزٙب ثبٌظٛسٖ  (   ×   ) فأن أي مصفوفة من الرتبة 

  0                           0           

 -أي أن:

 

ٌمثل    ٌؤشران مولع العنصر داخل المصفوفة فالمتغٌر    فً أسفل الرمز      حٌث ان المتغٌرٌن    

 فإنه ٌمثل العمود الذي ٌمع فٌه العنصر.    الصف الذي ٌمع  فٌه العنصر فٌه أما المتغٌر

11 12 1

21 22 2

31 32 3

1 2

, 1,2,3,..., , 1,2,3,...,

n

n

ijn

m m mn m n

i m j n

a a a

a a a
aa a a

a a a 

 
 
 
        
 
 
 
 
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إن هذا الاسلوب فً كتابة المصفوفة  مفٌد جداً فً تمثٌل المصفوفات ذات الرتب العالٌة فمثلاً ٌمكن كتابة 
011)مصفوفة من الرتبة     -:  كما ٌلً   (11  

  [   ]     0       011           0        11 

 ملاحظة:
                   ,   ٚسًٗ  انمطش انز٘ ٚحرٕ٘ انعُاصش    فً المصفوفة المربعة من الرتبة 

 .بالمطر الرئٌسً للمصفوفة 

 بعض الانواع المهمة من  المصفوفات   ]4 -4-2[

 -ٌوجد عدد من المصفوفات تكتسب أهمٌة خاصة فً التطبٌمات الرٌاضٌة ومنها ما ٌلً :

  وتدعى أٌضاً متجه  صف (row matrix)مصفوفة الصف  (1
 -أي إنها تحتوي صفاً واحداً وعدد من الأعمدة مثل :    وهً مصفوفة من الرتبة      

  (           )1X4 

 ( ٔذذعٗ أٚعاً يرجّ عًٕد column matrix( مصفوفة العمود )2

 -أ٘ أَٓا ذحرٕ٘ عًٕداً ٔاحذاً ٔعذداً يٍ انصفٕف يثم :     انشذثحْٔٙ يصفٕفح يٍ   

  (
 

  
 

)3X1                                                                                        

 ( zero matrix)( المصفوفة الصفرٌة 3

وهً مصفوفة جمٌع عناصرها تأخذ لٌمة الصفر وهً تمثل العنصر المحاٌد لعملٌة الجمع 

.       -على المصفوفات ذوات الرتب المتساوٌة مثل :
  
  

 أو      /

.    أو         (       )   
   
   

/
   

 وبعض الاحٌان ٌرمز    

 .  لها بالرمز  

 (diagonal matrix( المصفوفة المطرٌة )4

 وهً مصفوفة مربعة تأخذ جمٌع عناصرها لٌمة الصفر عدا عناصر المطر الرئٌسً    
 -تأخذ لٌماً أخرى غٌر الصفر مثل :  فإنها -               , 

  .
  
   

/
   

        (
   
    
   

)
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 (identity matrix( مصفوفة الوحدة )5

 وهً مصفوفة مربعة جمٌع عناصرها تأخذ لٌمة الصفر عدا عناصر المطر الرئٌسً     
 ( فمط وتمثل العنصر المحاٌد لعملٌة الضرب على 0) مةفإنها تأخذ لٌ  -               , 

 مثل المصفوفات

  .
  
  

/
   

                          (I2 ٌرمز لها بالرمز  و   ) 

   (
   
   
   

)                   (I3  (  ضٔٚشيض نٓا تانشي   

 

 ( Transpose Matrix( منمول المصفوفة )6
ٔانرٙ َحصم   (   ) انشذثحفئٌ انًصفٕفح راخ  (    )   الرتبةمن  مصفوفة Aإذا كانت    

   ذسًٗ يُمٕل انًصفٕفح ٔٚشيض نٓا    تذل الأخش  يٍ إسرثذال صفٕف انًصفٕفح تئعًذذٓا انٕاحذ عهٛٓا

        

)   3×2 إذا كانت  -:2مثال  
  

   
  

 منمول   فإن  3× 2 الرتبةمصفوفة من    (

.   ×3المصفوفة هو                         
    
   

/2 

 -:فٌها  هً المصفوفة المربعة التً -:(matrix symmetrical( المصفوفة المتماثلة )7
             لجمٌع لٌم         

      تحمك العلالةالمصفوفة متماثلة و

)   المصفوفة   -:3مثال  
   
   
   

)

   

     متماثلة لأن  

 

 تساوي مصفوفتٌن ]4-[3

 -إذا وفمط أذا تحمك الشرطان الآتٌان:      تتساوى المصفوفتان 

 المصفوفتٌن(تساوي رتبتً 1

       0    لجمٌع لٌم         ( تساوي العناصر التً لها نفس المولع فً المصفوفة2
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 ف فً أدناه متساوٌتان لتحمك الشرطٌن الواردٌن فً التعرٌ      المصفوفتان   -:4مثال  

 . لسابكأ                              

  (
        

        
     

)                (

    

  
 

  
    

) 

   .  إذا كانت   -:5مثال  
  
   

/    .
     
   

 مصفوفتٌن متساوٌتٌن /

 .   جد لٌمة                     

              
 

 
-الحل:                                              

 -لكل مما ٌلً :         حٌث       جد لٌم   -:6مثال  

 ) (
  

     
)  .

     
   

/      2) (
    

    
)   .

   
   

/ 

 -بما إن المصفوفتٌن متساوٌتان لذلن تتساوى العناصر التً تحتل المولع ذاته فٌهما وعلٌه ٌكون:  -الحل:

0) (
  

    0
)  .

     
  0

/   

                           
 

 
 0  

                                    

2) ) (
    

    
)   .

   
   

/ 

                                (0) 

                               ( )  

 -( نحصل على :  ( بالعدد)2وبضرب المعادلة)   

                           (0)  

 بالجمع   ( )        01       0 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 0    0         
   

   
 0   

 0                           0  
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 -ة:تٌحدد رتبة كل من المصفوفات الآ .0

  .
   
  

/           (   )         (
   
  
  

)       (
 
 
 
)     

 جذ يُمٕل كم يٍ انًصفٕ فاخ انٕاسدِ فٙ انسؤال الأل اعلاِ .  .2

 -أعػ أيثهح نًا ٚهٙ :  .3

a)   يصفٕفح لطشٚح 

b) يصفٕفح صفشٚح يٍ انشذثح      

c)    يصفٕفح يرًاثهح يٍ انشذثح    

.-إرا كاَد :    أٔجذ لًٛح .  4
    
   

/  .
  

   
/ 

 -ح يرًاثهح :ذٛتٍٛ أ٘ يٍ انًصفٕفاخ اٜ .5

  .
  
  

/    .
  
  

/      (
 
 
 
)     (

   
   
    

) 

 جبر المصفوفات ]4[4-

 جمع وطرح المصفوفات    [4-4-1]

ٚرىْٛ ػ١ٍّخ اٌدّغ )أٚ اٌطشذ( ثدّغ ) أٚ ثطشذ(  ذجًع ) أٔ ذطشح( انًصفٕفاخ إرا كاَد يٍ َفس انشذثح

 . اٌؼٕبطش راد اٌّٛالغ اٌّزٕبظشح ث١ٓ اٌّظفٛفز١ٓ

  .   إذا كانت  -:7مثال  
    
   

/         .  
   
     

/ 

             .  
0  1
   01

/   .  
 0   
1   

/   .  
1   
   0 

/ 

    ، ٌٙب ٔفظ سرجخ اٌّظفٛر١ٓ  إٌبردخ ِٓ ػ١ٍّخ اٌدّغ    لازع إْ اٌّظفٛفخ         

                  .  
0  1
   01

/   .  
 0   
1   

/   .  
     
     

/   

    ، ٌٙب ٔفظ سرجخ اٌّظفٛر١ٓ    طشذِٓ ػ١ٍّخ اٌ خإٌبرد  لازع إْ اٌّظفٛفخ          

 

(4-1تمارٌن)  
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 جمع المصفوفاتخواص    (4-4-2)    

 . غٌر معرفتٌن بٌن المصفوفات المختلفة فً الرتبعملٌتً الجمع والطرح  (0

مجموع أي مصفوفة مع المصفوفة  -خاصٌة العنصر المحاٌد لعملٌة الجمع : (2
 .ذاتها  مصفوفةتساوي ال الرتبةالصفرٌة المساوٌة لها ب

تسمى النظٌر      )مصفوفة ما فإن )     خاصٌة النظٌر الجمعً : أذا كانت (3

(  )    بحٌث          مصفوفةالجمعً لل  مصفوفةالهً      حٌث     

 .      انرٙ نٓا َفس سذثح انًصفٕفح  الصفرٌة

        خاصٌة الابدال  (4

  فً الرتبة فأن  ثلاث مصفوفات متساوٌة    ، ، أذا كانت  -خاصٌة التجمٌع : (5
(   )      (   ) 

 فإن   الرتبةن من نفس ٌمصفوفت  و   ( إذا كانت 6

                 (   )        

 -ة :تٌبإستخدام المصفوفات الآ 2،3،4،5،6صحة الخواص تحمك من  :8مثال  

 

  .
   
   

/     .
  
  

/     .
  
  

/    .
  
  

/ 

  -الحل : 
 ( خاصٌة العنصر المحاٌد لعملٌة الجمع 1

    .
0  0
   

/  .
1 1
1 1

/  .
0  0
   

/     

 ( خاصٌة النظٌر الجمعً 2

  (  )  .
0  0
   

/  .
 0  0
   

/  .
1 1
1 1

/     

 ( خاصٌة الأبدال3

    .
0  0
   

/  .
1  
  

/  .
0  
   

/   

    .
1  
  

/  .
0  0
   

/  .
0  
   

/   

           
 ( خاصٌة التجمٌع4
 

(   )    4.
0  0
   

/  .
1  
  

/5  .
0  
   

/  .
0  
   

/  .
0  
   

/  .
  
00  

/ 

  (   )  .
0  0
   

/  4.
1  
  

/  .
0  
  

/5  .
0  0
    

/  .
0  
   

/  .
  
00  

/  

 (   )      (   ) 
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 منمول  مجموع مصفوفتٌن ٌساوي مجموع  منمول كل منهما  (5    

(   )  ,.
0  0
   

/  .
1  
  

/-  (
0  
  

)  (
0  
  

) 

      .
0  

 0   
/  .

1  
  

/  (
0  
  

)                                                                   

   (   )        

   

 

 

.  إذا كانت  .0
   
  

/   ،      .
   
  

/      ،       .
         
       

/    

 فة ( ها معر  ؤة ) إذا كانت العملٌة المطلوب إجراتٌأوجد المصفوفات الآ                

a)      

b)      

c)      

d)      

e) (   )   

f)         

 -مستخدماً المصفوفات الوارده فً السؤال الاول أثبت إن : .2

(   )        

 ضرب المصفوفات بعدد ثابت   [4-4-3]  

ٌمكن ضرب أي مصفوفة مهما كانت رتبتها بعدد ثابت وٌسمى هذا النوع من الضرب بالضرب المٌاسً       

(Scalar Multiplication وٌتم ذلن عن طرٌك ضرب كل عنصر )  من عناصر المصفوفة بالعدد المراد

 ضرب المصفوفة به.

 

 

(4-2تمارٌن)  
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.   ( لتكن a) :9مثال  
  

   
  ونحصل    مصفوفة لها نفس رتبة      فإن  /

 :أتًكما ٌ علٌها                                   

    (  ) .
  

   
/  (

        
   (  )     

)  .
 0   
0   0

/  

                   (b  لتكن )  .
   0
1 0  

 ونحصل    مصفوفة لها نفس رتبة    فإن   /

 كما ٌأتً : علٌها                           

   ( )  .
   0
1 0  

/  .
        ( 0)
  1   0    

/  .
01    
1  0 

/   

 ضرب المصفوفات ببعضها    (4-4-4)  

لعدد الصفوف فً عدد الأعمدة فً احدى المصفوفتٌن مساوٍ إذا كان     ،نستطٌع ضرب مصفوفتٌن       

ٌكون معرفاً إذا كانت عدد أعمدة    ، ، وبشكل خاص فإن حاصل ضرب المصفوفتٌن  المصفوفة الأخرى

  فإن حاصل ضربهما     B4x3  و     A2x4 فمثلاً إذا كانت   .  المصفوفة  صفوفمساوٍ لعدد    المصفوفة 

 . 2x3 ِظفٛفخ سرجزٙب        

      ٔ       يٍ عًهٛح ظشب انًصفٕفرٍٛ حانُاذج A.Bانًصفٕفح ذكٌٕ سذثح -( :1يلاحظح)

                  ْٙ   n×m  

 

 فإن     لا ٌساوي عدد صفوف المصفوفة    عدد أعمدة المصفوفة  إذا كان (:2ملاحظة )

     ةفغٌر معر   تكون       من عملٌة الضرب  ةالمصفوفة الناتج               

  ةمعرف    ةذات الرتب   والمصفوفة       ةذات الرتب   المصفوفة  :10مثال  
  ٌساوي عدد صفوف       لأن عدد أعمدة المصفوفة A.B  بٌنهما عملٌة الضرب                           
   مساوٌة لـعدد اعمدة  ةوعلٌه تكون رتبة المصفوفة الناتج  2وهو   المصفوفة                            
 .(   ) أي     صفوف مضروبة بعدد                           

ِٓ ِظفٛفخ    ٚاٌؼّٛد    ٌٚزٛػ١ر فىشح ػشة اٌّظفٛفبد ٔمٛي إْ اٌؼٕظش اٌّٛخٛد فٟ اٌظف     

فٟ اٌّظفٛفخ الاٌٚٝ ثؼٕبطش   زبطً اٌؼشة ٘ٛ اٌؼذد إٌبرح ِٓ خّغ زٛاطً ػشة ػٕبطش اٌظف 

فٟ اٌّظفٛفخ اٌثب١ٔخ . ٚرغ١ٙلاً ٌٙزٖ اٌفىشح فئٕٔب عٕزذسج فٟ ٘زا اٌّفَٙٛ فٕجذأ أٚلاً ثؼ١ٍّخ ػشة   اٌؼّٛد 

 طف ثؼّٛد.
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 ظشب صف تعًٕد [4-4-4-1] 

فأْ زبطً اٌؼشة ٘ٛ ِظفٛفخ راد Bnx1  ٚػّٛد    A1xnػٕذ إخشاء ػ١ٍّخ ػشة ث١ٓ طف ِثً     

ٚٔسظً ػٍٝ ٘زا اٌؼٕظش ثدّغ زبطً ػشة   11xٚز١ذ ز١ث رىْٛ سرجخ اٌّظفٛفخ إٌبردٗ ٟ٘  ػٕظش 

 -ثشىً ِزٕبظش ٚوّب ِٛػر فٟ اٌّثبي ا٢رٟ : Bثؼٕبطش اٌؼّٛد ٌٍّظفٛفخ  Aػٕبطش اٌظف ٌٍّظفٛفخ 

)       (   )        ،     :00مثال  
 
 
 
)

   

   

    (0   ) (
 
1
 
)  ,(0   )  (  1)  (   )-  (  1  0 )  0   

ٚفأْ زبطً اٌؼشة ٘ٛ        ظف ٚاٌ          ؼّٛد أِب ػٕذ إخشاء ػ١ٍّخ ػشة ث١ٓ اٌ    

ثؼٕبطش   ٌٍّظفٛفخ  ؼّٛدؼشة ػٕبطش اٌث ّظفٛفخاٌ ٖٚٔسظً ػٍٝ ٘ز (   )ِٓ اٌشرجخ ِظفٛفخ 

 -: أدٔبٖثشىً ِزٕبظش ٚوّب ِٛػر  Aٌٍّظفٛفخ  ظفاٌ

     (
 
1
 
)

   

 (0   )    (
   
1 1 1
  0 

)

   

 

  والمصفوفة  (                  )     1X6المصفوفة     :02مثال  

(

  
 

 
 
 
 
 
 )

  
 

   

 

(A.B) ×1 1 ,(   )  (1  0)  (   )  (1  0)  (   )  (1  0)- 

                (  1    1   1  1)     
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 يصفٕفح تًصفٕفح أخشٖ ظشب  [4-4-4-2]
نحصل على عناصر حاصل ضرب مصفوفتٌن متوافمتٌن لعملٌة الضرب ) أي عدد أعمدة المصفوفة     

 الاولى مساوٍ لعدد صفوف المصفوفة الثانٌه ( وفماً للخطوات الآتٌة 

       [
       

   
       

] 

 

 من      الممابلة لهاالاول عناصر العمود   من المصفوفة الاولى  الاولحاصل جمع )عناصر الصف      .1

 المصفوفة الثانٌة (          

 الممابلة لها الثانً عناصر العمود   من المصفوفة الاولى  الاولحاصل جمع )عناصر الصف      .2

 المصفوفة الثانٌة (  من 

 الممابلة لها الثالث عناصر العمود   من المصفوفة الاولى  الاولحاصل جمع )عناصر الصف      .3

 ...... وهكذا لبمٌة الاعمدة المصفوفة الثانٌة (  من

 -:ثم 

 الممابلة لهاالاول عناصر العمود   من المصفوفة الاولى  الثانًحاصل جمع )عناصر الصف      .1

 من المصفوفة الثانٌة ( 

 الممابلة لها الثانًعناصر العمود    من المصفوفة الاولى  لثانًاحاصل جمع )عناصر الصف      .2

 المصفوفة الثانٌة (  من

 الممابلة لهاالثالث عناصر العمود    من المصفوفة الاولى  الثانً حاصل جمع )عناصر الصف     .3

 المصفوفة الثانٌة ( ...... وهكذا لبمٌة الاعمدة من

 -ثم :

 الممابلة لهاالاول عناصر العمود   من المصفوفة الاولى  الثالثحاصل جمع )عناصر الصف      .1

 من المصفوفة الثانٌة ( 

 hالممابلة له الثانًعناصر العمود    من المصفوفة الاولى  الثالثحاصل جمع )عناصر الصف      .2

 من المصفوفة الثانٌة ( 

 الممابلة لهاالثالث عناصر العمود    من المصفوفة الاولى  الثالثحاصل جمع )عناصر الصف      .3

 لبمٌة الاعمدة المصفوفة الثانٌة ( ...... وهكذا من
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.       المصفوفة :03ثال م 
   
    

/
   

)   والمصفوفة   
  
 
 

)

   

تكون 

 ضربهما كما ٌلً :عملٌة 

    .
 0 1
  0  

/  (
 0
 
0

)  (
  ( 0)  0    1  0

   ( 0)  ( 0)      0
)  .

 
  

/2X1 

   لا ٌساوي عدد صفوف المصفوفة  غٌر معرّف لكون عدد أعمدة المصفوفة    ولكن 

.     إذا كانت   :14مثال  
   
  

/
   

،  .
   
  

/
   

    (    )،  (   )جد  

(   )  (
0  ( 0)  ( 0)  1     0    ( 0)   

  ( 0)  1  1     1   
)  .

 0   
   

/
   

 

     (
 0  0      0  ( 0)    1
1  0     1  ( 0)    1

)  .
 0
01 1

/     

        نلاحظ إن                                                        

)         إذا كانت   :15مثال  
  
  
  

)  ،    .
 
 
 -فأن : /

(   )  (
0       
       
    1   

)  (
  
  
 1

)

   

  

 غٌر معرّف لعدم توافر شروط الضرب فٌه .    ونلاحظ إن                             

 

 

 

.    اذا كانت  .0
    
    

/ ،   .
      
   

/  ،   4
 

 
    

   
5  

 -أحسب ما ٌلً :          

a)        

b)        

c)        

d)  (   ) 

e)      (   )  

(4-3تمارٌن)  
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)      ،(     )    ذا كانت . ا2
 
 
 
 -إحسب إن أمكن : (

a)     

b)     

.  إذا كانت  .3
  

   
/  ،    (

  
  
   

 -إحسب إن أمكن : (

a)     

b)     

 -ة :تٌفً المصفوفات المتساوٌة الآ       جد لٌمة كل من .4

a) .
        
    

/  .
   
     

/ 

b) .
    

        
/  .

    
   

/ 

 

.  إذا كانت  .5
    

     
/ ،     .

   
    

 -أثبـت أن:  /

(   )   (   ) 

.  إذا كانت  .6 
   
    

/ ،    (
   
   

    
)  ،    (

  
   
  

) 

 فة( .ر  ة ) إن كانت العملٌة معتٌجد المصفوفات الآ           

a) (   )          

b) (   ) 

c) (   )        

d) (   )  

e) (   )       

f)           

g)           

h)    

i) (   )     

j)           

k)         

l) (   )  
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سنعالج فً هذا البند المحددات وبعض المفاهٌم الأساسٌة المتعلمة بها وتطبٌماتها فً حل نظام المعادلات     

 (     method Gramer’ s )الخطٌة بإستعمال طرٌمة كراٌمر 

  (   )حساب لٌمة المحددة المربعة  [4-5-1]

.     ( ولتكن مثلاً    إذا كانت المصفوفة المربعة من الرتبة الثانٌة ) اي 
  
  

/ 

 -ٌعرف بالشكل الآتً : (   )من الرتبة   فأن محدد المصفوفة 

   ( )  | |  |
  
  

|                            

.   مصفوفةجد محدد ال  :16مثال  
   
  

/       

( )                          -الحل :   | |  |
  0
 0

|    0  ( 0)          

.     مصفوفةجد محدد ال   :17مثال  
   
    

/
   

  

                   -الحل :

       ( )   | |  |
   
  0 

|  ,(  )  0    (  )-    1          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تعرٌف المحددة
 الاحٌان وفً بعض ( )    تمترن بعدد وحٌد ٌسمى محدد المصفوفة وٌكتب    مثل  مربعةكل مصفوفة 

 (.ولا ٌمصد به المٌمة المطلمة تمٌٌزاً لها عن المصفوفة ةستخدم زوج من الخطوط العمودٌأ) ولد  | |
 

) Determinanths( [5-4]المحددات 
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  (   )حساب لٌمة المحددةالمربعة    [4-5-2]

 -: الطرٌمة الاولى ) طرٌمة الاسهم (

)  لتكن المصفوفة 

         

         

         

 -كما ٌلً :  محدد المصفوفة  ٌمكن إحتساب،    (

 -( أكتب العمودٌن الاول والثانً خارج المحدد وكما مبٌن أدناه :1

|

         

         

         

|

      

      

      

 

  -( مرر أسهم بعناصر المحدد كما ٌلً :2

 
 ( جد حاصل ضرب العناصر الثلاثة التً تمع على كل سهم3

 -من العلالة الآتٌة :  ( )    و نحصل على 

   ( )  (                             )  (                   

          ) 

    

 

 

)   جد محدد المصفوفة       :18مثال     
   
    
   

)

   

  

 
     ( )  ,   (  )               -  ,  (  )            

   -    

 ,      -  ,      -          

تستخدم هذه الطرٌمة فمط للمصفوفات المربعة من الرتبة  -ملاحظة:
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 (ةالطرٌمة الثانٌة ) طرٌمة التجزئ

 (   )الى ثلاثة محددات صغٌرة من الرتبة  (   )وفً هذه الطرٌمة ٌتم تجزئة المحددة المربعة       

وحذف      وحذف صفه وعموده ثم أختٌار    وحذف صفه وعموده ثم أختٌار     عن طرٌك أختٌار 

وعلى   (   )من الرتبة محدد المصفوفة صفه وعموده ٌلً ذلن  تبسٌط النتائج بالاستفاده من تعرٌف 

            -النحو الآتً :

                                                                                                                                                 

|

         

         

         

|     |
      

      
|     |

      

      
|     |

      

      
| 

                                                               
 المحددة للعناصر المتبمٌة من حذف الصف الاول والعمود الاول من المحددة الاصلٌة     حٌث تمثل   

    الاصلٌة حددةالممن  لثانًالمحددة للعناصر المتبمٌة من حذف الصف الاول والعمود ا    تمثل  و        

 الاصلٌة حددةالممن  لثالثالصف الاول والعمود ا المحددة للعناصر المتبمٌة من حذف    تمثل  و        

)    -ة:تٌأحسب لٌمة  محددة المصفوفة  الآ    :19مثال     
   
   
   

)

   

 

  -الحل:        

   ( )  |
0   
 0  
  0

|  0 |
0  
 0

|   |
  
 0

|   |
 0
  

| 

                          0(0   )   (   )   (   ) 
                                0  0  

 بعض خواص المحددات   [4-5-3]

 اً صفر ( إذا  كانت جمٌع عناصر أحد الصفوف فً المحددة تساوي صفراً فإن لٌمة المحدد تساوي0

|          :20مثال       
    
   
    

|   |
  

   
|  (  ) |

  
  

|   |
  
   

|   

          (   )   (   )   (   )    

 

( )    -( محددة أي مصفوفة مربعة تساوي محددة المصفوفة المنمولة لها أي:2       (  ) 
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.  إذا كانت    :21مثال     
  
  

/
   

.   فإن    
  
  

/
   

 -وٌكون : 

   ( )   |
  
  

|  (   )  (   )        

   (  )  |
  
  

|  (   )  (   )        

     ( إذا ضربنا كل عنصر من عناصر صف واحد فمط أو عمود واحد فمط للمحددة بعدد حمٌمً فإن3
  لٌمة المحددة الناتجة ٌساوي حاصل ضرب ذلن العدد بالمحددة الاصلٌة .    

|    إذا كانت  :22مثال  
  
  

( )  فإن   |  (   )  (   )    

|   فإن المحددة ستكون بالشكل  5لو ضربنا الصف الاول بالعدد                  
 01
0  

 وٌكون   |

                          (   )  (01  0)  0  01         ( ) 

|  ( فإن المحددة ستكون بالشكل  ضربنا العمود الثانً مثلاً بالعدد ) كما إننا لو  
0   
0   

| 

 -وٌكون:
            ,0  (  )-  ,(  )  0-                ( ) 

 ( إذا تبادل صفان أو عمودان لموالعهما فً المحددة فأن إشارة المحددة فمط هً التً سوف تتغٌر 4

 وتبمى المٌمة نفسها .     

|    إذا كانت  :23مثال  
  
  

( )  فإن   |  (   )  (   )    

|  الصف الاول بالصف الثانً فأن المحددة ستكون بالشكل  لو إستبدلنا                
0  
  

 وٌكون |

                         (0   )  (   )    0      

|  الثانً فأن المحددة ستكون بالشكل  عمودالاول بال عمودلو إستبدلنا الو              
  
 0

 نوٌكو|

                         (  0)  (   )    0      

 

| جد لٌمة المحددة :24مثال  
   
    

     
 -الحل: |

0 |
0 0  

1 1   

 0  0  

|  0 |
1   

 0  
|  0 |

1   
 0  

|   |
1 1

 0  0
| 

 0(1   )  0(1   )   (1  1)       1  1 
متماثلٌن والاجابة بان وبالإمكان الاستغناء عن هذه الخطوات بملاحظة كون العمودٌن الاول والثانً     

 لٌمة المحددة تساوي صفر مباشرة .

 صفان أو عمودان فً محددة فإن لٌمة المحددة تساوي صفراً .( إذا تماثل 5
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 المحددات عمالحل المعادلات الخطٌة بإست [4-6] 

حل نظام خطً وكذلن  حل معادلتٌن خطٌتٌن بمتغٌرٌن بإستخدام المحدداتفً هذا البند سوف نتطرق الى  

 .  ( Gramer’s method)وطرٌمة كراٌمر مؤلف من ثلاثة معادلات  بثلاثة متغٌرات بإستخدام المحددات

 حل معادلتٌن خطٌتٌن بمتغٌرٌن بإستخدام المحددات [4-6-1]

 -ولٌكونا :     ،   لحل المعادلتٌن الخطٌتٌن بالمتغٌرٌن    

               

               

 -:وبصٌغة المصفوفة 

.
      

      
/ .

 
 /  (

   

  
) 

                           

  (
   

   
)      .

 
 /     .

      

      
/  عندما   

 -نتبع الخطوات الآتٌة:

 -وكما ٌلً :      ،    أي محددة معاملات المتغٌرٌن   ( )    نستخرج  .1

   ( )  |
 00  0 
  0    

|   00     0   0   1 

   تساوي صفراً فإنه لٌس للمعادلتٌن حل فً مجموعة الاعداد الحمٌمٌة    ( )     وفً حالة كون لٌمة

 أي إن مجموعة الحل تكون مجموعةً خالٌة .

   ثؼّٛد اٌّظفٛفخ  رارٙب ٌىٓ ثؼذ إعزجذاي ػّٛد٘ب الاٚي A محددة ال وهً  (  )     نستخرج  .2
 -فٟ اٌطشع الا٠ّٓ ٚوّب ٠ٍٟ :

   (  )  |
 0  0 

     
|   0      0       

   ثؼّٛد اٌّظفٛفخ  اٌثبٟٔرارٙب ٌىٓ ثؼذ إعزجذاي ػّٛد٘ب  A وهً  المحددة  (  )    نستخرج  .3
 -ٚوّب ٠ٍٟ : فٟ اٌطشع الا٠ّٓ 

   (  )  |
 00  0 

  0     
|   00     0   0    

 -فً المعادلتٌن وكما ٌلً :    نستخدم طرٌمة كراٌمر لأٌجاد لٌم المتغٌرٌن  .4

  
    (  )

    ( )
    ،     

    (  )

    ( )
    

 

 



92 
 

 :) طرٌمة كراٌمر ( تٌن بطرٌمة المحددات تٌحل المعادلتٌن الآ :25مثال  

           
                  

 -الحل :

     

  .
  0
   

/    ،      .
 
 /  ،    .

 
   

/  

   ( )  |
  0
   

|  ,(  )  (  )-  (0   )        

   (  )  |
 0

     
|  ,  (  )-  ,0  (   )-    1       

   (  )  |
   
    

|  ,(  )  (   )-  (   )   1  0     

  
    (  )

    ( )
 

  

 
 0 

  
    (  )

    ( )
 

  

 
   

    *(0  )+ 

 : ) طرٌمة كراٌمر (  تٌن بطرٌمة المحدداتتٌحل المعادلتٌن الآ :62مثال  

        

                    

                                                         -الحل:

  .
  0
 0  1  

/ ،    .
 
 /  ،     .

 
    

/  

   ( )  |
  0
0  1  

|  ,(  )  ( 1  )-  (0  0)  0  0  1 

( )   وحٌث إن      .  أي إنه لٌس للمعادلتٌن حل فً مجموعة الاعداد الحمٌمٌة       فإن   1  
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 المحددات عمالبإست ثلاثة معادلات بثلاثة متغٌراتنظام خطً مؤلف من حل  [4-6-2]

 -نستخدم الاسلوب ذاته الذي أستخدمناه لحل المعادلتٌن الخطٌتٌن بمتغٌرٌن وكما ٌلً :

                   

                  

                  

   ( )  |

         

         

         

|     1     (  )  |

        

        

        

|    

   (  )  |

        

        

        

|       ،     (  )  |

         

         

          

| 

  
    (  )

    ( )
   ،       

    (  )

    ( )
  ،      

    (  )

    ( )
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) طرٌمة بطرٌمة المحددات الثلاثة الآتٌةنظام الخطً المؤلف من المعادلات حل ال :27مثال 

 كراٌمر (

              

            

            

 -الحل:

(
0    

  0   
   

)   4
 
 
 
5  (

 0
0
 

) 

                                         

   ( )  |
0    

  0   
   

|  0 .
0   
  

/  (  ) .
    
  

/   .
  0
  

/ 

              0(  0 )   (   0 )   (    )  0  0       

   (  )  |
 0    
0 0   
   

|   0.
0   
  

/  (  ) .
0   
  

/   .
0 0
  

/ 

              0(  0 )   (  01)   (   )   0       0  

   (  )  |
 0  0  
  0   
   

|  0 .
0   
  

/  ( 0) .
    
  

/   .
  0
  

/ 

              0(  01)  0(   0 )   (    )   0     0  1 

   (  )  |
 0    0
  0 0
   

|  0 .
0  0
  

/  (  ) .
  0
  

/  ( 0) .
  0
  

/ 

              0(   )   (    )  0(    )   0  0       

  
    (  )

    ( )
 

  

 
     ،    

    (  )

    ( )
 

 

 
 1 ،    

    (  )

    ( )
 

  

 
  0  

     *(  1  0 )+ 
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 -ة:تٌإحسب لٌمة المحددات الآ .1

 ) |
  
  

|        ) |
   
   

|           ) |
  
  

|              ) |
   
   
   

|        

 ) |
     
   
   

| 

 -التً تحمك ما ٌلً :  جد لٌمة . 2

 ) |
   
  

|                           ) |
     

     
    

|    

طرٌمة ) ة بإستخدام المحددات تٌجد مجموعة حل كل من أنظمة المعادلات الخطٌة الآ .3

 كراٌمر (

 )                                                b)     c) 

                                                      

                                  

d)           )  e) 

                   

                        

                      

 

 
 
 
 
 
 
 
 

(4-4تمارٌن)  
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 الفصل الخامس

صاءعلم الاح  

 مماٌٌس النزعة المركزي
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 الفصل الخامس

 علم الاحصاء

 مماٌٌس النزعة المركزٌة

 السلوكٌة: الأهداف

 -ن :أعلى  ن ٌكون لادراً الفصل هذا أعلى الطالب فً نهاٌة  جبٌ

 

 أنواع الجداول وٌتمكن من أنشائها .ٌتعرف على   .0

 ٌفهم ماهٌة جداول التوزٌع التكراري والغاٌة من أنشائها . .2

 ٌلم بوسائل التمثٌل البٌانً لعرض البٌانات الأحصائٌة . .3

 ستخراجه.اٌتعرف على مفهوم المدى وٌتمكن من   .4

 ستخراجه.  انحراف المتوسط وٌتمكن من ٌتعرف على مفهوم الأ .5

 ستخراجه.اٌتعرف على مفهوم التباٌن وٌتمكن من  .6

 .ستخراجهانحراف المعٌاري وٌتمكن من ٌتعرف على مفهوم الأ .7

 ستخراجه  اوٌتمكن من الخطأ المعٌاري ٌتعرف على مفهوم  .8

 ٌتعرف على مفهوم معامل الإختلاف  وٌتمكن من استخراجه  .9
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 الفصل الخامس

علم الاحصاء    

 المركزٌةمماٌٌس النزعة 
 أنواع الجداول.  (5-1)

 جداول التوزٌع التكراري. ( 2-5)

 (       التمثٌل البٌانً.3-5)

 (       العرض البٌانً فً حالة المتغٌر الكم5-3-1ً)

 (       العرض البٌانً فً حالة المتغٌر النوع5-3-2ً)

 .أو الاختلاف التشتت    (4-5)

 مماٌٌس التشتت المطلك .     (1-4-5)

 المدى .   (1-1-4-5)

 الإنحراف المتوسط .  (1-4-5- 2)

 التباٌن . (1-4-5- 3)

 الإنحراف المعٌاري . ( 4-1-4-5)

 .   الخطأ المعٌاري )الخطأ المٌاسً(  ) -1-45(5-

 مماٌٌس التشتت  النسبً .   )2-4-5(

 معامل الإختلاف  )1-2-4-5(
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 الجداول أنواع ) 5-(1

( لدراسة ظاهرة معٌنة وفك الأسالٌب والطرق التً Raw dataبعد جمع البٌانات الأحصائٌة الأولٌة )     

لذذا فغالبذا مذا توضذع فذً جذداول  هذه، على الصورةذكرناها سابما فانه غالبا لا ٌمكن الاستفادة منها وهً 

 . لهامبسطة أو ٌعبر عنها بصورة اشكال ورسوم بٌانٌة لتسهٌل عملٌة دراستها وتحلٌ

 (Tabular Presentationالجدولً )العرض 

 هنان نوعان رئٌسٌان من الجداول الأحصائٌة وهما:

 المركب الجدول-2البسٌط      الجدول-1

 البسٌط:الجدول -1

الأول ٌمثل تمسٌمات  عمودٌن.وهو الجدول الذي توزع فٌه البٌانات حسب صفة واحدة وٌتألف من     

الصفة أو الظاهرة الى فئات أو مجموعات والثانً ٌبٌن عدد المفردات التابعة لكل فئة أو مجموعة. 

 ٌمثل نموذجاً للجدول البسٌط. (  , (2-1-5(1-1-5 )الجدول

 

 .جدول توزٌع الدرجات الفصلٌة لمادة الأحصاء للصف الأول الزراعً)   5-1-(1جدول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 عدد الطلبة فئات الدرجات

40-31 2 

50-41  4 

60-51 7 

70-61 12 

80-71 18 

90-81 6 

100-91 1 
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 جدول توزٌع عدد الطلبة للمرحلة الأولى فً كلٌة الزراعة حسب الألسام العلمٌة ) 5-1-2 ( جدول

 

 

 

 

 

 

 

 

 الجدول المركب: -2

وهو الجدول الذي توزع فٌه البٌانات وفك صفتٌن أو ظاهرتٌن أو اكثر فً  الولت نفسه. فتكون الفئات أو     

تمثل الصفوف والصفة أو الظاهرة الثانٌة تمثل الاعمدة ، بٌنما تمثل المجامٌع للصفة أو الظاهرة الأولى 

ٌمثل نموذج ) 5-3-1 () المربعات( الداخلٌة أعداد المفردات للصفات أو التكررات هذه والجدول الخلاٌا

 للجدول المركب المتكون من صفتٌن.

 العلمٌة الدراسٌة والالسامجدول توزٌع عدد الطلبة فً كلٌة الزراعة حسب المراحل  ) 5-1-3 (جدول

 عدد الطلبة المسم العلمً

 70 علوم التربة

 50 علوم المحاصٌل

 60 ولاٌة المزروعات

 50 البستنة

 30 الصناعات الغذائٌة

 25 الارشاد الزراعً

 20 الالتصاد الزراعً

 35 المكننة الزراعٌة

 المرحلة الرابعة المرحلة الثالثة المرحلة الثانٌة المرحلة الأولى المسم العلمً

 36 ;: >; 7< علوم التربة

 46 <: 7; 7> علوم المحاصٌل

 48 >; >> 7= ولاٌة المزروعات

 36 ;; => 7> البستنة

 32 ?9 >9 7: الصناعات الغذائٌة

 24 97 ?8 >9 الارشاد الزراعً

 19 ?8 >9 97 الالتصاد الزراعً

 12 17 18 35 المكننة الزراعٌة
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والان سنشرح بالتفصٌل كٌفٌة أنشاء أو تكوٌن جدول من الجداول البسٌطة الكثٌرة والشائعة الاستعمال 

 .التكراريوٌدعى بجدول التوزٌع 

 ((Frequency Tableجداول التوزٌع التكراري ) 5-(2

تذذنظم وتلخذذص البٌانذذات الأحصذذائٌة سذذواء كانذذت وصذذفٌة أم كمٌذذة فٌمذذا ٌسذذمى بذذالتوزٌع التكذذراري       

(Frequency Distribution وهو عبارة عن جدول ٌلخص البٌانات الخام فٌوزعها على فئذات وٌحذدد )

، ولأتمذام ذلذن  fبذالرمز  لذه عدد الأفراد الذٌن ٌنتمون الى كل فئذة وٌسذمى هذذا العذدد بتكذرار الفئذة وٌرمذز

العمذود  اعمذدة.ٌنبغً ان ٌصمم جدولاً آخر ٌسمى بجدول تفرٌغ البٌانات الأحصائٌة. وهو ٌتكون من ثلاثة 

الفئذة للبٌانذات الكمٌذة ، وفذً العمذود الثذانً توضذع العلامذات  فٌه الصفة للبٌانذات الوصذفٌة أو الأول ٌكتب

رأسٌة والخامس مائل ٌربط الخطوط الأربعة  وهً عبارة عن حزم مكونة من خمسة خطوط ،  أربعة منها

( وفذً العمذود الثالذث ٌكتذب مجمذوع العلامذات أمذام كذل  الرأسٌة وبذلن تصبح الحزمة على الصذورة ) 

 فئة ومجموع العلامات هذه فً كل فئة ٌسمى التكرار لهذه الصفة أو الفئة.  صفة أو

 هنان أنواع متعددة من جداول التوزٌع التكراري أهمها:

 جدول التوزٌع التكراري البسٌط -1

 جدول التوزٌع التكراري النسبً -2

 جدول التوزٌع التكراري المتجمع -3

a) جدول التوزٌع التكراري المتجمع الصاعد 

b) جدول التوزٌع التكراري المتجمع النازل 

 (Simple Frequency table)   جدول التوزٌع التكراري البسٌط 1-  

 البسٌطتعرٌف جدول التوزٌع التكراري 

 هو جدول بسٌط ٌتكون من عمودٌن :

 (Classes الاول : تمسم فٌه لٌم المتغٌر على السام أو مجموعات تسمى الفئات)

 (  Frequencyالثانً : ٌبٌن مفردات كل فئة وٌسمى بالتكرار ) 

 بعض التعارٌف المهمة

 (Ungrouped Data) البٌانات غٌر المبوبة

 .التً جمعت ولم تبوب) Raw dataوهً البٌانات الخام الأولٌة أو الاصلٌة )   

 (Grouped Data) انًثٕتحالبٌانات 

 وهً البٌانات التً تم تبوٌبها وتنظٌمها فً جدول التوزٌع التكراري.
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 (Classesالفئات )

تكون لكل لسم أو صنف وهً الفترة التً نختارها لتمسٌم بٌانات المتغٌر على مجموعات متساوٌة بحٌث 

 صفة ممٌزة.

 (Class Limit الفئات )  حدود

 حد أدنى وحد أعلى. حدان،لكل فئة 

 (Class Lengthطول الفئة )

 وهو ممدار المدى بٌن حدي الفئة.

 (Class Midpoint الفئة) مركز

 منتصف المدى بٌن حدي الفئة.

 (Class Frequency )تكرار الفئة 

 fiبالرمز   لها المٌم التً تمع تحت مدى تلن الفئة وٌرمز وهً عدد المفردات أو

 :بسٌط الالتوزٌع التكراري جدول  خطوات تكوٌن 

a. فً حالة البٌانات الوصفٌة 

الوصفٌة  الصفة للبٌاناتالأول ٌتضمن  أعمدة،أنشاء جدول تفرٌغ البٌانات الذي ٌتكون من ثلاثة  (1)

 والثانً للعلامات والثالث للتكرار لكل صفة.

والثانً  للصفات الوصفٌةالأول  عمودٌن،الذي ٌتضمن البسٌط انشاء جدول التوزٌع التكراري  (2)

 الفئات.لتكرار 

 شجرة من الحمضٌات فً أحد البساتٌن 40إذا كانت لدٌنا بٌانات أنواع  :1مثال

 

 لالنكً  لٌمون  برتمال  نارنج  برتمال

 لٌمون  نارنج  لٌمون  لالنكً  نارنج

 لٌمون  لالنكً  لٌمون   برتمال   برتمال

 برتمال  نارنج  برتمال  لٌمون  برتمال

 لالنكً  نارنج  لٌمون  برتمال  لٌمون

 لٌمون  لالنكً  لٌمون   برتمال   برتمال
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 -: تفرٌغ البٌانات كالآتًلا: نعمل جدول أوؤ 

 جدول تفرٌغ البٌانات لأشجار الحمضٌات ( 5-2-1 ) جدول

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحمضٌات شجارثانٌا: جدول التوزٌع التكراري لأ

 التوزٌع التكراري لأشجار الحمضٌات (5-2-2 )جدول

 

 

 

 

 

 

أنواع أشجار 

 الحمضٌات

 التكرار العلامات

 نارنج
    

6 

 برتمال
             

05 

 لٌمون
         

00 

 لالنكً
     

8 

أنواع أشجار 

 الحمضٌات

 التكرار

 6 نارنج

 05 برتمال

 00 لٌمون

 8 لالنكً
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b. فً حالة البٌانات الكمٌة 

 تنازلٌا ترتٌب البٌانات تصاعدٌا أو (1)

 أدنى لٌمة   أعلى لٌمة    لٌمة المدى           -حٌث ان : حساب لٌمة المدى (2)

 للفئات:أختٌار عدد مناسب  (3)

 هنان عدة طرق حسابٌة تمرٌبٌة لأٌجاد عدد الفئات سنذكرها للعلم فمط أهمها:   

 + لوغارتم عدد المفردات(  3.3+ ) 1   عدد الفئات   :Sturgesطرٌمة سترجس     

 الجذر الرابع لعدد المفردات       2.5x       عدد الفئات   Yule:طرٌمة ٌول     

ولكل من الطرٌمتٌن مٌزات وعٌوب ولن نستعمل أٌذاً منهذا فذً الولذت الحاضذر بذل سذنختار الفئذات أختٌذاراً 

 خمس عشرة فئة. خمس الىوٌفضل ان ٌكون العدد بٌن 

 - :الفئةحساب طول  (4)

 وٌفضل تمرٌبها الى ألرب عدد صحٌح       الفئات المدى / عدد   طول الفئة                  

 

  :حساب مركز الفئة (5)

 نهاٌة الفئة   بداٌة الفئة                        (6)

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ       مركز الفئة        

                                        2 

 طالبا فً مادة الرٌاضٌات 40البٌانات الآتٌة تمثل درجات  :2مثال

 

 

 

 

 

 

 

65     72     45     55     42     87     36     84 

58     66     79     28     88     76     62     91 
29     78     67     83     93     56     64     61 
46     74     63     33     71     84     73     88 
25     85     94     74     64     58     51     58 
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 تنازلٌا أوالحل: ترتٌب البٌانات تصاعدٌا 

 

 

 

 

 

                        :المدى               

 ختٌاري(أ)     7     :عدد الفئات          

 طول الفئة :          
  

 
 (00لرب عدد صحٌح وهو )أتمرب الى          

 جدول تفرٌغ البٌانات لدرجات مادة الرٌاضٌات ( 5-2-3جدول) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

25 28 29 33 36 42 45 46

 50 51 55 56 58 58 61 62

 63 64 64 65 66 67 71 72

 73 74 74 76 78 79 80 83

 84 84 85 87 88 91 93 94  

 التكرار العلامات مركز الفئات الفئات

        29.5 
 

4 

        39.5  2 

        49.5 
 

4 

        59.5 
    

9 

        69.5 
    

8 

        79.5 
    

7 

        89.5 
 

6 

 40   المجموع
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 التوزٌع التكراري البسٌط لدرجات مادة الرٌاضٌات ( 5-2-4 )جدول

 

 التكرار الفئات

34 - 25 4 

44 - 35 2 

54 - 45 4 

64 - 55 9 

74 - 65 8 

84 - 75 7 

94 - 85 6 

 40 المجموع

  

  

 (Relative Frequency Distributionجدول التوزٌع التكراري النسبً) -2

 ة:الآتٌلكل فئة. وٌحسب التكرار النسبً لكل فئة بالطرٌمة  النسبٌة همٌةوهو جدول ٌبٌن الأ

  

∑  

 
تكرار تلن الفئة

   المجموع الكلً للتكرارات
 التكرار النسبً لأي فئة 
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وكما مبٌن فً  188   بالعددوعادة ٌوضع التكرار النسبً كنسبة مئوٌة وذلن بضرب كل تكرار نسبً 

 -:( الآتً 5-2-5) الجدول

 جدول التوزٌع التكراري النسبً لدرجات مادة الرٌاضٌات (5-2-5)جدول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Cumulative Frequenc Table   جدول التوزٌع التكراري المتجمع-3

تزٌد عن لٌمة  أوالمفردات التً تمل  أوحٌان لد تكون هنان حاجة الى معرفة عدد المٌم لأفً بعض ا

التكرارٌة المتجمعة، وهنان  جداولتدعى بالهذه التً تحوي على مثل المعلومات  جداولمحددة، وال

 جداولن من هذه الانوع

a. الصاعد جدول التوزٌع التكراري المتجمع 

b. جدول التوزٌع التكراري المتجمع النازل 

a. جدول التوزٌع التكراري المتجمع الصاعد 
وهو الجدول الذي ٌعطٌنا عدد المفردات التً تمل لٌمتها عن الحد الادنى لفئة معٌنة، وٌتكون من عمودٌن. 

. والعمود الثانً نكتب فٌه التكرار (5-2-6 ) ل نكتب فٌه حدود الفئات كما موضح فً الجدولوالعمود الأ

 :الآتًالتجمٌعً التصاعدي بالشكل 

 

 التكرار المئوي% التكرار النسبً التكرار الفئات

34 – 25 4 0.100 18 

44 – 35 2 0.050 5 

54 – 45 4 0.100 18 

64 – 55 9 0.225 22.5 

74 – 65 8 0.200 28 

84 – 75 7 0.175 17.5 

94 – 85 6 0.150 15 

 188 1.000 40 المجموع
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 =     صفر      f0لى    =     وتكرار ما لبل الفئة الأ

 f1لى             =     والفئة الأ تكرار

              f1 + f2الفئة الثانٌة              =  تكرار

              f1  +  f2  +  f3الفئة الثالثة              =  تكرار

 f iΣ= وهكذا بحٌث ان التكرار التجمٌعً التصاعدي للفئة الاخٌرة  

 .جدول التوزٌع التكراري التجمٌعً التصاعدي لدرجات مادة الرٌاضٌات (5-2-6)جدول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b. جدول التوزٌع التكراري المتجمع النازل 

وهو الجدول الذي ٌعطٌنا عدد المفردات التً تزٌد لٌمتها عن الحد الادنى لفئة معٌنة، وٌتكون من 

كما ل نكتب فٌه حدود الفئات والعمود الثانً نكتب فٌه التكرار التجمٌعً التنازلً وعمودٌن. العمود الأ

 ة:الآتٌبالطرٌمة   .(5-2-7 )  موضح فً الجدول

 fiΣ   =مجموع التكرارات    =لى وتكرار الفئة الأ

التكرار التجمٌعً  حدود الفئات

 التصاعدي

 صفر 25الل من 

 4 35الل من 

 6 45الل من 

 18 55الل من 

 19 65الل من 

 27 75الل من 

 34 85الل من 

 48 95الل من 
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 تكرارالفئة الأولى     مجموع التكرارات  =   تكرار الفئة الثانٌة

                       =    f1      Σfi 

     f2       f1      fiΣ  =تكرار الفئة الثالثة   

 صفر   وهكذا بحٌث ان التكرار التجمٌعً التنازلً للفئة الاخٌرة  

 ٌالتجمٌعً التنازلً لدرجات مادة الرٌاضٌات. التوزٌع التكرار ل( جدو5-2-7)جدول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

التكرار التجمٌعً  حدود الفئات

 التصاعدي

 48 فأكثر  25

 36 فأكثر  35

 34 فأكثر  45

 38 فأكثر  55

 21 فأكثر  65

 13 فأكثر  75

 6 فأكثر  85

 صفر فأكثر  95
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 (Graphic Presentations (التمثٌل البٌانً   (  3-5) 

بالرغم من أن التوزٌع التكراري أساسً وفعال فً إظهار طبٌعة البٌانات وعلالاتها إلا أن الرسم     

بطرٌمة سهلة وجذابة وفعالة تساعده على والبٌانات وأهمٌتها بصورة أسرع للمارئ  ٌبٌن طبٌعةالبٌانً 

مختمفة  أنواعوتستخدم الصفة للمتغٌر تحت الدراسة وممارنتها مع بعضها،  أوفهم واستٌعاب لٌم الظاهرة 
 أدناه . (  5-3-(1موضح في الشكل   لمعرض البياني حسب نوعية المتغير المدروس. كما ىو

 
 التمثٌل البٌانً حسب نوع المتغٌر مخطط لطرٌمة (5-3-(1شكل 

 

 

 انعشض انثٛاَٙ

 يرغٛش َٕعٙ

 انعشض انذائش٘ الاعًذج انثسٛطح

 يرغٛش كًٙ

 يرغٛش كًٙ يسرًش

 انًذسج انركشاس٘

 انًعهع انركشاس٘

 انًُحُٗ انركشاس٘

انًعهع انركشاس٘ 
 انرجًٛعٙ

انًعهع انركشاس٘ 
 انرجًٛعٙ انرصاعذ٘

انًعهع انركشاس٘ 
 انرجًٛعٙ انرُاصنٙ

 يرغٛش كًٙ يرمطع

 الاعًذج انثسٛطح
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 العرض البياني في حالة المتغير الكمي) 3-5-(1

a) العرض البٌانً فً حالة المتغٌر الكمً المتمطع 

النخٌل،  أشجارسرة، عدد الطلبة، عدد لأفراد اأفمط مثل عدد  صحيحة أعدادا  وىو المتغير الذي يأخذ 

وهنا ٌمكن استخدام الأعمدة البسٌطة، وهً عبارة عن أعمدة   بمار فً مزرعة ما .... الخ.الأعدد 

 بسٌطة تتناسب أطوالها مع التكرار الممابل لمٌمة العٌنة للمتغٌر المدروس.

 

 أسيرة، المطليوب  عيرض  000عيدد الأطفيال فيً العائلية لعٌنية تكيون مين ( 5-3-1(ٌبيٌن الجيدول  :3مثال 

 .بطرٌمة العرض المناسب البسٌطهذه البٌانات 

 جدول بٌانات عدد الاطفال فً كل اسرة (5-3-(1جدول

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مدة البسيطةلأعا عمالستأىي ىذه البيانات  سط طريقة لعرضأبفضل و أ الحل:

 عدد الأسر عدد الأطفال في كل أسرة
0 5 
2 8 

3 02 

4 04 

5 25 

6 06 

7 00 

8 8 

9 2 

 000 المجموع
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 الرسم البٌانً بطرٌمة الأعمدة البسٌطة لعدد الاطفال فً الأسرة (5-3-2 )شكل       

b) العرض البٌانً فً حالة المتغٌر الكمً المستمر 
ٌمكن أن ٌأخذ أي لٌمة بذٌن لٌمتذٌن معٌنتذٌن، وكأمثلذة عذن المتغٌذرات المتغٌر المستمر وهو المتغٌر الذي 

  الآتٌة:وهنا ٌمكن استخدام الأشكال  الخ.المستمرة: الطول، الوزن، الزمن، السرعة ...

 ( Frequency Histogram  التكراري )المدرج  (1)
 ( Frequency Polygon )  المضلع التكراري    (2)
 ( Frequency Curve )   المنحنى التكراري     (3)
 (  Cumulative Frequency Polygon ) المتجمعالتكراري  المضلع (4)

 

 أنواع الرسوم البٌانٌة ( 5-3-3)شكل 

0

5

10
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 ( Frequency Histogramالمدرج التكراري  )  (1)

وهو عبارة عن مستطٌلات متلاصمة طول كل منها ٌتناسب مع التكرار الممابذل، ولاعذدة كذل منهذا تسذاوي 

الأفمً منها  متعامدٌن،طول الفئة الممابلة. لأجل تمثٌل البٌانات بالمدرج التكراري ٌجب أولاً رسم محورٌن 

لى وحذدات متسذاوٌة ونعذٌن علٌذه وعلٌنا أن نجزئ المحور الأفمً إ التكرارات،ٌمثل الفئات والرأسً ٌمثل 

 الجدول.المحور الرأسً على عدد التكرارات الواردة فً  للفئات ونجزئالحدود الحمٌمٌة 

والمدرج التكراري عبارة عن تمثٌل كل فئة من الفئات بمستطٌل تمثذل لاعدتذه الحذدود الحمٌمٌذة لتلذن      

حظ أن الحد الأعلى الحمٌمً للفئة الأولى هو نفس الفئات وأرتفاعه ٌساوي التكرار الممابل لها ، ومن الملا

 الحد الأدنى الحمٌمً للفئة الثانٌة ، وبذا ترى جمٌع المستطٌلات متلاصمة.

ٌوماً ، أخذت من أحد حمول الدواجن والجدول     45دجاجة بعمر  100اخذت عٌنة متكونة من  :4مثال

 رام.غبالالدجاج   لأوزان التكراري التوزٌع ٌبٌن (5-3-2)

 التكرار فئات الوزن

1888-888 8 

1288-1888 24 

1488-1288 48 

1688-1488 18 

1888-1688 18 

 188 المجموع

 

 (غمجدول التوزٌع التكراري لأوزان الدجاج )) 5-3-2 (جدول

 :الآتٌة الخطوات إتباع ٌتم التكراري المدرج لرسم الحل:

  .الأوزان ٌمثل والأفمً التكرارات، ٌمثل الرأسً متعامدٌن، محورٌن رسم .1

  .الفئة طول هو لاعدته وطول الفئة، تكرار هو أرتفاعه بعمود تمثل فئة كل .2

 .السابمة الفئة عمود به أنتهى حٌث من ٌبدأ عمود كل .3
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 الدجاج زانولأ التكراري المدرج ٌبٌن(  أدناه    4-3-5 )    والشكل

 

 

 

 

 

 

 

 لأوزان الدجاج( المدرج التكراري 5-3-4الشكل )

 

 ( Frequency polygone)  المضلع التكراري (2)

 مركز الفئة والتكرارات الممابلة. إحداثٌاتهاهو مجموعة لطع مستمٌمة متصلة ومنكسرة تتحدد بنماط 
ملاحظة: الخط المنكسر ٌمثل المضلع التكراري، حٌث أن المساحة التً تمع تحت المضلع التكراري 
تساوي المساحة التً تمع تحت المدرج التكراري، وحتى نحافظ على المساحة التً تمع أسفل المضلع 

ة الى ٌسار أول فئة )خٌالٌة( والع نموم بمفل المضلع بان نصل بداٌة المضلع بالمحور الافمً بمركز هذا،
ونصل نهاٌة المضلع بالمحور الافمً بمركز فئة )خٌالٌة( والعة الى ٌمٌن آخر فئة  .صفراً فئة تكرارها 

 تكرارها اٌضاً صفر.
 نموم بما ٌلً: ) -5 3-(2لرسم بٌانات الجدول 

 .والعمودينموم برسم المحور الأفمً  -1
وٌمسم المحور  الفئات،جمٌع مراكز  تدرٌج المحور الافمً الى ألسام متساوٌة بحٌث ٌشمل على -2

 العمودي الى السام متساوٌة بحٌث تشمل كل التكرارات.
 وارتفاعها ٌعادل تكرار تلن الفئة. فئة،وضع نمطة امام مركز كل  -3
 توصٌل تلن النماط بخطوط مستمٌمة. -4

 ( 5-3-(2يمثل المضمع التكراري لبيانات الجدول  التالي والشكل
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 5-3-2المضمع التكراري لبيانات الجدول  (  5-3-5 )شكل

 
 (Frequency curveالتكراري )المنحنى  (3)

تمهٌيد  ٌيتم لكين التكيراري، المنحنيى رسيم ٌمكين المضيلع رسيم المتبعية فيً نفسيها السيابمة الخطيوات بإتبياع

تمثيل النمياط عليى مراكيز الفئيات والتيً ارتفاعاتهيا  مين عيدد بيأكثر ٌميرل منحنيى شكل فً المنكسرة الخطوط

 .تكرارات تلن الفئات

علييى للفئيية لألييى ونهاٌتيي  بالحييد اودنييى للفئيية الألأوعييادة ٌمفييل المنحنييى التكييراري بييان نصييل بداٌتيي  بالحييد ا

 (5-3-6) ٌة( للمضلع التكراري. كما فً الشكلاوالاخٌرة. وتكون مساحة المنحنى مكافئة )ولٌست مس

 

 

 
 ( 5-3-2 )المنحنى التكراري لبٌانات الجدول (5-3-6 )شكل     
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 ( Cumulative Frequency Polygonالمتجمع ) التكراري  ضلعالم (4)

عن خطوط متكسرة تصل  ةلتمثٌل التكرار التجمٌعً بٌانٌا نستخدم المضلع التكراري التجمٌعً، وهوعبار

بٌن نماط والعة فوق الحدود الحمٌمٌة للفئات وعلى ارتفاع تمثل التكرار التجمٌعً. وهنان نوعان من 

 المضلع التكراري المتجمع:

 المضلع التكراري التجمٌعً الصاعد -لاا أو

ا   المضلع التكراري التجمٌعً النازل -ثانٌا

 المضلع التكراري التجمٌعً التصاعدي -لاا أو

 ة:الآتٌولرسم المضلع التكراري التجمٌعً التصاعدي نتبع الخطوات       

 رسم المحور الافمً والعمودي.  -0
ٌة تشمل على جمٌع حدود الفئات وٌمسم المحور العمودي اوفمً الى السام متسلأتدرٌج المحور ا  -2

 الكلً للتكرارات.كبر التكرارات التجمٌعٌة وهً المجموع أمل على تتش حٌثٌة اولسام متسأالى 
 مام كل حد فئة ارتفاعها ٌعادل التكرار التجمٌعً التصاعدي لذلن الحد.أوضع علامة  -3
 توصٌل تلن النماط بخطوط مستمٌمة. -4
 

 :(الآتً 5 -3-2) ارسم المضلع التكراري التجمٌعً التصاعدي للجدول :5مثال

 دجاجة. 000توزٌع تكراري لأوزان  ( 5-3-2 )جدول

 التكرار فئات الوزن

1888-888 8 

1288-1888 24 

1488-1288 48 

1688-1488 18 

1888-1688 18 

 188 المجموع
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 عن تمل التً) المٌم عدد)التكرارات  مجموع حساب ٌتم الصاعد، المتجمع التكراري الجدولالحل: لتكوٌن 

 وكما ٌلً.الفئات حدود من حد كل

 جدول التكرار التجمٌعً التصاعدي (5-3-3)جدول 

 التكرارالتجمٌعً التصاعدي فئات الوزن

 8 888الل من 

 8 1888الل من 

 32 1288الل من 

 72 1488الل من 

 98 1688الل من 

 188 1888الل من 

 188 المجموع

 

 ثم رسم المضلع التكراري التجمٌعً التصاعدي وكما ٌلً:

 

 (5-3-3 ) المضلع التكراري التجمٌعً التصاعدي لبٌانات الجدول (  5-3-7 )شكل
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ا   المضلع التكراري التجمٌعً التنازلً -ثانٌا

رتفاع النماط هنا هو التكرار أوٌرسم بنفس طرٌمة المضلع التكراري التجمٌعً التصاعدي ما عدا كون     

عليى نمطية )مجميوع التكيرارات أالمضيلع التكيراري التجمٌعيً التنيازلً مين  ٌبدأالتجمٌعً التنازلً، ولذلن 

ا أي  الكلً( وٌنتهً بالصفر  .عكس المضلع التكراري التجمٌعً التصاعدي تماما

 ( 5-3-3) ارسم المضلع التكراري التجمٌعً التنازلً للجدول :6مثال

 -الحل: 

 كل عن تزٌد التً) المٌم عدد)التكرارات  مجموع حساب ٌتم التنازلً، المتجمع التكراري الجدوللتكوٌن  

  وكما ٌلً. الفئات حدود من حد

                     جدول التكرار التجمٌعً التنازلً ( 5-3-4 )جدول

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

التكرارالتجمٌعً  فئات الوزن

 التنازلً

 188   888اكبر من  

 92 1888اكبر من  

 68 1288اكبر من  

 28 1488اكبر من  

 18 1688  اكبر من

 8 1888اكبر من  

 188 المجموع
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 ثم رسم المضلع التكراري التجمٌعً التنازلً وكما ٌلً:

 

 

 ( 5-3-3)المضلع التكراري التجمٌعً التنازلً لبٌانات الجدول (  5 -3-8 )شكل

 

 البٌانً فً حالة المتغٌر النوعً ضالعر (5-3-2) 

 ( Pie Chart)  ( العرض الدائري1

ٌة مركزٌة تتناسب مع التكرارت اوكل جزء ٌمابل زمتعددة وٌتمثل فً دائرة ممسمة إلى أجزاء  
الممابلة لكل خاصٌة )صفة( من الخصائص المدروسة، ولتحمٌك ذلن نضٌف عمودا إلى جدول المعطٌات 

 ٌحتوي على الزواٌا المركزٌة الممابلة لكل تكرار.

 °360   ٌة حول نمطة  اوالز أورٌة( ٌة المطاوبما ان زواٌا الدائرة )الز

 :ةالآتٌصفة بالطرٌمة  أوٌة المركزٌة لكل خاصٌة اولذا نحسب الز

 تكرار الخاصٌة                       

 ° x   360ٌة المركزٌة  = ـــــــــــــــــــــــ  اوالز

 التكرار الكلً                         

نصف لطرها، وباستعمال المنملة نرسم الزواٌا المركزٌة لكل خاصٌة  نرسم دائرة ومن نمطة المركز نرسم

 ٌة لون ٌمٌزها عن البمٌة.اوبعد ذلن نعطً كل ز° . 360بحٌث تكون مجموع الزواٌا 
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المطلوب عرض البٌانات بطرٌمة  ٌبٌن الجدول الآتً عدد النخٌل لكل صنف فً مزرعة. :7مثال 

 العرض الدائري.

 التوزٌع التكراري لأصناف أشجار النخٌل ل( جدو5-3-5جدول)

 

 

 

 

 

 

 

 الحل: 

 نحسب الزواٌا المركزٌة لكل صنف من النخٌل وكالآتً -0

              (
    

    
)  خستاوي 

         (
   

    
)  زهدي 

         (
   

    
)  برحً 

          (
    

    
)  مكتوم 

         (
    

    
)  خضراوي 

 نرسم دائرة ثم باستعمال المنملة نرسم الزواٌا المركزٌة اعلاه فنحصل على الشكل الاتً -2

 العدد اصناف النخٌل

 0000 وياخست

 400 زهدي

 700 برحً

 0200 مكتوم

 300 وياخضر

 3600 المجموع
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9-  )كلش

 ( 5-3-5)التمثٌل الدائري لبٌانات الجدول  ( 3-5

 

 (Bar Chartالأعمدة  )( 2

ة ذات المواعد المتساوٌة إلا أن أرتفاعها ٌتناسب روهو عبارة عن مجموعة من الأعمدة المتجاو 
  مع تكرار كل خاصٌة، كما أن هذه الأعمدة تكون متباعدة بمسافات متساوٌة.

 عمدة البسٌطة الاأعرض بٌانات المثال السابك باستخدام  :8مثال

  :الحـل
 عمدة البسٌطةلأالنخٌل بطرٌمة ا أشجارصناف أ. تمثٌل بٌانات 5-3-00شكل ال    
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 البٌانات الآتٌة تبٌن عدد الغٌابات التً سجلها طلبة أعدادٌة الزراعة فً محافظة بابل فً   .0

 ل من السنة.والفصل الأ         

3 5 2 6 2 3 7 5 3 4 6 0 4 5 9 

0 5 2 1 5 1 1 4 5 5 9 4 3 3 2 

4 0 2 3 2 0 3 5 0 0 0 2 2 2 0 

 حصائً ونوع ؟لأحصائً والمتغٌر االأحدد المجتمع ( 0- مطلوب:ال

 فً جدول إحصائً؟هذه ( لخص البٌانات 2

ا فً إحدى المؤسسات شهرٌا  50البٌانات الآتٌة تمثل رواتب  .2  بالاف الدنانٌر(.)شخصا

250 200 360 370 375 

070 080 080 080 230 

280 350 020 020 020 

000 460 520 520 520 

380 380 390 90 000 

400 420 420 440 375 

640 650 390 400 400 

630 350 360 360 360 

640 620 620 620 620 

460 540 540 600 600 

 

 ٌة الطول؟اوفئات متس 7علاه فً جدول توزٌع تكراري من ألخص البٌانات المطموب: 

 

 

(5-0تمرٌن )  
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 طالب فً الامتحان النهائً لمادة الرٌاضٌات 60فٌما ٌلً درجات  .3
70 55 88 72 92 45 67 83 56 36 85 40 

55 60 73 64 87 93 25 47 86 94 29 35 

59 48 65 67 89 50 29 72 87 57 60 67 

90 27 88 62 74 76 43 59 79 87 92 56 

34 80 75 70 66 80 53 69 70 40 58 76 

 

 علاه.أالمدى للبٌانات  ( احسب0 المطلوب:

 .ٌة الطولاوعلاه فً جدول توزٌع تكراري لفئات متسأتفرٌغ البٌانات   (2

 .لخص البٌانات فً جدول توزٌع تكراري (3

 ارسم المدرج التكراري.  (4

 .ارسم المضلع التكراري  (5

  .ارسم المنحنى التكراري  (6

 

ا بٌانات السؤال الثالث:  .4  -مستخدما

 .كون جدول توزٌع تكراري متجمع تصاعدي (0

 .كون جدول توزٌع تكراري متجمع تنازلً (2

 .ارسم المضلع التكراري التصاعدي (3

 .ارسم المضلع التكراري التنازلً (4
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 .الآتٌة تمثل توزٌع منتسبً أحد المصانع حسب التخصصالبٌانات  .5

 عدد العاملٌن التخصص

 5 خبٌر

 00 رئٌس مهندسٌن

 30 مهندس

 40 عامل ماهر

 20 عامل غٌر ماهر

 05 اداري

 المطلوب:  

 ؟ما نوع المتغٌر (0

 .مثل البٌانات بطرٌمة التمثٌل الدائري (2

 .البسٌطةمثل البٌانات فً السؤال الخامس بطرٌمة الأعمدة  .6

 او الاختلافالتشتت  (4-5)
تشتت بيانات ظاهرة ما يمصد به درجة أو ممدار التفاوت أو الاختتف  بتيم مفتردات هتلظ الظتاهرة   

وتعتبر بيانات الظاهرة متجانسة عندما تكوم ليمتها لريبة مم بعضها البعض ونمول في هلظ الحالة أنها غير 

الظاهرة مشتتة وغير مركزة.  م مفرداتإمشتتة. أما إلا كانت بيانات الظاهرة متباعدة وغير متجانسة فنمول 

ومماييس التشتت هتي ممتاييس لمتدش تشتتت لتين المشتاهدات عتم وستىها. وعمتن للتن يمكننتا ام نتختل ممتدار 

و عمتن تفرلهتا وتباعتدها عتم بعضتها  وهكتلا يكتوم لتدينا أالتشت كدليل عمن تجمع المين ولربها مم بعضتها 

والاستتدلال  (5-4)ويمكتم مفحظتة الشتكل   جانستهاو عتدن تأممياس لممدار تجانس المجموعات الاحصتايية 

 عم الفرق بيم المجموعات الاحصايية في مدش تجانسها.
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          (a                      )(  5-1)  الشكل                 (b) 

    
 (bتشتت )   (   aتشتت )  درجة تشتت البٌانات الاحصائٌة

 

وكما تعرفنا في البند السابك عمن مماييس النزعتة المركزيتة والتتي اعىتنتا فكترة اوليتة عتم التوزيتع 

تمتن الممتاييس يعىينتتا فكترة نالصتتة عتم حميمتتة  بأحتتدالتكترار  فمتم الواضتت  ام وصت  التوزيتتع التكترار  

متوستىها فمتى تكتوم نالصتة  عمتن  المجموعة التي يمثمها التوزيع   كمتا ام الممارنتة بتيم المجموعتات بنتا   

. فمد يحدث ام يتساوش متوسىا مجموعتيم ومع للن تكوم مفرداتها مختمفة كل كللن ام لن تكم مضممة فعف  

حولته بينمتا  مركتزةالاختف    فربما تكوم مفتردات المجموعتة الاولتن لريبتة فتي الميمتة متم متوستىها ا  

وتختم  كثيرا عم متوسىها فيكوم بعضها اكبتر منته بكثيتر المجموعة الثانية بعيدة في الميمة  تكوم مفردات

 لل منه بكثير. وكما يتض  مم ممارنة المجموعتيم الآتيتيم:أخر والآ

 

 

 

 7 00 9 03 8 00 02 المجموعة الاولى

 3 8 7 2 30 4 05 المجموعة الثانٌة
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 لجأ للن أجل مم.  كثر تجانسا  أولكم المجموعة الاولن تبدو  11فالوسى الحسابي لكف المجموعتيم يساو  

 ممياس حول البيانات انتشار مدش أو البيانات  تجانس مدش لمياس أخرش مماييس استخدان إلن الإحصاييوم

وسميت بمماييس  البيانات  مم أكثر أو بيم مجموعتيم الممارنة في استخدامها ويمكم المركزية  النزعة

 تشتت اهمها :لموهنان عدة مماييس  .و الاختف أالتشتت 

  التشتت المطلكمماٌٌس   – ولاا أ

 همها:أي التً تكون وحداتها نفس وحدات المٌم الاصلٌة وأ         

 (   Range)لمدى                  ا -0         

 (   Mean Deviation)متوسط الانحراف      – 2

 (  Standard Deviation )الانحراف المعٌاري   -3

 (                   (  Varianceالتباٌن          -4

 (Standard Error)       الخطأ المٌاسً        -5

  التشتت النسبًمماٌٌس   -ثانٌا

تختم  في وحدات المياس  (كثرأو أ )هميته عند ممارنة تشتت مجموعتيمأم ممياس التشتت النسبي له إ      

هن ممياس لمتشتت النسبي هو معامل أس التشتت النسبي تكوم خالية مم وحدات المياس   وييام مملميمها. لأ

 (. Coefficient of Variation الاختف  )

  

 

 

 

 

 

 



127 
 

 التشتت المطلك مماٌٌس  -: [5-4-1] 

 (Range)  المدى]4-5-[1-1

 ذعشٚف انًذٖ

انًذٖ نًجًٕعح يٍ انمٛى ْٕ انفشق تٍٛ أعهٗ لًٛح ٔألم لًٛح فٙ ذهك انًجًٕعح يٍ انمٛى 

 Rٔٚشيض نّ 

R= xmax    xmin 

لا إيتميز هلا الممياس بسهولة حسابه واعىايه فكرة سريعة ومبستىة عتم درجتة تشتتت لتين المجموعتة.      

ام نمىة ضعفه انه يهمل جميع لين المجموعة فيما عدا الميمتيم العميتا والتدنيا وكثيتر التتأثر بتالمين المتىرفتة. 

م ليمة المدش أونتيجة لنمىة الضع  هلظ فانه يعجز عم تمييز درجات تشتت المجموعات بشكل حازن بدليل 

   0     تساو   في الجدول ادناظ  لمجموعة المين

 

 

     

1 مساوية لميمة المدش لمجموعة المين أدناظ والتي تساو  هي و  0  0  

 

  

  

رغن الاختف  الواض  في درجتي تشتتت المجمتوعتيم . لهتلا الستبن فتام هتلا المميتاس محتدود الاستتخدان  

جميع المين وتميس تشتتها عم ليمة معينة  كاساس لميتاس التشتتت  عتبارممارنة بالمماييس التي تأخل بنظر الأ

 والتي عادة ما تكوم المتوسى الحسابي.

  من معٌن بنوع تسمٌدها وتم ، الممح بمحصول تجرٌبٌة وحدات  9زراعة تم  -:0مثال 

 هكتار /بالطن الممح من الإنتاج كمٌة بٌانات ٌلً وفٌما الأسمدة الفسفورٌة،                          

 

 . المدش حسان والمىمون                            
  R= xmax    xminالحل :                                            

R          0            0    
 هكتار  /ىم      0ل يساو  وحصما  ام المدش لم                               

 

21 23 21 23 25 8 

18 21 16 31 23 13 

5.03 4.63 5.08 5.18 5.29 5.18 5.4 6.21 4.8 
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  ( Bو  Aٌمثل مرالبة التملبات السعرٌة لمٌم اسهم شركتٌن )  الآتًالجدول   -:2مثال 

 بالدٌنار، اوجد لٌمة المدى لسعري السهمٌن فً الشركتٌن                         

 

 A 38 32 24 35 30 40الشركة 

 B 50 48 49 45 47 34الشركة 
 

 

 

 :الحل

 

 

 

 وهذا ٌعنً ان المدى للتغٌر فً اسعار اسهم الشركتٌن متساوي

 ( Mean Deviation)  متوسطالانحراف ال  ] 2-0-4-5[

 

 تعرٌف الانحراف المتوسط

فان الانحراف المتوسط لها هو متوسط الانحرافات            من المشاهدات    كانت لدٌنا  إذا

    همال الاشارة( عن وسطها الحسابً وٌرمزل  أي أالمطلمة لمٌم المشاهدات )

    
∑|    ̅|

 
 

 

ولأم مماييس  التشتت هي مماييس لموة تجمع البيانات حول بعضها  وحيث أم التجمع يكوم حول 

المين المتوسىة  فإنه إلا كام ممدار الاختف  بيم المين ومتوسىها كبيرا دل للن عمن أم التشتت كبير 

نه لو حسبنا والعكس صحي . وحيث أم مجموع الاختففات )الانحرافات( عم المتوسى يساو  صفرا   فإ

المين المىممة لممدار الاختف  عم المتوسى يكوم متوسى هلظ الاختففات ممياسا مناسبا لممدار التشتت  

ويمتاز هلا الممياس بانه يأخل جميع المين وسهل الحسان ولكم  يسمن هلا الممياس بالانحرا  المتوسى.

 يعان عميه بانه يتأثر بالمين المتىرفة.

 

 

 

 

 

 

 A R  =  40 – 24  =  16المدى للشركة 

 B R  =  50  – 34  =  16المدى للشركة 
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   ةالآتٌاوجد الانحراف المتوسط للبٌانات   -:3مثال 

 

 

 استخراج الوسى الحسابي       -:الخىوة الاولن الحل: 

 ̅  
         

 
 

  

 
   

 ايجاد انحرا  كل ليمة عم الوسى الحسابي )مع أهمال الاشارة(        -:الخىوة الثانية

 

|    ̅|     ̅          

1 4-5=-1 4 

1 6-5=1 6 

0 5-5=0 5 

3 8-5=3 8 

3 2-5=-3 2 

 المجموع 8

  

    
∑|    ̅|

 
 

 
 

                    الانحراف المتوسط                           
 

 
 0   

 
 
 
 
 
 
 
 

2 8 5 6 4 



130 
 

   -:4مثال 

 كٌلوغرام  بالـ ةلهانالرؤوس عشرة  من  أوزان  ة التً تمثلالآتٌجد لٌمة الانحراف المتوسط للبٌانات 

 

1.5 2.2 1.8 2.0 2.5 1.2 2.0 1.7 2.3 2.8 

 

 

 الحل: 

 المتوسط الحسابً

 

  ̅  
 (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )

  
 

  

  
   

 

 

    
∑|    ̅|

 
 

        
(   ) (   ) (   ) ( ) (   ) (   ) ( ) (   ) (   ) (   )

  
     

        الانحراف المتوسط
   

  
      

 

 (   Variance (    التباٌن  ]0-5--1 3    [
للتغلب على مشكلة الاشارات عند جمع انحرافات المٌم عن وسطها الحسابً والتً تؤدي دائماا لان ٌكاون    

مجموع انحرافات أي عٌنة عن وسطها الحسابً ٌساوي صفراً. وبدلا من اخذ المٌم المطلماة للانحرافاات اي 
نستطٌع ان نتغلب على ذلن بطرٌمة اخارى  وهاً بتربٌاع لاٌم الانحرافاات وباذلن تصابح  فأننابدون اشارات 

إختصااراً للعباارة  SS))   جمٌعها موجبة. اي نحصل علاى مجماوع مربعاات الانحرافاات والتاً نرماز لهاا
(Sum of squares ) نوعلى ذلن فا 

    ∑(    ̅) 

 

   

 

 2.8 2.3 1.7 2.0 1.2 2.5 2.0 1.8 2.2 1.5 المٌم

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 المتوسط الحسابً

              0      0.5 0      0.2      لانحراف المتوسطا
              0      0.5 0      0.2      مطلك الانحراف المتوسط
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نمسام مجماوع  فأننااالعٌنة حتى ٌمكن ممارناة العٌناات المختلفاة الاحجاام ولكً نأخذ بنظر الاعتبار حجم      
وٌرمز  بدرجات الحرٌة. (0  ) عند حساب التباٌن للعٌنة ونسمً   (0  ) مربعات الانحرافات على

S)  لتباٌن العٌنة بالرمز
2). 

 

 

 ويحسب تباين العينة بإحدى العلاقتين الآتيتين :

-   
∑ (    ̅)  

   

   
 

   
∑ (  )

  
(∑   

 
   )

 

 
 
   

   
                                                 

عند حسان التبايم لمنا بتربيع الانحرافتات فتام ليمتة التبتايم تكتوم مماستة بمربتع الوحتدات  لأننا ونظرا       
المستخدمة في لياس المشاهدات. فإلا كانت المشاهدات مماسة بالسنتمتر فام التبتايم يكتوم بالستنتمتر المربتع 

و عتدد الاىفتال أالكغن بت كتالأوزامولا توجد مشكمة في للن   ولكم المشكمة عندما تكوم وحدات المشاهدات 
الىفتل المربتع او الموظت   و عدد الموظفيم في  شركة ما  فالتبايم عندظ يماس بتالكغن المربتع اوأسر في الأ

 المربع وهلظ كمها غير لات معنن.
الجلر التربيعتي لمتبتايم لنحصتل عمتن متا  بأخلوالحل لتمن المشكمة هي ارجاع الوحدات الن اصمها وللن    

 بالوحدات الاصمية. ( والل  سو  يكوم مماسا  S ا  المعيار  )يسمن بالانحر

  دفكاَ  ثًاس تانُثاخ انٕاحذعذد ان  دٔحسث  َثاذاخ تطاغا 6اخزخ عُٛح يؤنفح يٍ   -:5مثال 

 احسة ذثاٍٚ عذد انثًاس تانُثاخ .،   كاٜذٙ                          

8 00 7 8 4 5 

        -الأنٗ :انطشٚمح  -انحم :             

 اٌخطٛح الاٌٚٝ  : زغبة اٌٛعؾ اٌسغبثٟ     

 ̅  
∑   

 
   

 
  

             

 
   

  ̅  
        01   

 
 

  

 
   

    

        ( يعطن    ( بدلًا منن )   0  وجد إن قسمة مجموع مربعات الانحرافات عمى )    -ملاحظة:

 مشاهدة ((. 31تقييم أفضل خاصة إذا كان حجم العيّنه صغيراً )) أقل من          
 تعري  التبايم

 هو متوسى مجموع مربعات انحرافات المين عم وسىها الحسابي
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                                           الخىوة الثانية :  
      

 لثمارعدد ا   01        

      0 1   0     ̅ 

    0 1   0  (    ̅)
  

 

   
∑ (    ̅)  

   

  0
 

0    1  0     

  0
 

  

 
     

 
 -الطريقة الثانية :

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

   
∑(  )

  
(∑  )

 

 
  0

 
 0  

0   
 

  0
 

 0     

 
     

 

 

 

 

 

 

  
     

64 8 

111 00 

49 7 

64 8 

16 4 

25 5 

∑  
      ∑       
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       انكٛهٕغشاو تكًٛح انحاصم ٔحسة  يٍ أشجاس انعُة  18اخزخ عُٛح يؤنفح يٍ  -:6مثال 

 أحسة انرثاٍٚ؟، ٔكًا ٚهٙ                         

00 8 6 02 05 00 04 9 00 5 

  

 -انحم :

 ألاً  َسرخشج  انٕسػ انحساتٙ  -انطشٚمح الأنٗ:

 ̅  
∑   

  
   

  
  

              

  
   

 
                         

  
 

   

  
    

10     0  0  01 0            
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 -:انطشٚمح انثاَٛح
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 Standard Deviation)    ( المعياري الانحراف   ]4-0-1-5[

يعتبر الانحراف المعياري من أهم المقاييس الإحصائية لمتشتت، وهو الأكثر استخداما ف  النظريات      
  والقوانين الإحصائية، لأنه يعط  فكرة سميمة ومنطقية عن ظاهرة التشتت.

 -العلالة الآتٌة: عملنست  لحسان الانحرا  المعيار  لمعينة والل  يرمز له بالرمز   و   

 
 

  √
∑ (    ̅)

  
   

  0
 

   √   لمتباين  التربيع  اي ان الانحراف المعياري يساوي الجذر

∑           

 

01     0  0  01 0    00      

∑(  )
       011       0       011 0    0 0 0    (  )

  

 تعريف الانحراف المعياري  
يعرف الانحراف المعياري بأنو الجذر التربيعي لمتوسط مجموع مربعات انحرافات القيم عن 

 متوسطيا الحسابي.  
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حستابه وشتموله عمتن جميتع لتين المشتاهدات لتلا فهتو يعتبتر متم ادق  المعيتار  بستهولةويمتاز الانحرا     
معتتايير التشتتتت الاحصتتايية   ولتته نفتتس وحتتدات الميتتاس لمظتتاهرة ليتتد الدراستتة. ويعتتان عميتته تتتأثرظ بتتالمين 

 .المتىرفة لمبيانات ولا يمكم حسابه لممين الوصفية

 في كل منها  أشجار الزيتوم وحسبت  بساتيماخلت عينة مؤلفة مم خمسة   -:7مثال 

 .لعدد اشجار الزيتومفكانت كما يمي  احسن الانحرا  المعيار                         

 

 

 نحسن الوسى الحسابي لمين المتغير   الحل:   
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  ثن نأخل الجلر التربيعي لمتبايم لمحصول عمن الانحرا  المعيار 
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   ) كغم(بالـ كمٌة انتاج الحلٌب وحسبت  أبمار 8اخذت عٌنة مكونة من   -:8مثال 
 :النتائج كما ٌلً كانتالواحد ف الٌومفً                           

 

8 03 05 5 9 8 02 00    

 للكمٌة المنتج  من الحلٌب .احسب الانحراف المعٌاري                      
 

 -:الطرٌمة الاولى الحل:

 حسان المتوسى الحسابي -1
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         -الطرٌمة الثانٌة:
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 Standard Error )  ((انخطأ انًعٛاس٘ )انخطأ انمٛاسٙ -5 5-1-1

وبٔذ ِمب١٠ظ اٌزشزذ اٌغبثمخ ػجبسح ػٓ إزظبءاد ٌم١بط رشزذ اٌّفشداد داخً اٌؼ١ٕخ ٚوبْ الأسشاع      

 ِزٛعطٙب اٌسغبثٟ. ػٓ٘ٛ أُ٘ رٍه اٌّمب١٠ظ إر أٔٗ ٠م١ظ أسشاع ِفشداد اٌؼ١ٕخ  ّؼ١بسٞاٌ

 اسرعًالاخ انخطأ انًعٛاس٘:

أْ اٌّزٛعؾ اٌزٞ رىْٛ  ِٝزٛعؾ اٌؼ١ٕخ، ثّؼٕ ٌٝذسخخ الاػزّبد ػٍ  رؼزجش ل١ّخ اٌخطأ اٌّؼ١بسٞ وّم١بط -1

اٌّزٛعؾ اٌزٞ رىْٛ ل١ّخ اٌخطأ اٌّؼ١بسٞ    أوثش ِٓ ل١ّخ اٌخطأ اٌّؼ١بسٞ ٌٗ طغ١شح ٠ّىٓ  الاػزّبد ػ١ٍٗ

 ٌٗ وج١شح.

                                . ٠ف١ذ اعزؼّبي اٌخطأ اٌّؼ١بسٞ فٟ رسذ٠ذ زدُ اٌؼ١ٕخ -2

، فٍمذ ٚخذ أْ ِزٛعطبد اٌؼ١ٕبد اٌؼشٛائ١خ اٌىج١شح  ّدزّغفىشح ػٓ ِزٛعؾ ا٠ٌؼطٟ اٌخطأ اٌّؼ١بسٞ  -3

اٌّأخٛرح ِٓ ِدزّغ ٚازذ ِزدبٔظ رزٛصع رٛص٠ؼب ِؼزذلا رمش٠جب ، ززٝ ٌٚٛ ٌُ رىٓ ِفشداد اٌّدزّغ ٔفغٙب 

∑      8 03 05 5 9 8 02 00    

 ∑(  )
      64 069 225 25 80 64 044 000 (  )

  

 ذعشٚف 

اٌخطأ اٌّؼ١بسٞ ٘ٛ ػجبسح ػٓ رمذ٠ش ٌلأسشاع اٌّؼ١بسٞ ٌٍّزٛعطبد اٌسغبث١خ اٌّسغٛثخ ِٓ ػذد  

 فشدا فأوثش( اٌّأخٛرح ِٓ ِدزّغ ٚازذ ِزدبٔظ.  31اٌؼ١ٕبد اٌؼشٛائ١خ اٌىج١شح اٌسدُ )
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ٓ إٌّسٕٟ اٌّؼزذي اٌزٟ رزشوض زٌٛٙب ِزٛعطبد اٌؼ١ٕبد أزغ ِٝؼزذٌخ اٌزٛص٠غ . ٚثزٌه رىْٛ إٌمطخ ػٍ

 ٌّزٛعؾ اٌّدزّغ. اً رمذ٠ش

 ٠ّىٓ اعزؼّبي اٌخطأ اٌّؼ١بسٞ ٌّمبسٔخ ِزٛعط١ٓ ِخزٍف١ٓ  ٌّؼشفخ زم١مخ اٌفشق ث١ّٕٙب. -4

انمٛاسٙ تانشيض انًعٛاس٘ أٔ ٚشيض نهخطأ:غشٚمح حساب انخطأ انًعٛاس٘

ٚ

نعلالرٍٛ اتئحذٖ حسة ٔٚ  ̅  

             -رٍٛ :اٜذٛ

  ̅  
 

√ 
̅         او                               √  

  

-:فً الجدول الآتً جد الخطأ المعٌاري للبٌانات   -:9مثال 
  

 

 

 ( إ٠دبد الأسشاع  اٌّؼ١بسٞ 1 -:  اٌسً   
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 اٌّؼ١بسٌٞخطأ إ٠دبد ا(  2
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 التشتت النسبًمماٌٌس  [5-1-2]

كانت مماٌٌس التشتت التً ذكرت سابما كلها مماٌٌس مطلماة ، تمادر بدلالاة وحادات المٌااس المساتعملة فاً    

بالسانتٌمتر أو المتار أو  ةلٌاس المتغٌر الموضوع تحت البحث والدراسة ، ساواء كانات هاذه الوحادات  مماسا

ذلن فإذا أردنا ممارنة عٌنتٌن أو مجتمعٌن  فمد ٌحول دون ذلن اختلاف وحادات  ىالكٌلو غرام وغٌره ، وعل

خالٌة من  مناسبة فً هذا المجال لكونها المٌاس المستعملة فً كل منهما. لذا فان مماٌٌس التشتت النسبً تكون

 -سنورد تفاصٌله فٌما ٌأتً : معامل الاختلاف والذيلنسبً وحدات المٌاس ، واهم مماٌٌس التشتت ا

 (Coefficient of Variation)   امل الاختلافمع] 5- [1-2-1

ام درجة التشتت بيم لين مفردات مجموعة معينة تختم  عادة عم درجة التشتت لمجموعة اخرش  ولد       

وستيمة لممارنتة درجتات  التشتتت بتيم عمن للن لا بد مم وجتود  . وبنا   صغيرا   وا كبيرا   يكوم هلا الاختف 

المجموعات المختمفة. وخاصة إلا اختمفت هلظ المجاميع بوحدات المياس   وعميه فأم الامر يتىمن الاستعانة 

ل ليمتة الانحترا  المعيتار  التن نستبة ميويتة متم المتوستى الحستابي وبتللن يأختل بنظتر بممياس تشتت يحتو  

اوت في المياسات الاصمية لمبيانات ويتخمص مم وحدات المياس ويوصمنا الن نستبة ميويتة لابمتة الاعتبار التف

 . (C.Vويىمك عمن هلا الممياس  بمعامل الاختف  ويرمز له )   لمممارنة

 

 

 

    
 

 ̅
     

 (C.V) تعرٌف معامل الاختلاف

هما الانحراف المعٌاري والوسط الحسابً لمجموعة من المٌم على التوالً فان معامل   ̅ و   كان  إذا
     الاختلاف لها ٌساوي
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    الرياضيات والكيميا  مادتينتايج الامتحام النهايي ل كانتحصاييات الإفي إحدش   -:10مثال 

  لمص  الرابع العممي في احدش المدارس كالآتي                            
  

 الكيميا  الرياضيات 

 72 81 الوسى الحسابي

 6 8 الانحرا  المعيار 

 اكبر؟ كام التشتت ادتيمففي ا  الم                            

         الرياضيات  مادةمعامل الاختف  ل -الحل :
 

  
 011  01  

     الكيميا   مادةمعامل الاختف  ل           
 

  
 011          

 الرياضيات كام اكثرمادة درجات في ا  ام التشتت                             

 مكونة( لعٌنة gm)بالـ( وكمٌة الحاصل cm)بالـاجرٌت ممارنة صفة ارتفاع النبات   -:11مثال 

 نبات من الذرة الصفراء وكانت النتائج كما ٌلً:    من                          

 الحاصل الارتفاع 

 77? 977 الوسط الحسابً

 =: =8 الانحراف المعٌاري

 لارن بٌن تشتت الصفتٌن.                          

     معامل الاختلاف لارتفاع النبات                 -الحل:
  

   
 011      

         للحاصلمعامل الاختلاف             
  

   
 011        

 .الحاصلتشتت كمٌة اي ان تشتت صفة ارتفاع النبات اكبر من   
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 احد المماييس الآتية هو ممياس لمتشتت .1

 

 لمتشتت  احد المماييس الآتية ليس ممياسا   .2

 

 لكل مم المجموعات الآتية احسن: .3

a) المدش 

b)   الانحرا  المتوسى 

c)  التبايم 

d)  الانحرا  المعيار   

e)  معامل الاختف 

( )                                        

  ( )                             

  ( )                                    

  

 

 -اوجد المين  المفمودة  في جدول البيانات  الآتي : .4

C.V           S X  

 1 ؟ 11 % 20

 2 41 25 ؟

 3 25 ؟ % 5

 

 الوسى الحسابي المدش الوسيى المنوال

 التبايم المنوال معامل الاختف  الانحرا  المتوسى

(5-2تمارٌن)  


