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 انًمذيخ

رؼذ يبدح انشٚبضٛبد يٍ انًٕاد الاعبعٛخ انذساعٛخ انزٙ رغبػذ انطبنت ػهٗ اكزغبة انخجشاد انزؼهًٛٛخ 

 .انلاصيخ نزًُٛخ لذسارّ ػهٗ انزفكٛش

 نمذ ظٓشد فٙ انكضٛش يٍ دٔل انؼبنى انًزمذو يُبْظ حذٚضخ فٙ انشٚبضٛبد ٔطشائك عذٚذح كبَذ عججب فٙ

عزسٚب  رطٕسا  حشكخ دُٚبيٛكٛخ فؼبنخ اصشد فٙ انؼًهٛخ انزؼهًٛٛخ فٙ انًذاسط ٔانًؼبْذ ٔانغبيؼبد ٔاحذصذ  إػذاد

ٔػهّٛ اطجح يٍ انضشٔس٘ انزٕاطم يغ كم يب ْٕ حذٚش فٙ يغبل انؼهٕو انزطجٛمٛخ انحذٚضخ ٔخبطخ يبدح 

ًذٚشٚخ انؼبيخ نهًُبْظ نزطٕٚش انًُبْظ نزا عبسػذ انًذٚشٚخ انؼبيخ نهزؼهٛى انًُٓٙ ٔثبنزُغٛك يغ ان. انشٚبضٛبد

انزؼهٛى ٔاعبنٛجّ ٔخبطخ انشٚبضٛبد انزٙ رهؼت دٔس طهٛؼٛب فٙ إسعبء دػبئى انحضبسح ٔانًذَٛخ فُٓبن ػلالخ طشدٚخ 

ثٍٛ احزٛبعبد انزًُٛخ انظُبػٛخ ٔانضساػٛخ ٔالالزظبدٚخ ٔانًذَٛخ ٔانزكُهٕعٛخ ثظفخ خبطخ ٔثٍٛ يُبْظ 

 .انزؼهًٛٛخ ثًخزهف يغزٕٚبرٓب انشٚبضٛبد فٙ انًؤعغبد

ٔيٍ يُطهك الاْزًبو انز٘ رٕنّٛ ٔصاسح انزشثٛخ ٔانزُغٛك ٔانزؼبٌٔ انًغزًش ثٍٛ انًذٚشٚخ انؼبيخ نهزؼهٛى 

نًٕاكجخ انزطٕساد انؼهًٛخ فمذ رى اػذاد خطخ ػهًٛخ ٔلاعًٛب يُبْظ انشٚبضٛبد  نهًُبْظ،انًُٓٙ ٔانًذٚشٚخ انؼبيخ 

فٙ يبدح انشٚبضٛبد ( انضساػٙ ٔانفٌُٕ انزطجٛمٛخ)خ ٔسفغ انًغزٕٖ انؼهًٙ نطهجخ فشػٙ فٙ يغبلاد انحٛبح انًخزهف

 .نٛكَٕٕا يُبفغٍٛ لألشآَى يٍ انطهجخ فٙ انًغبلاد الاخشٖ

اٌ ْزا انكزبة انز٘ ثٍٛ اٚذٚكى ْٕ انكزبة انضبنش نطهجخ انفشػٍٛ انضساػٙ ٔانفٌُٕ انزطجٛمٛخ فٙ انًذٚشٚخ 

فظٕل ٚزُبٔل فٙ انفظم الأل انمطٕع انًخشٔطٛخ ايب انفظم انضبَٙ ٚزُبٔل  أسثغْٕ فٙ انؼبيخ نهزؼهٛى انًُٓٙ ٔ

 .انزطجٛمبد ػهٗ انًشزمخ ٔٚزُبٔل انفظم انضبنش يٕضٕع انزكبيم ايب انفظم انشاثغ ٚزُبٔل ػهى الاحظبء ٔالاحزًبنٛخ

انًمشسح يزجؼٍٛ انطشق ٔاٌ ْزا انكزبة يشرجظ ثغهغهخ كزت انشٚبضٛبد نهًشاحم انغبثمخ ٔٔفك الاْذاف 

 52)انٗ اٌ انٕلذ انًخظض نكم فظم ثًؼذل صلاصخ حظض فٙ الاعجٕع ٔيب يغًٕػّ شابسح انحذٚضخ، ٔلاثذ يٍ الإ

 ( .اعجٕػب

 انفظم الأل                عجغ اعبثٛغ

 انفظم انضبَٙ               خًظ اعبثٛغ

 انفظم انضبنش               صًبٌ اعبثٛغ

 خًظ اعبثٛغ            انفظم انشاثغ  

اٌ ٚغٓى عٓذَب ْزا فٙ اكزغبة انًٓبساد ٔرًُٛخ انًٕٛل نذساعخ انشٚبضٛبد ٔنمذ رٕخُٛب انزؼمٛذ فٙ  َأيم

 .عشد انًٕاضٛغ انؼهًٛخ يزذسعٍٛ يٍ انغٓم انٗ انظؼت

ٔرمذٚشَب انٗ انغٛذاد ٔانغبدح يُزغجٙ انذائشح انؼهًٛخ فٙ انًذٚشٚخ  َبٔاخٛشاَ لا ٚغؼُب الا اٌ َمذو شاكش

انؼبيخ نهزؼهٛى انًُٓٙ َٔخض ثبنزكش يُزغجٙ شاؼجخ انًُبْظ نغٕٓدْى فٙ رمذٚى كم انخذيبد انزٙ يٍ شاأَٓب اَغبص 

عٕ يٍ اخٕاَُب ْزا انكزبة، كًب َضًٍ عٕٓد انخجشاء انؼهًٍٛ ٔانخجٛش انهغٕ٘ ٔانزٍٚ عبًْٕا فٙ ْزا الاَغبص َٔش

 .ٔحذحانًذسعٍٛ اٌ ٕٚافَٕب ثًلاحظبرٓى حٕل انكزبة نكٙ َزلافٗ انُمض فّٛ ٔانكًبل لله 

 ....انهٓى ٔفمُب نخذيخ ػشالُب انؼضٚض ٔاثُبئّ
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 الأْذاف انغهٕكٛخ

 كبٌ يشكضْب َمطخ الأطم ٔارا كبٌ  إراٚزؼشف انطبنت ػهٗ انذائشح ٔيفٕٓو انذائشح ٔسعى انذائشح ٔيؼبدنزٓب

 . ٍالإحذاصٛٛيشكضْب أ٘ َمطخ ٔرًبط انذائشح يغ انًحٕسٍٚ 

 ٔكٛفٛخ ركُّٕٚ ػٍ طشٚك لطغ انًخشٔط انذائش٘ انمبئى ثًغزٕ٘  انمطغ انًكبفئٚزؼشف انطبنت ػهٗ يفٕٓو

ٔٚزؼشف ػهٗ انشكم انُٓذعٙ نهمطغ انًكبفئ انز٘ ساعّ َمطخ الأطم ٔٚزًكٍ يٍ  ،لبػذرّػًٕد ػهٗ 

 . انؼلالخ ثٍٛ ثؤسرّٛ ٔدنٛهّ أداسن

 انمبئى ثًغزٕ٘ لا ٔكٛفٛخ ركُّٕٚ ػٍ طشٚك انًخشٔط انذائش٘  انمطغ انُبلضٚزؼشف انطبنت ػهٗ يفٕٓو

 ثؤسرّٛ،)ٔٚزؼشف ػهٗ انشكم انُٓذعٙ نهمطغ انُبلض ٔيؼشفخ يؼبدنزّ فٙ اعزخشاط  لبػذرّ،ٕٚاص٘ 

 .ٔرًضٛهّ ثٛبَٛب  ( طٕل يحٕسّٚ ٔيغبحزّ ٔيحٛطّ لطجّٛ، سأعّٛ،

 ٔكٛفٛخ ركُّٕٚ ػٍ طشٚك لطغ انًخشٔط انذائش٘ انمبئى ثًغزٕ٘  انمطغ انضائذٚزؼشف انطبنت ػهٗ يفٕٓو

ٔٚزؼشف ػهٗ انشكم انُٓذعٙ نهمطغ انضائذ انز٘ سأعّ َمطخ الأطم  يٕنذارّ،ٕٚاص٘ يغزٍٕٚٛ يٕنذٍٚ يٍ 

 .ٔرًضٛهّ ثٛبَٛب  (  لطجّٛ ، ٔطٕل يحٕسّٚ سأعّٛ، ثؤسرّٛ،)ٔرحذٚذ يٕالغ 

 انجُٕد

 انمطٕع انًخشٔطٛخ1-1

 انذائشح1-5

 انمطغ انًكبفئ1-3

 انمطغ انُبلض1-9

 انمطغ انضائذ1-2

 



 
  جٌمطٛع جٌّخشٚؽ١س –جٌفظً جلأٚي 

 
6 

                - انمطٕع انًخشٔطٛخ –الأٔل انفظم 

.1.1 انمطٕع انًخشٔطٛخ 

دٚسز وحٍِس قٛي جقذ جٌؼٍؼ١ٓ   جٌمحتُ جٌضج٠ٚس فٟ     ٠طٌٛذ جٌّخشٚؽ جٌذجتشٞ جٌمحتُ ِٓ دٚسجْ جٌّػٍع 

ٚٔلاقع أْ ٌِٛذٞ جٌّخشٚؽ ٠طمحؽؼحْ ِٓ جٌشأط ، وّح فٟ جٌشىً      ( 1-1)جٌمحت١ّٓ وّكٛس ٌٍذٚسجْ وّح فٟ جٌشىً 

، ( لطؼس جٌّغطم١ُ جٌّكذدز ذشأط جٌّخشٚؽ ِٚشوض لحػذضٗ)ٚجٌزٞ ٠ّىٓ أْ ٔؼشفٗ ِكٛس جٌّخشٚؽ    ⃗ ٠ٚغّٝ ( 1-2)

̅̅  ٠ٚغّٝ  ̅̅  (. لطؼس جٌّغطم١ُ جٌّكذدز ذشأط جٌّخشٚؽ ٚأقذ ٔمحؽ لحػذضٗ)جٌزٞ ٠ّىٓ أْ ٔؼشفٗ ٌِٛذ جٌّخشٚؽ   

 

 

 

 

 

جْ جلاشىحي جٌٕٙذع١س جٌٕحضؿس ِٓ لطغ جٌّخشٚؽ جٌذجتشٞ جٌمحتُ ذّغطٛ فٟ قحلاش ِؼ١ٕس ضغّٝ لطٛع ِخشٚؽ١س 

ٟ٘ٚ: 

  ٚٔكظً ػ١ٍٙح ِٓ لطغ عطف جٌّخشٚؽ جٌذجتشٞ جٌمحتُ ذّغطٛ ػّٛدٞ ػٍٝ جٌّكٛس ( :      )جٌذجتشز  (1

 .(A 3-1)٠ٚٛجصٞ جٌمحػذز ٚضىرش وٍّح جذطؼذٔح ػٓ جٌشجط وّح فٟ جٌشىً 

ٚٔكظً ػ١ٍٗ ِٓ لطغ عطف جٌّخشٚؽ جٌذجتشٞ جٌمحتُ ذّغطٛ ِٛجصٞ لأقذ :  (        )جٌمطغ جٌّىحفة  (2

 (.B 3-1)وّح فٟ جٌشىً  ٌِٛذجضٗ

ٚٔكظً ػ١ٍٗ ِٓ لطغ عطف جٌّخشٚؽ جٌذجتشٞ جٌمحتُ ذّغطٛٞ غ١ش ِٛجص ( :        )جٌمطغ جٌٕحلض  (3

 (.C 3-1)ٌمحػذضٗ ٚلا ٠ٛصجٞ جقذ ٌِٛذجضٗ وّح فٟ جٌشىً 

ٚٔكظً ػ١ٍٗ ِٓ لطغ عطف جٌّخشٚؽ جٌذجتشٞ جٌمحتُ ذّغطٛ ِٛجصٞ ( :          )جٌمطغ جٌضجتذ  (4

 (.D 3-1)ٌّكٛسٖ ٠ٚمطغ ٌِٛذ٠ٓ ِٓ ٌِٛذجضٗ وّح فٟ جٌشىً 

 

 

 

 

 

 

 (2-1شكل ) (1-1شكل )

 -A-القطع المكافئ الدائرة -B- القطع الناقص -C- القطع الزائد -D- 
 (3-1الشكل )
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.5.1 (      )انذائشح  

 رؼشٚف .1.5.1

ؽ فٟ جٌّغطٛٞ جٌطٟ ٠ىْٛ ذؼذ٘ح ِٓ ٔمطس غحذطس حٟ٘ ِؿّٛػس ِٓ جٌٕم

ٔظف جٌمطش )٠غحٚٞ ِمذجس غحذص غ١ش عحٌد ٠غّٝ  (      جٌّشوض )ضغّٝ 

 (. )ٚٔشِض ٌٕظف جٌمطش (  )ٚعٛف ٔشِض ٌّشوض جٌذجتشز ذحٌشِض (       

̅̅            ٚذٍغس جٌّؿّٛػحش ٠ّىٓ جٌطؼش٠ف  ̅̅         

ٟ٘ جٌّغحفس  ̅̅̅̅  ِشوض جٌذجتشز  ٚ  ٔمطس ضٕطّٟ جٌٝ جٌذجتشز ٚ       ق١ع 

 (.4-1)وّح فٟ جٌشىً .  ٚجٌّشوض   ذ١ٓ جٌٕمطس 

 يؼبدنخ انذائشح انزٙ يشكضْب َمطخ الأطم .5.5.1

̅̅  ، ٌٚطىٓ        ٔمطس جلأطً جٌطٟ جقذجغ١حضٙح   ٚ  ٔمطس فٟ جٌّغطٛٞ       ٌطىٓ  جٌّغحفس ذ١ٓ جٌٕمطس  ̅̅

 (5-1)وّح فٟ جٌشىً.  ٚٔمطس جلأطً ٠ّىٓ جعطخشجؾٙح ذمحْٔٛ جٌّغحفس ذ١ٓ ٔمطط١ٓ ٚجٌّطّػً ذٕظف لطش جٌذجتش   

  ̅̅ ̅̅    √       
         

  

    √              

 (ذطشذ١غ جٌطشف١ٓ)      √    

           

 (. )ٚ٘زٖ جٌّؼحدٌس ضّػً ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ِشوض٘ح ٔمطس جلأطً ٚٔظف لطش٘ح 

 

  

 (5-1الشكل )

 (4-1الشكل )

𝑷 𝒙 𝒚  

𝑶 𝟎 𝟎  

 1 ِػحي

 .ٚقذجش 4ؾذ ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ِشوض٘ح ٔمطس جلأطً ٚٔظف لطش٘ح 

 

 الحل

  𝑟  4     ⇒ 𝑟  16 

 ( الاصلمعادلة الدائرة التً مركزها نقطة  )⇒ 𝑥  𝑦  𝑟  

  𝑥  𝑦  16 

 1 ِػحي

 1 يضبل
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 (انظٛغخ انمٛبعٛخ نًؼبدنخ انذائشح)يؼبدنخ انذائشح انزٙ يشكضْب أ٘ َمطخ  .3.5.1

       ضٕطّٟ ٌٍذجتشز جٌطٟ ِشوض٘ح        ٌطىٓ جٌٕمطس 

، ٚجٌّغحفس ذ١ٓ جٌٕمطط١ٓ ٟ٘ ٔظف لطش جٌذجتشز (6-1)وّح فٟ جٌشىً 

r ٓذّٛؾد لحْٔٛ جٌّغحفس ذ١ٓ ٔمطط١: 

  ̅̅̅̅    √              

 :ذطشذ١غ جٌطشف١ٓ ٔكظً ػٍٝ 

                 

 .انظٛغخ انمٛبعٛخ نًؼبدنخ انذائشح٠طٍك ػ١ٍٙح جعُ   ٚٔظف لطش٘ح        ٚ٘زٖ جٌّؼحدٌس جٌطٟ ِشوض٘ح 

 

  

غُ ضكمك ِٓ أْ جٌٕمطس  ،ٚقذجش 5ؾذ ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ِشوض٘ح ٔمطس جلأطً ٚٔظف لطش٘ح 

 .ضٕطّٟ ٌٙح( 3 4)

 الحل

  𝑟  5 ⇒ 𝑟   5 

 𝑥  𝑦  𝑟  

  𝑥  𝑦   5 (معادلة الدائرة) 

 :ٔؼٛػٙح ذحٌّؼحدٌس ٌٍذجتشز،  3 4 ٌٍطكمك ِٓ جٔطّحء جٌٕمطس 

(𝑥  4  𝑦  3 ٔؼٛع ) ⇒  4  3  
?

 5 

  16  9   5 

 .ػرحسز طحترس، أٞ أْ جٌٕمطس ضكمك جٌّؼحدٌس ٚذحٌطحٌٟ ضٕطّٟ ٌٍذجتشز

𝑷 𝒙 𝒚  

𝑪 𝒉 𝒌  

𝒉 

𝒌 

 (6-1الشكل )

 .ٚقذجش 4ٚٔظف لطش٘ح   𝐶    3ؾذ ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ِشوض٘ح جٌٕمطس 

 الحل

∴   ⇒  𝐶   𝑘   𝐶    3 ⇒(صٌغة المركز)         𝑘  3  , 𝑟  4  

   𝑥       𝑦  𝑘   𝑟  

   𝑥          𝑦  3   4   

   𝑥       𝑦  (معادلة الدائرة)  16   3 

 

 2 ِػحي

 5 يضبل

 3 يضبل
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𝐶𝑂̅̅ ̅̅  𝑟  √ 𝑥       𝑦  𝑘   

 𝑥       𝑦  𝑘   𝑟  

 .     𝑂ٚضّش ذٕمطس جلأطً   𝐶    1ؾذ ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ِشوض٘ح جٌٕمطس 

 الحل

𝑟جٌذجتشز ضّش ذٕمطس جلأطً فأْ ٔظف جٌمطش  ∵  𝐶𝑂̅̅  (7-1)وّح فٟ جٌشىً  ̅̅

   √         1      

    4  1    5 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑠   ( جٌمطشٔظف  ) 

 :ٔظف جٌمطش فٟ ِؼحدٌس جٌذجتشزٔؼٛع 

   𝑥       𝑦    1      5  
 

 

   𝑥       𝑦  1   5 

𝐶   𝑘   
𝑥  𝑥 

 
 
𝑦  𝑦 

 
 

             
لحْٔٛ ٔمطس  جٌّٕطظف ٌٍّغطم١ُ

  
 4   

 
 
  6

 
  

𝐶𝐴̅̅ ̅̅  𝑟  √ 𝑥       𝑦  𝑘   

 .   𝐵   6   ٚ𝐴  4جقذ جلطحس٘ح جٌٕمططحْ  ٔٙح٠طٟؾذ ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ 

 الحل

𝐴𝐵̅̅لأْ   ٟ٘ ٔمطس جٌّٕطظف 𝐶فٟ جٌذجتشز فاْ  جلالطحس أقذ  ̅̅

،  𝑟ٚوزٌه جٌّغحفس ذ١ٓ أقذ جٌٕمطط١ٓ ٚجٌّشوض ضّػً ٔظف لطش جٌذجتشز 

 (:8-1)وّح فٟ جٌشىً 

 (ِشوض جٌذجتشز)   3       

 : (   𝐴  4ٔخطحس أٌٚٝ جٌٕمطط١ٓ )ٚجٞ ٔمطس ػٍٝ جٌذجتشز   3    ٔظف لطش جٌذجتشز ٘ٛ جٌّغحفس ذ١ٓ ِشوض جٌذجتشز  

   √      4     3      

   √      3    4  9    13 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑠   (ٔظف جٌمطش) 
 :ٔؼٛع جٌّشوض ٚٔظف جٌمطش فٟ ِؼحدٌس جٌذجتشز

   𝑥       𝑦  𝑘   𝑟  

   𝑥          𝑦  3     13  
 
 

   𝑥       𝑦  (ِؼحدٌس جٌذجتشز)   13   3 

 (8-1الشكل )

𝑪 𝒉 𝒌  

𝒓 

𝑩 𝟎 𝟔  

𝑨  𝟒 𝟎  

𝑪 𝟐  𝟏  

𝑶 𝟎 𝟎  

𝒓 

 (7-1الشكل )

 9 يضبل

 2 يضبل
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 رًبط انذائشح يغ انًحٕسٍٚ الاحذاصٍٛٛ .9.5.1

 :٠ٚمظذ ذٙح جٌذجتشز جٌطٟ ضّظ أقذ جٌّكٛس٠ٓ جلاقذجغ١١ٓ جٚ ولاّ٘ح

، ٚ ٔمطس  | |   ٠ٚىْٛ ف١ٙح  -:  انذائشح انزٙ رًظ انًحٕس : أٔلا  

 - :جدٔحٖجِح ِؼحدٌس جٌذجتشز ضىْٛ ذحٌشىً         جٌطّحط ِغ ِكٛس 

                        
ٔخطحس ٚجقذز فمؾ

 

  (10-1)ٚوّح ِٛػف فٟ جٌشىً 

 

 

 

  

 𝑥  5    𝑦  3   36 

 𝑥       𝑦  𝑘   𝑟  

𝑥 جٌّشوض ٚؽٛي ٔظف لطش جٌذجتشز جٌطٟ ِؼحدٌطٙح   ؾذ جقذجغ١حش  5    𝑦  3   36. 

 الحل

٠ّٚىٕٕح جعطخشجؼ ٘زٖ جٌّؿح١ً٘  𝑟، ٚلا٠ؿحد ٔظف جٌمطش ٔكطحؼ   𝑘ٚ   لإ٠ؿحد جقذجغ١حش ٔمطس جٌّشوض ٔكطحؼ ٌـ 

 :ِٓ ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌّؼطحز ذّمحسٔطٙح ذمحْٔٛ ِؼحدٌس جٌذجتشز 

𝑘  5    ⟹(ذّمحسٔس جٌّؼحدٌط١ٓ جػلاٖ)  3   

  ∴ 𝐶   𝑘  𝐶  5 3  (جٌّشوض) 

  ∵ 𝑟  36 ⟹ 𝑟  6𝑢𝑛𝑖𝑡𝑠 (ٔظف جٌمطش) 

𝑪  𝟓 𝟑  

𝟔 

 (9-1الشكل )

المركز  𝑪 𝒉 𝒌  

  𝒉 𝟎  نقطة التماس  

 𝒓  |𝒌| 

 (10-1الشكل )

 .، غُ ؾذ ٔمطس جٌطّحط 𝑥جٌّكٛس  ٚضّظ  3  5 جٌذجتشز جٌطٟ ِشوض٘ح  ؾذ ِؼحدٌس

 الحل

(𝑥  جٌذجتشز ضّظ جٌّكٛس ∵)⟹   𝑟  |𝑘|  | 3|  3 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑠 

(𝑥ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ضّظ)⟹  𝑥       𝑦  𝑘   𝑘  

   𝑥  5    𝑦    3    3  

   𝑥  5    𝑦  3   9 

      5          ⟹(ٔمطس جٌطّحط)

  

 6 يضبل

 0 يضبل
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، ٚ ٔمطس  | |   ٠ٚىْٛ ف١ٙح  -:    انذائشح انزٙ رًظ انًحٕس: صبَٛب  

  -:جدٔحٖجِح ِؼحدٌس جٌذجتشز ضىْٛ ذحٌشىً          ِغ ِكٛس  جٌطّحط

                        
ٔخطحس ٚجقذز فمؾ

 

 (11-1)ٚوّح ِٛػف فٟ جٌشىً 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

٠ٚىْٛ ف١ٙح  -: يؼب  انًحٕسٍٚ انذائشح انزٙ رًظ : صبنضب  

  | |  | |                 ضّحط  ٚٔمططٟ،   

   - :جدٔحٖجِح ِؼحدٌس جٌذجتشز ضىْٛ ذحٌشىً 

                               
ٔخطحس ٚجقذز فمؾ

 

 

 

 

 .، غُ ؾذ ٔمطس جٌطّحط 𝑦جٌّكٛس  ٚضّظ     6  جٌذجتشز جٌطٟ ِشوض٘ح  ؾذ ِؼحدٌس

 الحل

(𝑦  جٌذجتشز ضّظ جٌّكٛس ∵)⟹   𝑟  | |  | 6|  6 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑠 

(𝑥ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ضّظ)⟹  𝑥       𝑦  𝑘      

   𝑥    6     𝑦         6  

   𝑥  6    𝑦      36 

           𝑘      ⟹(ٔمطس جٌطّحط)

  

𝑪 𝒉 𝒌  
 المركز

 𝒓  |𝒉| 

 (11-1الشكل )

  𝟎 𝒌  

 نقطة التماس 

𝑪 𝒉 𝒌  
𝒓  المركز

 
|𝒌

|
 

|𝒉
| 

 (12-1الشكل )

  𝟎 𝒌  

نقطة التماس 

  𝒉 𝟎  

 نقطة التماس 

 8 يضبل
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| |  ؾ١ّغ قحلاش ضّحط جٌذجتشز ِغ جٌّكٛس٠ٓ ٚجٌطٟ ٠ىْٛ ٔظف جٌمطش ( 13-1)٠ٛػف جٌشىً   | |  

                          فٙ انشثغ الأٔل   

                             فٙ انشثغ انضبَٙ   

                              فٙ انشثغ انضبنش   

                             فٙ انشثغ انشاثغ   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .جٌّكٛس٠ٓ ، غُ ؾذ ٔمططٟ جٌطّحط ٚضّظ  5 5  جٌذجتشز جٌطٟ ِشوض٘ح  ؾذ ِؼحدٌس

 الحل

جٌذجتشز ضّظ جٌّكٛس٠ٓ  ) ∵)⟹   𝑟  |𝑘|  | |  | 5|  |5|  5 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑠 

⟹(ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ضّظ جٌّكٛس٠ٓ)  𝑥       𝑦  𝑘   𝑘  

   𝑥    5     𝑦  5   5  

   𝑥  5    𝑦  5    5 

         ٚ  𝑘      ⟹(ٔمططٟ جٌطّحط)

     5  ٚ   5    

  

 (13-1شكل )

𝑪  𝒉 𝒌  
 المركز

𝑪 𝒉 𝒌  
 المركز

𝑪 𝒉  𝒌  
 المركز

𝑪  𝒉  𝒌  
 المركز

 4 يضبل
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 . 4   جٌذجتشز جٌطٟ ضّظ جٌّكٛس٠ٓ ٚضّش ذحٌٕمطس  ؾذ ِؼحدٌس

 الحل

 (ِٛؾرسئشحسز جلاقذجغ١١ٓ ٠كّلاْ )     4   جٌذجتشز ضمغ فٟ جٌشذغ جلأٚي لأٔٙح ضّظ جٌّكٛس٠ٓ ذحٌٕمطس 

  𝐶   𝑘  𝐶 𝑟 𝑟   :فأْ جٌّشوض ٠ىْٛ 

⟹  (لاْ جٌذجتشز ضّش ذحٌٕمطس  4   ) 𝑥      𝑦  4 

𝑟    4    ⟹    (جٌٕمطس ضكمك ِؼحدٌس جٌذجتشز)   𝑟   𝑟  

  4  4𝑟  𝑟  16  8𝑟  𝑟  𝑟    

 𝑟  1 𝑟       

  𝑟  1   𝑟       

𝑟  أما  1     ⇒ 𝑟 𝑟  أو       1        ⇒ 𝑟    

فٟ جٌشذغ  ِؼحدٌطٟ دجتشض١ٓ ضمؼحْ دٚجتش ضمغٚذحٌطحٌٟ ضطىْٛ ٌذ٠ٕح   𝑟ٔلاقع ظٙٛس ل١ّط١ٓ ٌٕظف جٌمطش 

 :جلأٚي

𝑟  ػٕذِح)  1 )⟹    𝑥  1     𝑦  1    1    

   𝑥  1     𝑦  1    1   

𝑟  ػٕذِح)   )⟹    𝑥       𝑦          

   𝑥       𝑦      4 

 

  

 (14-1الشكل )

𝑪 𝟏𝟎 𝟏𝟎  

 𝟐 𝟒  

𝑪 𝟐 𝟐  

 17 يضبل
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، فّػلا جرج ٚلؼص   ٠ىْٛ  𝑦جٚ  𝑥فأْ جقذ جقذجغ١١ٙح جِح  -أٞ ٚلؼص ػ١ٍّٙح-جرج جٔطّص جٌٕمطس لاقذ جٌّكٛس٠ٓ 

فحْ  𝑥، جِح جرج ٚلؼص ػٍٝ جٌّكٛس   𝑎    جٚ   𝑎   : فحٔٙح عطىْٛ ذٙزج جٌشىً 𝑦جٌٕمطس ػٍٝ جٌّكٛس 

 .٘ٛ غحذص 𝑎، ق١ع     𝑎  جٚ     𝑎 : جقذجغ١١ٙح ٠ىٛٔحْ ذحٌشىً 

𝑟  𝐶𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅  √ 𝑥       𝑦  𝑘   

𝑟  𝐶𝑃 
̅̅ ̅̅ ̅̅  √     6     𝑘  5   

6𝑘  1 𝑘  61  13 

16𝑘  48 

 . 𝑃     3    𝑃   6 5ٚضّش ذحٌٕمطط١ٓ  𝑦ِشوض٘ح ٠ٕطّٟ ٌٍّكٛس ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ  ؾذ

 الحل

  𝐶   𝑘ف١ىْٛ شىٍٙح    𝑦ٔمطس جٌّشوض ضٕطّٟ ٌٍّكٛس   ∵

   √        𝑘    3    

  √4   𝑘 { r , k } ٔكطحؼ ٌطى٠ٛٓ ِؼحدٌس جخشٜ)    )1(……    3   ( ٌٛؾٛد ِؿ١ٌٛٙٓ

   √36   𝑘  5   ……)2( 

 :ٔغحٚٞ جٌّؼحدٌط١ٓ 

 √4   𝑘  3   √36   𝑘  (ذطشذ١غ جٌطشف١ٓ)    5 

 4   𝑘  3   36   𝑘  (ِشذغ قذج١ٔس)   5 

4  𝑘  6𝑘  9  36  𝑘  1 𝑘   5  

𝑘   𝐶   3 المركز ∴ ⟹   3 

 

 :𝑟ٌٍكظٛي ػٍٝ ل١ّس ( 2)جٚ ( 1)فٟ ِؼحدٌس  𝑘ل١ّس ٔؼٛع 

𝑟  √4   3  3     4  36  ٔظف جٌمطش   1    4  

⟹(ِؼحدٌس جٌذجتشز)  𝑥       𝑦  𝑘   𝑘  

   𝑥       𝑦  3     4  
 
 

  𝑥   𝑦  3   4  
 

 (15-1الشكل )

𝑷𝟏  𝟔 𝟓  

𝑷𝟐 𝟐  𝟑  

𝑪 𝟎 𝒌  

 11 يضبل

 1يلاحظخ
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.3.1 (        )انمطغ انًكبفئ  

 رؼشٚف .1.3.1

٘ٛ ِؿّٛػس وً جٌٕمحؽ فٟ جٌّغطٛٞ ٚجٌطٟ ٠ىْٛ ذؼُذ٘ح ػٓ ٔمطس ِؼٍِٛس غحذطس ٠غحٚٞ ذؼذ٘ح ػٓ ِغطم١ُ ِؼٍَٛ ، 

 (.      د١ًٌ )ٚجٌّغطم١ُ جٌّؼٍَٛ ٠غّٝ (      ذإسز )ضغّٝ  جٌٕمطس جٌّؼٍِٛس

 (.16-1)ذإسز جٌمطغ جٌّىحفة وّح فٟ جٌشىً        د١ٌلاً ٌٚطىٓ جٌٕمطس  ⃡ ١ٌىٓ جٌّغطم١ُ 

̅̅  ئْ جٌّغطم١ُ   ⃡ ػٍٝ جٌذ١ًٌ   جٌّشعَٛ ػّٛد٠حً ِٓ  ̅̅

جٌٕمطس جٌّٕظفس ٌمطس   ، ٌطىٓ ( ِكٛس جٌمطغ جٌّىحفة)٠غّٝ 

̅̅  جٌّغطم١ُ  فحْ   ٠غحٚٞ ذؼذ٘ح ػٓ  ⃡ ػٓ   ، ذّح أْ ذؼذ  ̅̅

   ٔمطس ٚجلؼس ػٍٝ جٌمطغ جٌّىحفٝء ، ٠طٍك ػٍٝ جٌٕمطس   

ٚجٌشىً ٠ٛػف ج٠ؼحً جْ (       ( )سجط جٌمطغ جٌّىحفة)

جٌرإسز ضمغ دجخً جٌمطغ جٌّىحفة ٚئْ أٞ لطغ ِىحفة ٠مغ ػٍٝ 

 .جٌرإسز ف١ٙحؾٙس ٚجقذز ِٓ د١ٌٍٗ ٟٚ٘ جٌؿٙس جٌطٟ ضمغ 

ٚجػطّحدجً ػٍٝ ضؼش٠ف جٌمطغ جٌّىحفة ٠ّىٓ جعطخذجَ 

 .جٌّغحٚجز لإ٠ؿحد ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة

 . 3 3  ِٚشوض٘ح ، ٚقذجش  8جعطخشؼ ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ؽٛي ٔظف لطش٘ح . 1

 .   1 ، ِٚشوض٘ح   4 3  جعطخشؼ ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ضّش ذحٌٕمطس . 2

 . 5 3      1   جعطخشؼ ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ٔٙح٠طح أقذ جلطحس٘ح جٌٕمططحْ   .3

𝑥 ؾذ جقذجغ١حش جٌّشوض ٚؽٛي ٔظف جٌمطش ٌٍذجتشز جٌطٟ ِؼحدٌطٙح   .4  4   𝑦  9 غُ جسعّٙح. 

 .    3  جعطخشؼ ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ِشوض٘ح ٔمطس جلأطً ٚضّش ذحٌٕمطس . 5

 .ٚقذجش ٚضمغ فٟ جٌشذغ جٌشجذغ 4ؾذ ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ضّظ جٌّكٛس٠ٓ ِؼحً ٚؽٛي ٔظف لطش٘ح  .6

ِٚؼحدٌس  𝑎، ؾذ ل١ّس  𝑥، ٚضّظ جٌّكٛس  ٚقذجش 4لطش٘ح  فٚٔظ  𝐶   𝑎دجتشز ِشوض٘ح . 7

 .جٌذجتشز

 . 1  3   5 1 ، ٚضّش ذحٌٕمطط١ٓ   𝑥ؾذ ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ِشوض٘ح ٠ٕطّٟ ٌٍّكٛس . 8

 . 6 3  ؾذ ِؼحدٌس جٌذجتشز جٌطٟ ضّظ جٌّكٛس٠ٓ ِؼحً ٚضّش ذحٌٕمطس . 9

 

 (5-1)رًبسٍٚ 

𝑭 𝒂 𝟎  

 البؤرة

𝑽 

 الرأس

𝑷 𝒙 𝒚    𝒂 𝒚  

𝑨  𝒂 𝟎  

𝒅𝟏 

𝒅𝟐 

𝑳⃡ 
 الدلٌل

 (16-1الشكل )
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 يؼبدنخ انمطغ انًكبفئ .5.3.1

 :ٌٍمطغ جٌّىحفة قحلاش قغد ِىحْ جٌرإسز 

   ٕٚاص٘ انًحٕس يؼبدنخ انمطغ انًكبفئ انز٘ سأعّ َمطخ الأطم ٔدنٛهّ : أٔلا

ٚجٌزٞ   ، ٚد١ٌٍٗ ٠ٛجصٞ جٌّكٛس        ٟ٘ ذإسز جٌمطغ جٌّىحفة ٚأْ سأعٗ ٔمطس جلأطً        ١ٌىٓ 

       ٌٕأخز أٞ ٔمطس ( A 17-1)وّح فٟ جٌشىً   ، ٠ٚىْٛ ِكٛس ضّحغً جٌمطغ جٌّىحفة ٘ٛ      ِؼحدٌطٗ 

 :طغ جٌّىحفةٚقغد ضؼش٠ف جٌم ⃡ ػّٛد٠حً ػٍٝ جٌذ١ًٌ  ̅̅̅̅̅  ػٍٝ جٌمطغ جٌّىحفة ، ٠ٚىْٛ جٌّغطم١ُ 

  ̅̅̅̅̅    ̅̅ ̅̅  

 (ج٢ض١س ٌٍطلاع فمؾ جشطمحق ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفةخطٛجش : )ٚذحعطخذجَ لحْٔٛ جٌّغحفس ذ١ٓ ٔمطط١ٓ

√              √              

 (ضشذ١غ جٌطشف١ٓ)          √       √  

 (ِشذغ قذج١ٔس)                    

                          ( جٌّطشحذٗقزف  ) 

             

            

    4      …..)1( 

ٚسأعٗ ٔمطس جلأطً ٚضمغ      ٚد١ٌٍٗ  :   ق١ع        ٟٚ٘ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ ذإسضٗ 

 .  جٌؿضء جٌّٛؾد ِٓ جٌّكٛس ذإسضٗ ػٍٝ 

ضرمٝ رجضٙح ٚٔكظً ػٍٝ ( 1)عحٌرس ، فأْ ؾ١ّغ خطٛجش جشطمحق جٌّؼحدٌس   أِح جرج جخزٔح ئشحسز جٌؼذد جٌكم١مٟ 

 (:2)جٌّؼحدٌس 

     4      …..)2) 

ٚسأعٗ ٔمطس جلأطً ٚضمغ     ٚد١ٌٍٗ  :   ق١ع         ٟٚ٘ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ ذإسضٗ 

 (.B 17-1)وّح فٟ جٌشىً  .  ِٓ جٌّكٛس  جٌغحٌدجٌؿضء ذإسضٗ ػٍٝ 

 

 

 

 

 

 

 

 

A B 

 ) 17-1الشكل )

𝐹 𝑎    
 البؤرة

𝑶 

𝑃 𝑥 𝑦  

𝑥
 

 
𝑎

 

𝑃𝑀̅̅̅̅̅ 

𝑀  𝑎 𝑦  

𝐿⃡ 

𝐹  𝑎    
 البؤرة

𝑶 

𝑃 𝑥 𝑦  

𝑥
 
𝑎

 

𝑃𝑀̅̅̅̅̅ 

𝑀 𝑎 𝑦  

𝐿⃡ 
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  يؼبدنخ انمطغ انًكبفئ انز٘ سأعّ َمطخ الأطم ٔدنٛهّ ٕٚاص٘ انًحٕس  : صبَٛب  

  ، ٚد١ٌٍٗ ٠ٛجصٞ جٌّكٛس        ٟ٘ ذإسز جٌمطغ جٌّىحفة ٚأْ سأعٗ ٔمطس جلأطً        ٌٕفشع أْ 

ٌٕأخز أٞ ( A 18-1)، ٚوّح فٟ جٌشىً   ، ٠ٚىْٛ ِكٛس ضّحغً جٌمطغ جٌّىحفة ٘ٛ جٌّكٛس      ٚجٌزٞ ِؼحدٌطٗ 

 :ٚقغد ضؼش٠ف جٌمطغ جٌّىحفة ⃡  ػّٛد٠حً ػٍٝ جٌذ١ًٌ ̅̅̅̅̅  ػٍٝ جٌمطغ جٌّىحفة ، ٠ٚىْٛ جٌّغطم١ُ        ٔمطس 

  ̅̅̅̅̅    ̅̅ ̅̅  

 (ج٢ض١س ٌٍطلاع فمؾ جشطمحق ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفةخطٛجش : )ٚذحعطخذجَ لحْٔٛ جٌّغحفس ذ١ٓ ٔمطط١ٓ

√              √              

 (ضشذ١غ جٌطشف١ٓ)          √       √  

 (ِشذغ قذج١ٔس)                    

 (قزف جٌّطشحذٗ)                          

             

            

    4      …..)1( 

ٚسأعٗ ٔمطس جلأطً ٚضمغ      ٚد١ٌٍٗ  :   ق١ع        ٚ٘زٖ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ ذإسضٗ 

 .  جٌؿضء جٌّٛؾد ِٓ جٌّكٛس ذإسضٗ ػٍٝ 

ضرمٝ رجضٙح ٚٔكظً ػٍٝ ( 1)عحٌرس ، فأْ ؾ١ّغ خطٛجش جشطمحق جٌّؼحدٌس   أِح جرج جخزٔح ئشحسز جٌؼذد جٌكم١مٟ 

 (:2)  جٌّؼحدٌس

     4      …..)2) 

ٚسأعٗ ٔمطس جلأطً ،     ٚد١ٌٍٗ  :   ق١ع         ٚ٘زٖ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ ذإسضٗ 

وّح فٟ  .ٚضىْٛ فطكطٗ ٔكٛ جلأعفً   ِٓ جٌّكٛس  جٌغحٌدجٌؿضء ٚضمغ ذإسضٗ ػٍٝ    ِٚكٛسٖ ِٕطرك ػٍٝ جٌّكٛس 

  (.B 18-1)جٌشىً 

 

 

  

A B 

 ) 18-1الشكل )

𝐹   𝑎  

 البؤرة

𝑶 

𝑃 𝑥 𝑦  

𝑦   𝑎 

𝑃
𝑀

̅̅
̅̅
̅ 

𝑀 𝑥  𝑎  𝐿⃡ 
𝐹    𝑎  

 البؤرة

𝑶 

𝑃 𝑥 𝑦  

𝑦  𝑎 

𝑃
𝑀

̅̅
̅̅
̅ 

𝑀 𝑥 𝑎  
𝐿⃡ 
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𝑃𝑀̅̅̅̅̅  𝑃𝐹̅̅ ̅̅  

√ 𝑥  1   √ 𝑥  1   𝑦  

 𝑥  1    𝑥  1   𝑦  

𝑥   𝑥  1  𝑥   𝑥  1  𝑦  

 𝑥    𝑥  𝑦  

𝑦   𝑥   𝑥 

 .ٚسأعٗ ٔمطس جلأطً غُ أسعّٗ    𝐹 1ذحعطخذجَ جٌطؼش٠ف ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ ذإسضٗ 

 الحل

𝑥ٚجٌذ١ًٌ ٠ىْٛ     𝑃 𝑥 𝑦   ،𝐹 1ق١ع أْ     𝑀  1 𝑦أٞ أْ  1  

 √ 𝑥  1    𝑦  𝑦   √ 𝑥  1    𝑦      

  𝑦  4𝑥 

 

𝐹 1    
 البؤرة

𝑃 𝑥 𝑦  

  
ل
دلٌ
ال
𝑥

 
 

1
 

𝑃𝑀̅̅̅̅̅ 
𝑀  1 𝑦  

 19-1الشكل 

، ِٚٓ غُ سعُ ِٕكٕٟ  𝐹ٔىطفٟ ذشعُ ِغطم١ُ جٌذ١ًٌ ٚضكذ٠ذ ٔمطس جٌرإسز  –ٌشعُ لطغ ِىحفة 

 .٠كطٛٞ جٌرإسز ذذجخٍٗ ٚجٌزٞ ٠ّػً ِٕكٕٟ جٌمطغ جٌّىحفة

√ 𝑥  𝑥    𝑦  3   √ 𝑥       𝑦  3   

6𝑦  𝑥  6𝑦 

𝑥  6𝑦  6𝑦 

 .ٚسأعٗ ٔمطس جلأطً غُ أسعّٗ  𝐹   3ذحعطخذجَ جٌطؼش٠ف ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ ذإسضٗ 

 الحل

𝑦فطىْٛ ِؼحدٌس جٌذ١ًٌ   𝐹   3جٌرإسز    3  

   𝑀 𝑥  3  , 𝑃 𝑥 𝑦  , 𝐹   3 :  ٔغطٕطؽ جٌٕمحؽ 
 𝑃𝑀̅̅̅̅̅  𝑃𝐹̅̅ ̅̅  

 √ 𝑦  3   √𝑥   𝑦  3   

  𝑦  3   𝑥   𝑦  3    

 𝑦  6𝑦  9  𝑥  𝑦  6𝑦  9   

𝑥  1 𝑦   

𝐹   3  
 البؤرة

𝑃 𝑥 𝑦  

الدلٌل   𝑦   3 

𝑃
𝑀

̅̅
̅̅
̅ 

𝑀 𝑥  3  

 (20-1الشكل )

 15 يضبل

 13 يضبل

 51يلاحع
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 .، ٚؾذ ِؼحدٌس د١ٌٍٗ    𝐹  5ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ سأعٗ ٔمطس جلأطً ٚذإسضٗ 

 الحل

 :فأْ جٌؼلالس ،   𝑥ٌٍؿضء جٌغحٌد ِٓ ِكٛس  ∈جٌرإسز  ∴        𝐹  5جٌرإسز  ∵

 𝑦   4𝑎𝑥 ⇒(ِؼحدٌس جٌمطغ) 

( ٔؼٛع ل١ّس  𝑎  5)⇒ 𝑦   4 5 𝑥 

  𝑦     𝑥     (ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة)   

𝑥 ⇒(ِؼحدٌس جٌذ١ًٌ)  𝑎 

 𝑥  5 

 

 .ِٓ جقذجغ١حش جٌرإسز ِرحششزِٚىحْ ذإسز جٌمطغ جٌّىحفة  ٠aّىٕٕح جعطخشجؼ ل١ّس  -

 .جٌّٛؾد 𝑥ٌّكٛس  ∈، ِٚىحْ جٌرإسز  𝑎  =5فأْ ل١ّس        𝐹 5ئرج وحٔص جٌرإسز : ِػلا

 ...ٚ٘ىزج . جٌغحٌد 𝑦ٌّكٛس  ∈، ِٚىحْ جٌرإسز     𝑎=  3فأْ ل١ّس      𝐹    3جرج وحٔص جٌرإسز  :ِٚػلا

عحٌرس جلا ػٕذ ٚؾٛد٘ح فٟ جقذجغ١حش ٔمطس جٚ ئشحسز ضىْٛ ِٛؾرس دجتّح لأٙح ِغحفس ٚلا ضأخز ( 𝑎)ػٍّحً أْ ل١ّس 

 .ِؼحدٌس د١ًٌ

 

 .، ٚؾذ ِؼحدٌس د١ٌٍٗ       𝐹ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ سأعٗ ٔمطس جلأطً ٚذإسضٗ 

 الحل

∵  𝐹         ٌٍؿضء جٌّٛؾد ِٓ جٌّكٛس  ∈جٌرإسز𝑦  

 :فأْ جٌؼلالس 

 𝑥  4𝑎𝑦 ⇒(ِؼحدٌس جٌمطغ) 

( ٔؼٛع ل١ّس  𝑎    )⇒ 𝑥  4    𝑦 

  𝑥  4  𝑦     (ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة)   

𝑦 ⇒(ِؼحدٌس جٌذ١ًٌ)   𝑎 

   𝑦      

٠كًّ  جٌػحذص، جِح ( لأٔٗ ٠مطؼٗ)فٟ ِؼحدٌس جٌذ١ًٌ ٠كًّ ٔفظ سِض جٌّكٛس جٌزٞ ضٕطّٟ ٌٗ جٌرإسز  جٌّطغ١شٔغطٕطؽ أْ 

 .ٚذاشحسز ِؼحوغٗ لأشحسضٗ فٟ جٌرإسز 𝑎ل١ّس 

        𝐹ئرج وحٔص جٌرإسز  :فّػلا
 𝑥 ٌٍّكٛس

 𝑥: فأْ ِؼحدٌس جٌذ١ًٌ ضىْٛ   
ٔفظ جٌّكٛس

    
𝑎 ػىظ  ئشحسز

 

 

 1استنتاج

 19 يضبل

 12 يضبل

 3يلاحظخ
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3𝑥ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ سأعٗ ٔمطس جلأطً ِٚؼحدٌس د١ٌٍٗ   6   . 

 الحل

(𝑎 ضرغؾ ِؼحدٌس جٌذ١ًٌ لا٠ؿحد)⇒ 3𝑥  6    

  3𝑥   6 

  𝑥       ⇒ 𝑎    
 ذحٌؿضء جٌّٛؾد 𝑥ِٓ ِؼحدٌس جٌذ١ًٌ فأْ جٌرإسز ضمغ ػٍٝ جٌّكٛس 

 𝑦  4𝑎𝑥 ⇒(ِؼحدٌس جٌمطغ) 

( ٔؼٛع ل١ّس  𝑎    ) ⇒ 𝑦  4   𝑥 

  𝑦  8𝑥     (ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة)   

𝒙ِٓ ِؼحدٌس جٌذ١ًٌ ِرحششز ػٓ ؽش٠ك ضرغ١طٗ ٚ ٚػؼٗ ذحٌشىً  ٠𝑎ّىٕٕح جعطخشجؼ ل١ّس   ∓𝒂    ٚج

𝒚  ∓𝒂   ق١ع جْ ل١ّس𝑎 ٗضّػً جٌػحذص جٌّٛؾٛد فٟ جٌطشف جلأ٠ّٓ ِٓ جٌّؼحدٌس ذذْٚ جشحسض. 

𝑥جرج وحٔص ِؼحدٌس جٌذ١ًٌ ذؼذ جٌطرغ١ؾ  : ِػلا  𝑎  =4فأْ ل١ّس     4  

 

3ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ سأعٗ ٔمطس جلأطً ِٚؼحدٌس د١ٌٍٗ    𝑦   . 

 الحل

(𝑎 ضرغؾ ِؼحدٌس جٌذ١ًٌ لا٠ؿحد)⇒ 3   𝑦    

    𝑦   3 

  𝑦  
3

 
   ⇒ 𝑎  

;3

 
 

𝐹ذحٌؿضء جٌغحٌد ، ٚجقذجغ١حضٙح  𝑦ِٓ ِؼحدٌس جٌذ١ًٌ فأْ جٌرإسز ضمغ ػٍٝ جٌّكٛس      
3

 
  

 𝑥   4𝑎𝑦 ⇒(ِؼحدٌس جٌمطغ) 

( ٔؼٛع ل١ّس  𝑎  
3

 
 ) ⇒ 𝑥   4 

3

 
 𝑦 

  𝑥   6𝑦     (ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة)   

 

 .ِٕٙح ذشىً ِرحشش ٠ٚكذد ِىحْ جٌرإسز ٘زٖ جٌم١ّس 𝑎ئرج ِش جٌذ١ًٌ ذٕمطس ِؼطحز ف١ّىٕٕح جعطخشجؼ ل١ّس 

 𝑎=   فأْ ل١ّس     𝑥ٚوحٔص جٌرإسز ضٕطّٟ ٌّكٛس   5    ئرج ِش د١ًٌ جٌمطغ جٌّىحفة ذحٌٕمطس : ِػلا

 

 16 يضبل

 17 يضبل

 9يلاحظخ

 2يلاحظخ



 
 جٌمطٛع جٌّخشٚؽ١س –جٌفظً جلأٚي 

 21 

 

 

 

 

 

 

  

٠ّٚش د١ٌٍٗ ذحٌٕمطس  𝑥ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ سأعٗ ٔمطس جلأطً ٚضمغ ذإسضٗ ػٍٝ جٌّكٛس 

  7 11 . 

 الحل

𝑎     11 7  ذ١ًٌ ٠ّش ذحٌٕمطس جٌٚ 𝑥 جٌرإسز ضمغ ػٍٝ جٌّكٛس  ∵  7 

 :فأْ ِؼحدٌس جٌذ١ًٌ 𝑥جٌرإسز ضمغ ػٍٝ جٌّكٛس  ∵

 𝑥   𝑎 

 𝑥   7 
    𝐹 7 :  ٚذحٌطحٌٟ فأْ جٌرإسز 

 𝑦  4𝑎𝑥 ⇒(ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة)

  𝑦  4 7 𝑥 

  𝑦   8𝑥  (ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة)   

 

 .جرج ضٛجصٜ جٌذ١ًٌ ِغ ِكٛسجً ِؼ١ٕحً فأٔٗ ٠مطغ جٌّكٛس ج٢خش ٚجٌزٞ ٠ّػً ِىحْ ذإسز جٌمطغ

 .𝑦ٌّكٛس  ∈، ٚجٌرإسز  𝑦فأٔٗ ٠مطغ جٌّكٛس     𝑥ئرج ضٛجصٜ د١ًٌ جٌمطغ جٌّىحفة ِغ ِكٛس : ِػلا

ٚ وحْ جٌّؼطٝ ٔمطس ٠ّش ذٙح جٌمطغ جٌّىحفة ، فإٔٔح ٔؼٛع ٘زٖ جٌٕمطس فٟ  𝑎جرج جسدٔح جٌكظٛي ػٍٝ ل١ّس 

 .𝑎ِؼحدٌس ٘زج جٌمطغ ٌٍكظٛي ػٍٝ ل١ّس  

 

1  8𝑎 

 .𝑦ٚد١ٌٍٗ ٠ٛجصٞ جٌّكٛس   1    ٠ّٚش ذحٌٕمطس ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ سأعٗ ٔمطس جلأطً 

 الحل

 جٌّٛؾد 𝑦جٌغحٌد جٚ ِكٛس  𝑥فحْ ذإسضٗ جِح ضٕطّٟ ٌّكٛس   1    ٠ّش ذحٌٕمطس جٌمطغ  ∵

 جٌغحٌد 𝑥ِٚٓ جٌّؼٍِٛس أػلاٖ فأْ جٌرإسز ضٕطّٟ ٌّكٛس  𝑥فأْ جٌرإسز ضٕطّٟ ٌٍّكٛس  𝑦جٌذ١ًٌ ٠ٛصجٞ جٌّكٛس  ∵ٚ 

 :فأْ جٌؼلالس ٟ٘

 𝑦   4𝑎𝑥 ⇒(ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة)

 ( ذحٌمطغ ٔؼٛع جٌٕمطس جٌّحسز )⇒  1    4𝑎     

  𝑎  
 

8
    

( ذحٌّؼحدٌس   𝑎 ٔؼٛع ل١ّس   )⇒ 𝑦   4 
 

8
 𝑥 

 𝑦   
 

 
𝑥  (ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة)   

 

 18 يضبل

 19 يضبل

 6يلاحظخ
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49  16𝑎 

 . 4 7  ،   4 7 ٠ّٚش ذحٌٕمطط١ٓ ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ سأعٗ ٔمطس جلأطً 

 الحل

 𝑦جٌٕمطط١ٓ ِطٕحظشض١ٓ قٛي جٌؿضء جٌّٛؾد ِٓ جٌّكٛس  ∵

 -جٌّٛؾد 𝑦ِكٛس  -جٌرإسز ضٕطّٟ ٌٙزج جٌؿضء  ∴ 

 :فأْ جٌؼلالس ٟ٘

 𝑥  4𝑎𝑦 ⇒(ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة)

  4𝑎 4   7   ⇒(ٔؼٛع أٞ ِٓ جٌٕمطط١ٓ فٟ جٌّؼحدٌس) 

  𝑎  
49

 6
    

( 𝑎 ذحٌّؼحدٌس   𝑥  4 ⇒( ٔؼٛع ل١ّس 
49

 6
 𝑦 

 𝑥  
49

4
𝑦  (ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة)   

 19 ِػحي 

 .ٚأسعّٗ  𝑥   4 5𝑦  ؾذ جقذجغ١ٟ جٌرإسز ِٚؼحدٌس جٌذ١ًٌ ٌٍمطغ جٌّىحفة جٌزٞ ِؼحدٌطٗ

 الحل

 𝑎ٔمحسْ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّؼطحز ِغ جٌّؼحدٌس جٌشر١ٙس ٌٍكظٛي ػٍٝ ل١ّس 

 𝑥   4 5𝑦 

 𝑥   4𝑎𝑦 ⇒(ذحٌّمحسٔس ِغ جٌظ١غس)

4𝑎  ⇒(ٔكظً ػٍٝ)   4 5 

 𝑎   5 

 :جٌغحٌد 𝑦ِٚٓ شىً جٌّؼحدٌس ٔؼشف جْ جٌرإسز ضٕطّٟ ٌّكٛس 

  𝐹    𝑎  ⇒ 𝐹     5 ⇒(جقذجغ١حش جٌرإسز)

( جٌذ١ًٌِؼحدٌس  )⇒ 𝑦  𝑎 ⇒ 𝑦   5 

 

ٚ وحْ جٌّؼطٝ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفٝء ، فإٔٔح ٔمحسْ جٌّؼحدٌس جٌّؼطحز ِغ ِؼحدٌس  𝑎جرج جسدٔح جٌكظٛي ػٍٝ ل١ّس 

 .𝑎جٌمطغ جٌشر١ٙٗ ٌٍكظٛي ػٍٝ ل١ّس 

 

 (21-1الشكل )

𝐹     5  

 البؤرة

𝑶 

𝑦   5 

 20 يضبل

 21 يضبل

 0يلاحظخ
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 .ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة فٟ وً ِّح ٠أضٟ غُ أسعُ جٌّٕكٕٟ جٌر١حٟٔ ٌٙح(1ط

 .ٚجٌشأط ٔمطس جلأطً    4 جٌرإسز  .أ

 .ٚجٌشأط ٔمطس جلأطً  3    جٌرإسز  .خ

4𝑦ِؼحدٌس جٌذ١ًٌ ٌٍمطغ جٌّىحفة  .ؼ  3  .جٌزٞ سأعٗ ٔمطس جلأطً   

 :ؾذ جٌرإسز ٚجٌذ١ًٌ ٌٍمطٛع جٌّىحفثس ج٢ض١س غُ ِػٍٙح ذ١ح١ٔحً (2ط

a. 𝑦    𝑥 

b. 𝑥  16𝑦    

c. 𝑥  4𝑦 

d.  𝑥  16𝑦    

ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ سأعٗ ٔمطس جلأطً ٠ّٚش ذحٌٕمطط١ٓ   (3ط

    5       5 . 

ٚجٌشأط ٔمطس جلأطً ؾذ ِؼحدٌطٗ   4 3  جرج وحْ د١ًٌ جٌمطغ جٌّىحفة ٠ّش ذحٌٕمطس  (4ط

 .𝑥ػٍّحً أْ ذإسضٗ ضٕطّٟ ٌٍّكٛس 

٠ّٚش  𝑥ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ سأعٗ ٔمطس جلأطً ٚضمغ ذإسضٗ ػٍٝ جٌّكٛس  (5ط

 . 3    د١ٌٍٗ ذحٌٕمطس 

ٚد١ٌٍٗ   4  1 ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌّىحفة جٌزٞ سأعٗ ٔمطس جلأطً ٠ّٚش ذحٌٕمطس  (6ط

 .٠𝑦ٛجصٞ جٌّكٛس 

𝐴𝑥  8𝑦لطغ ِىحفة ِؼحدٌطٗ  (7ط غُ ؾذ  𝐴ؾذ ل١ّس ،     1 ٠ّٚش ذحٌٕمطس    

 .ذإسضٗ ٚد١ٌٍٗ ٚأسعُ جٌمطغ

 

 (3-1)رًبسٍٚ 
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.9.1 (       )انمطغ انُبلض  

 رؼشٚف .1.9.1

ػذد ( جٌرإسضحْ)٘ٛ ِؿّٛػس ِٓ جٌٕمحؽ فٟ جٌّغطٛٞ ٚجٌطٟ ٠ىْٛ ِؿّٛع ذؼذ٠ّٙح ػٓ ٔمطط١ٓ غحذطط١ٓ : جٌمطغ جٌٕحلض 

 .غحذص

 يؼبدنخ انمطغ انُبلض .5.9.1

  يؼبدنخ انمطغ انُبلض انز٘ ثؤسربِ ػهٗ يحٕس انغُٛبد ٔيشكضِ َمطخ الأطم: ألا  

ػذدجً غحذطحً ،    ذإسضٟ جٌمطغ جٌٕحلض ٚ ضّػلاْ                  ٌٚطىٓ جٌٕمططحْ  :       ٌطىٓ 

٠ٚغّٝ (       )ضغّٝ جٌٕمطس جٌطٟ ضمغ فٟ ِٕطظف جٌمطؼس جٌّغطم١ّس جٌٛجطٍس ذ١ٓ جٌرإسض١ٓ ذّشوض جٌمطغ جٌٕحلض 

ط١ٓ ضغ١ّحْ سأعح جٌمطغ ٠ٚمطغ جٌمطغ جٌٕحلض فٟ ٔمط(           )جٌّغطم١ُ جٌّحس ذحٌرإسض١ٓ ذحٌّكٛس جٌرإسٞ 

ٚضغحٚٞ ِؿّٛع (   )ٚضغّٝ لطؼس جٌّغطم١ُ جٌٛجطً ذ١ٓ جٌشأع١ٓ ذحٌّكٛس جٌىر١ش ٚؽٌٛٙح                  

 :ِٓ ٔمحؽ جٌمطغ ػٍٝ جٌرإسض١ٓ       ذؼذٞ أٞ ٔمطس 

           

ٚأْ جٌٕمططحْ جٌّؼحوغطحْ فٟ جٌّٛلغ ٌٍشأع١ٓ ّ٘ح جٌمطرحْ ٚضغّٝ 

ذحٌّكٛس                  لطؼس جٌّغطم١ُ جٌٛجطً ذ١ٓ جٌٕمطط١ٓ 

-1)وّح ٠ظٙش فٟ جٌشىً       ق١ع (   )جٌظغ١ش ٚؽٌٛٙح 

 (ج٢ض١س ٌٍطلاع فمؾ جٌٕحلضخطٛجش جشطمحق ِؼحدٌس جٌمطغ ) (.22

           

√              √                 

  √          √              

 (ضشذ١غ جٌطشف١ٓ)          √             √  

          4   4 √                    

          4   4 √                    

 4 √             4   4   ( ضشذ١غ جٌطشف١ٓٚ 4ذحٌمغّس ػٍٝ  ) 

                    4             

                       4             

                 4       

                           ….)1( 

    ق١ع            ٚذفشع         فأْ     ذّح أْ 

           ….)2( 

 (22-1الشكل )

𝐹  𝑐    

 البؤرة

𝐹   𝑐    

 البؤرة

𝑉  𝑎    

 الرأس

 

𝑉   𝑎    

 الرأس

 

𝐵    𝑏  

 القطب

 

𝐵     𝑏  
 القطب

𝑃 𝑥 𝑦  
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(1)فٟ َ( 2)ٔؼٛع َ   ⟹                             

  

  
 

  

  
 1  

ٚضغّٝ جٌّؼحدٌس جٌم١حع١س ٌٍمطغ جٌٕحلض جٌزٞ ذإسضحٖ ػٍٝ ِكٛس جٌغ١ٕحش ِٚشوضٖ ٔمطس جلأطً ٚضغّٝ جٌٕغرس 
 

 
 

:ذحلاخطلاف جٌّشوضٞ ٠ٚىْٛ ألً ِٓ ٚجقذ ، أٞ 
 

 
 1 

 انمطغ انُبلض انز٘ ثؤسربِ ػهٗ يحٕس انظبداد ٔيشكضِ َمطخ الأطميؼبدنخ : صبَٛب

ذٕفظ خطٛجش جلاشطمحق جٌغحذمس ٌّؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض جٌزٞ ذإسضحٖ ػٍٝ ِكٛس جٌغ١ٕحش ِٚشوضٖ ٔمطس جلأطً 

 (24-1)ٚذحعطخذجَ جٌطؼش٠ف ٔكظً ػٍٝ جٌّؼحدٌس وّح فٟ جٌشىً

  

  
 

  

  
 1  

 . جٌظحدجش ٚجٌّشوض ٔمطس جلأطًق١ع جٌرإسضحْ ػٍٝ ِكٛس 

 لطغ َبلض ثؤسربِ ػهٗ يحٕس انغُٛبد 

 :ِؼحدٌس جٌمطغ 
 2

 2  
 2

 2  1 

                  :جٌرإسضحْ

                  :جٌشأعحْ

                  :جٌمطرحْ

 (23-1)جٔظش جٌشىً 

 لطغ َبلض ثؤسربِ ػهٗ يحٕس انظبداد 

 :ِؼحدٌس جٌمطغ 
 2

 2  
 2

 2  1 

                  :جٌرإسضحْ

                  :جٌشأعحْ

                  :جٌمطرحْ

 (24-1)جٔظش جٌشىً 

𝐹  𝑐    𝐹   𝑐    

𝑉  𝑎    
 

𝑉   𝑎    
 

𝐵    𝑏  

 

𝐵     𝑏  

𝑃 𝑥 𝑦  

 

 (24-1الشكل )

𝐹    𝑐  

𝐹     𝑐  

𝑉    𝑎  

 

𝑉     𝑎  
 

𝐵  𝑏    
 

𝐵   𝑏    

𝑃 𝑥 𝑦  
 

 (23-1الشكل )
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 فً القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل ومحورٌه منطبقان على المحورٌن الاحداثٌٌن:

 𝟐𝒂 ؽٛي جٌّكٛس جٌىر١ش 

 𝟐𝒃 ؽٛي جٌّكٛس جٌظغ١ش  

 𝟐𝒄 جٌّغحفس ذ١ٓ جٌرإسض١ٓ 

𝒂 𝒃 𝒄    𝒄𝟐جٌّططحذمس جٌطٟ ضشذؾ ذ١ٓ    𝒂𝟐  𝒃𝟐 

  𝒂  𝒄   𝒂  𝒃 . 

 .عحْ دجتّحً ػٍٝ ٔفظ جٌّكٛس ٚجٌمطرحْ ػٍٝ جٌّكٛس جٌّخحٌف ٌٍرإسضحْجٌرإسضحْ ٚجٌشأ 

𝒆 جلاخطلاف جٌّشوضٞ    
𝒄

𝒂
 𝟏 

𝑨 ِغحقس جٌمطغ جٌٕحلض   𝒂𝒃𝝅 

𝑷 ِك١ؾ جٌمطغ جٌٕحلض    𝟐𝝅 
𝒂𝟐:𝒃𝟐

𝟐
 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝑥 

 5
 
𝑦 

16
 1 

لطغ ٔحلض ِؼحدٌطٗ 
𝑥2

 5
 

𝑦2

 6
 .ؾذ جقذجغ١حش سأع١ٗ ٚذإسض١ٗ ٚجلاخطلاف جٌّشوضٞ  1 

 الحل

 : 𝑏جِح جٌّمحَ جلأطغش   𝑎ق١ع جٌّمحَ جلأورش ٠ّػً  𝑎  𝑏ِٓ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض ٠ّىٓ جعطخشجؼ ل١ّس 

(𝑎  ٚ 𝑏 جعطخشجؼ ل١ّس   )⇒ 𝑎   5    ⇒ 𝑎  5 𝑏  16    ⇒ 𝑏  4 

 :ِٓ جٌّططحذمس ٠𝑐ّىٕٕح ئ٠ؿحد ل١ّس 

(𝑐 ئ٠ؿحد ل١ّس   )⇒ 𝑐  𝑎  𝑏  ⇒ 𝑐   5  16  9  

    ⇒ 𝑐  3 
 :ِٓ شىً جٌّؼحدٌس ٔؿذ أْ جٌرإسض١ٓ ٚجٌشأع١ٓ ٠ٕط١ّحْ ٌّكٛس جٌغ١ٕحش

⇒    𝑉  𝑎    𝑉   𝑎 ⇒(جٌشأعحْ) 𝑉  5    𝑉   5    

⇒    𝐹  𝑐    𝐹   𝑐 ⇒(جٌرإسضحْ) 𝐹  3    𝐹   3    

𝒆 ⇒(جلاخطلاف جٌّشوضٞ)  
𝒄

𝒂
 

𝟑

𝟓
 𝟏 

 

 21 ِػحي 

 ٟٔغطٕطؽ جٔٗ ٠ّىٕٕح جْ ٔؿذ ل١ّط𝑎  ٚ𝑏 ًِرحششز ِٓ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض ق١ع أْ جٌّمحَ جلأورش ٠ّػ𝑎   

 . ٠𝑏ّػً  جلأطغشٚجٌّمحَ 

 َجلأورش٠ّىٕٕح ضكذ٠ذ ِىحْ جٌرإسض١ٓ ِرحششز ِٓ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض ق١ع أْ ذغؾ جٌّمح 𝑎   ْ٠ّػً ِىح

 .٠ّػً ِىحْ جٌمطر١ٓ   𝑏جٌرإسض١ٓ ٚجٌشأع١ٓ جِح ذغؾ جٌّمحَ جلأطغش 

 جٌّططحذمس 𝑐  𝑎  𝑏   أقذ جٌػٛجذص جٌػلاغس  ئ٠ؿحدّىٕٕح ِٓ ض𝑎  𝑏  𝑐   ئرج ػٍُ جغٕحْ ِّٕٙح. 
  

 2استنتاجات

 22 يضبل
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   5𝑥 

  5
 

9𝑦 

  5
 

  5

  5
 

𝑥 

9
 
𝑦 

 5
 1 

ٚؽٛي وً ِٓ ٚجٌمطر١ٓ ؾذ وً ِٓ جٌرإسض١ٓ ٚجٌشأع١ٓ  5𝑥  9𝑦    5 لطغ ٔحلض ِؼحدٌطٗ 

 .جٌّكٛس٠ٓ ٚجٌّغحفس ذ١ٓ ذإسض١ٗ ٚجلاخطلاف جٌّشوضٞ ٚجٌّغحقس ٚجٌّك١ؾ

 الحل
 5  ٌزج ٔمغُ ؽشفٟ جٌّؼحدٌس ػٍٝ ( 1=أٞ ٔؿؼً جٌطشف جلأ٠ّٓ )لرً جٌرذء ذحٌكً ٠ؿد ؾؼً جٌّؼحدٌس ذحٌظ١غس جٌم١حع١س 

   5𝑥  9𝑦    5    5 

(𝑎  ٚ 𝑏 ⇒    𝑎   5 ⇒( جعطخشجؼ ل١ّس  𝑎  5 𝑏  9    ⇒ 𝑏  3 

 :ٌّكٛس جٌغ١ٕحش ∈ جٌمطرحٌّْكٛس جٌظحدجش أِح  ∈جٌرإسضحْ ٚجٌشأعحْ ِٓ شىً جٌّؼحدٌس ٔؿذ جْ 

⇒  𝑉    𝑎  𝑉     𝑎 ⇒(جٌشأعحْ)  𝑉    5  𝑉     5  

⇒    𝐵  𝑏    𝐵   𝑏 ⇒(جٌمطرحْ) 𝐵  3    𝐵   3    

 : 𝑐ٔكطحؼ ل١ّس جٌػحذص  جٌرإسض١ٓلإ٠ؿحد 

(𝑐 𝑐  𝑎  𝑏  ⇒ 𝑐   5 ⇒( ئ٠ؿحد ل١ّس   9  16 ⇒ 𝑐  4 

  𝐹    𝑐  𝐹     𝑐  ⇒  𝐹    4  𝐹     4 ⇒(جٌرإسضحْ)

  𝑎     5  1    ؽٛي جٌّكٛس جٌىر١ش  

 𝑏     3  6    ؽٛي جٌّكٛس جٌظغ١ش  

 𝑐     4  8      جٌّغحفس ذ١ٓ جٌرإسض١ٓ  

𝑒 ⇒(جلاخطلاف جٌّشوضٞ)  
𝑐

𝑎
 

4

5
 1 

𝐴 ⇒(ِغحقس جٌمطغ جٌٕحلض)  𝑎𝑏𝜋  5 × 3 × 𝜋  15𝜋 𝑈𝑛𝑖𝑡𝑠  

𝑃 ⇒(ِك١ؾ جٌمطغ جٌٕحلض)   𝜋 
𝑎2:𝑏2

 
  

   𝜋 
 5:9

 
  𝜋 
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      𝜋 17 𝑈𝑛𝑖𝑡𝑠 

 

 (.ضّػً جٌم١ّس جٌغ١ش طفش٠س فٟ جلاقذجغ١حش 𝑎ق١ع )ِٓ جقذجغ١حش ٔمطس جٌشأط  ٠𝑎ّىٕٕح جعطخشجؼ ل١ّس 

 (.ضّػً جٌم١ّس جٌغ١ش طفش٠س فٟ جلاقذجغ١حش 𝑏ق١ع )ِٓ جقذجغ١حش ٔمطس جٌمطد  ٠𝑏ّىٕٕح جعطخشجؼ ل١ّس 

 (.ضّػً جٌم١ّس جٌغ١ش طفش٠س فٟ جلاقذجغ١حش 𝑐ق١ع )ِٓ جقذجغ١حش ٔمطس جٌرإسز  ٠𝑐ّىٕٕح جعطخشجؼ ل١ّس 

 .ضىْٛ ِؿشدز ِٓ جلإشحسز( 𝑎  𝑏  𝑐)ػٍّحً أْ ؾ١ّغ جٌػٛجذص أػلاٖ 

 

 23 يضبل

 فٙ انمطغ انُبلض:  8يلاحظخ
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𝑥 

𝑎 
 
𝑦 

𝑏 
 1 

𝑥 

36
 
𝑦 

 7
 1 

 .ؾذ ِؼحدٌطٗ    𝑉  6    𝑉   6ٚجقذجغ١ٟ سأعحٖ     𝐹  3    𝐹   3لطغ ٔحلض ذإسضحٖ 

 الحل

 :ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض ∴ ⇐ ٠مؼحْ ػٍٝ جٌّكٛس جٌغ١ٕحش     𝐹  3    𝐹   3جٌرإسضحْ  ∵

(𝑐 𝑐 ⇒ ( ِٓ جقذجغ١حش جٌرإسض١ٓ ٔغطخشؼ  3    ⇒ 𝑐  9 
      𝐹  6    𝐹   6 جٌشأعحْ ∵

(𝑎 𝑎 ⇒ ( ِٓ جقذجغ١حش جٌشأع١ٓ ٔغطخشؼ  6    ⇒ 𝑎  36 

 :𝑏جٌّغحػذز ٔؿذ ل١ّس ِٓ جٌؼلالس 

(𝑏 𝑐  𝑎  𝑏  ⇒ 9 ⇒( ئ٠ؿحد ل١ّس   36  𝑏  

 ⇒ 𝑏  36  9   7 

 : فٟ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض   𝑎  ٚ  𝑏ٔؼٛع ل١ّس 

 

𝑥 

4
 
𝑦 

81
 1 

 .ؾذ ِؼحدٌطٗ زٚقذ( 18)ٚؽٛي ِكٛسٖ جٌىر١ش         𝐵       𝐵لطغ ٔحلض لطرحٖ 

 الحل

  :جٌرإسضحْ ٠خحٌفحْ ٠ٚمؼحْ ػٍٝ ِكٛس جٌظحدجش  جٌمطرحْ ٠مؼحْ ػٍٝ ِكٛس جٌغ١ٕحش  ∵

   ⇒ (ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض)
𝑥2

𝑏2  
𝑦2

𝑎2  1 

(𝑏 𝑏 ⇒ ( ِٓ جقذجغ١حش جٌمطرحْ ٔغطخشؼ       ⇒ 𝑏  4 

 :𝑎ِٓ ؽٛي جٌّكٛس جٌىر١ش ٔغطخشؼ 

(𝑎      𝑎    ؽٛي جٌّكٛس جٌىر١ش     ⇒ ( ٔغطخشؼ 

  18   𝑎 ⇒ 𝑎  9 ⇒ 𝑎  81 

 : فٟ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض   𝑎  ٚ  𝑏ٔؼٛع ل١ّس 

 

 .𝑎  ٚ𝑏 لإ٠ؿحد ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض ٔكطحؼ ٌّؼشفس ِىحْ جٌرإسض١ٓ ٚ ل١ّطٟ جٌػٛجذص 

  

 3استنتاج

 24 يضبل

 25 يضبل
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 29 

 

 

 

 

 

  

𝑥 

𝑏 
 
𝑦 

𝑎 
 1 

𝒙𝟐

𝟐𝟓
 

𝒚𝟐

𝟏𝟎𝟎
 𝟏 

ؾضءجً  𝑥ِٚٓ جٌّكٛس  زٚقذ(   ) ؾضءجً ؽٌٛٗ ٠𝑦مطغ ِٓ جٌّكٛس  جٌزٞؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض 

 .ٚقذز(  1) ؽٌٛٗ

 الحل

جٌؿضء جٌّمطٛع جٌظغ١ش  فأْفٙٛ ٠ّػً جٌّكٛس جٌىر١ش ِٚىحْ جٌرإسضحْ  𝑦جٌؿضء جلأورش ِمطٛع ِٓ جٌّكٛس  ∵

 .٠ّػً جٌّكٛس جٌظغ١ش

 :𝑎ِٓ ؽٛي جٌّكٛس جٌىر١ش ٔغطخشؼ 

(𝑎 ٔغطخشؼ        𝑎    ؽٛي جٌّكٛس جٌىر١ش  ⇒ (

      𝑎 

  𝑎  1  ⇒ 𝑎  1   

 :𝑏ٔغطخشؼ  جٌظغ١شِٓ ؽٛي جٌّكٛس 

(𝑏 ٔغطخشؼ        𝑏     جٌظغ١شؽٛي جٌّكٛس  ⇒ (

  1   𝑏 

  𝑏  5 ⇒ 𝑏   5 

 : فٟ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض   𝑎  ٚ  𝑏ٔؼٛع ل١ّس 

ٚجٌّغحفس ذ١ٓ ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض جٌزٞ ِشوضٖ فٟ ٔمطس جلأطً ٚذإسضحٖ ػٍٝ ِكٛس جٌغ١ٕحش 

 .ٚقذز( 2)ٚقذجش ٚجٌفشق ذ١ٓ ؽٌٟٛ جٌّكٛس٠ٓ ٠غحٚٞ ( 6)ذإسض١ٗ 

 الحل

 :𝑐 ل١ّس ٔغطخشؼ جٌّغحفس ذ١ٓ جٌرإسض١ِٓٓ 

(𝑐 ٔغطخشؼ   ذ١ٓ جٌرإسض١ٓ  سجٌّغحف ⇒ (     𝑐     

  6   𝑐 

  𝑐  3  ⇒ 𝑐  9 
 :ِٓ جٌفشق ذ١ٓ ؽٌٟٛ جٌمطغ ٔىْٛ ِؼحدٌس

ؽٛي جٌّكٛس جٌىر١ش  –ؽٛي جٌّكٛس جٌظغ١ش        

    𝑎   𝑏       

 𝑎  𝑏  1   ⇒    𝑎  1  𝑏…  1  

    … 𝑐  𝑎  𝑏  ⇒  (ِٓ جٌؼلالس جٌّغحػذز ٔىْٛ ِؼحدٌس جخشٜ)

 (25-1الشكل )

 وحدات 10

2
0

 
حدة
و

 

 26 يضبل

 27 يضبل



 
  جٌمطٛع جٌّخشٚؽ١س –جٌفظً جلأٚي 

 
30 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سعى انمطغ انُبلض .3.9.1

 .قطٝ ٔكذد جٌمطر١ٓ 𝑏قطٝ ٔكذد جٌشأع١ٓ ٚل١ّس  𝑎ٔؿذ ِٓ جٌّؼحدٌس ل١ّس .1 

 .ٚجٌشأع١ٓ ػٍٝ جٌّكٛس٠ٓ جلاقذجغ١١ٓ ٚٔٛطً ذ١ُٕٙ ػٍٝ جٌطشض١د ذّٕكٕٟ ِطظًٔؼ١ٓ وً ِٓ جٌمطر١ٓ .2 

 .قطٝ ٔكذد جٌرإسض١ٓ غُ ٔؼ١ّٕٙح ػٍٝ جٌّغطٛٞ جلاقذجغٟ 𝑐ٔؿذ ِٓ جٌؼلالس جٌّغحػذز ل١ّس .3 

𝑥 

36
𝑘

 
𝑦 

9
 1 

     3  ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض ِشوضٖ فٟ ٔمطس جلأطً ٚئقذٜ ذإسض١ٗ  𝑘𝑥  4𝑦  36ٌطىٓ 

𝑘ؾذ ل١ّس ،    . 

 الحل

 : 36ذمغّس ؽشفٟ جٌّؼحدٌس ػٍٝ ؾؼً جٌّؼحدٌس ذحٌظ١غس جٌم١حع١س 

  𝑘𝑥  4𝑦  36  36 

 :cضمغ ػٍٝ ِكٛس جٌغ١ٕحش ِٕٚٙح ٔغطخشؼ ل١ّس     3  جٌرإسز 

(𝑐 ٔغطخشؼ)         ⇒ 𝑐   3    ⇒ 𝑐  3 
 ِٓ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض    𝑎   𝑏ٔغطخشؼ ل١ّس 

  :   𝑦ٟ٘ ِمحَ   𝑥    ٚ  𝑏ٟ٘ ِمحَ   𝑎جٌرإسضحْ ػٍٝ ِكٛس جٌغ١ٕحش فحْ   ∵

   ∴   𝑎  
36

𝑘
   ,  𝑏  9   ,   𝑐  3 

( حٌؼلالس جٌّغحػذز ذ ٔؼٛع )  ⇒  𝑐  𝑎  𝑏    ⇒ 3  
36

𝑘
 9  ⇒ 𝑘  3 

 

 28 ِػحي 

𝑥 

𝑎 
 
𝑦 

𝑏 
 1 

𝑥 

 5
 
𝑦 

16
 1 

  𝑐ٚٔؼٛع وزٌه ل١ّس (  2)فٟ َ( 1)ٔؼٛع َ

9   1  𝑏   𝑏     ⇒  9  1   𝑏  𝑏  𝑏   ⇒  9  1   𝑏 
  ⇒  𝑏  4  ⇒ 𝑏  16 

 (1)فٟ َ   𝑏ٔؼٛع ل١ّس 

  𝑎  1  4  5     ⇒  𝑎   5 
 :: فٟ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض جٌزٞ ذإسضحٖ ٠ٕط١ّحْ ٌّكٛس جٌغ١ٕحش   𝑎   𝑏ٔؼٛع ل١ّس 

 

 28 يضبل
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𝑥 

9
 
𝑦 

4
 1 

  4𝑥  9𝑦  36جسعُ جٌمطغ جٌٕحلض جٌزٞ ِؼحدٌطٗ 

 الحل

 : 36ذمغّس ؽشفٟ جٌّؼحدٌس ػٍٝ ؾؼً جٌّؼحدٌس ذحٌظ١غس جٌم١حع١س 

  4𝑥  9𝑦  36  36 

(𝑎  ٚ 𝑏 جعطخشجؼ ل١ّس   )⇒ 𝑎  9    ⇒ 𝑎  3            𝑏  4 ⇒ 𝑏    

 :ٌّكٛس جٌظحدجش ∈ جٌمطرحٌّْكٛس جٌغ١ٕحش أِح  ∈جٌرإسضحْ ٚجٌشأعحْ  :ِٓ شىً جٌّؼحدٌس 

⇒    𝑉  𝑎    𝑉   𝑎 ⇒(جٌشأعحْ) 𝑉  3    𝑉   3    

⇒  𝐵    𝑏  𝐵     𝑏 ⇒(جٌمطرحْ) 𝐵       𝐵        

 : 𝑐لإ٠ؿحد جٌرإسض١ٓ ٔكطحؼ ل١ّس جٌػحذص 

(𝑐 ئ٠ؿحد ل١ّس)⇒ 𝑐  𝑎  𝑏  ⇒ 𝑐  9  4  5   ⇒ 𝑐   5 

    𝐹  𝑐    𝐹   𝑐    ⇒  𝐹   5    𝐹    5 ⇒(جٌرإسضحْ)

 

 

 

: :جسعُ جٌمطغ جٌٕحلض جٌزٞ ِؼحدٌطٗ
𝑥2

 5
 

𝑦2

36
 1 

 الحل

(𝑎  ٚ 𝑏 جعطخشجؼ ل١ّس   )⇒ 𝑎  36    ⇒ 𝑎  6            𝑏   5 ⇒ 𝑏  5 

 :ٌّكٛس جٌغ١ٕحش ∈ جٌمطرحٌّْكٛس جٌظحدجش أِح  ∈جٌرإسضحْ ٚجٌشأعحْ  :ِٓ شىً جٌّؼحدٌس 

⇒  𝑉    𝑎  𝑉     𝑎 ⇒(جٌشأعحْ)  𝑉    6  𝑉     6  

⇒    𝐵  𝑏    𝐵   𝑏 ⇒(جٌمطرحْ) 𝐵  5    𝐵   5    

𝐹   5    𝐹    5    

𝑉  3    
 

𝑉   3    
 

𝐵       
 

𝐵        

𝑃 𝑥 𝑦  
 

 (26-1الشكل )

 29 يضبل

 30 يضبل
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 : 𝑐لإ٠ؿحد جٌمطر١ٓ ٔكطحؼ ل١ّس جٌػحذص 

(𝑐 ئ٠ؿحد ل١ّس   )⇒ 𝑐  𝑎  𝑏  

 ⇒ 𝑐  36   5  11   

 ⇒  𝑐   11 

  𝐹    𝑐  𝐹     𝑐 ⇒(جٌرإسضحْ)

 ⇒  𝐹     11  𝐹      11  

 

 

 

  

ػ١ٓ وً ِٓ جٌرإسض١ٓ ٚجٌشأع١ٓ ٚجٌمطر١ٓ غُ ؾذ ؽٛي وً ِٓ جٌّكٛس٠ٓ ٚجٌّغحفس ذ١ٓ  (1ط

جٌرإسض١ٓ ٚجلاخطلاف جٌّشوضٞ غُ جعطخشؼ جٌّغحقس ٚجٌّك١ؾ ٌٍمطٛع جٌٕحلظس جٌطٟ 

 :فٟ وً ِّح ٠أضٟ سِؼحدٌطٙح ِر١ٕ

a.  5𝑥  16𝑦  4   

b. 3𝑥  5𝑦  15 

ٚؽٛي ِكٛسٖ جٌىر١ش     𝐹  5    𝐹   5ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض جٌزٞ ذإسضحٖ    (2ط

 .زٚقذ(  1)

ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض جٌزٞ جقذٜ ذإسض١ٗ ضرؼذ ػٓ ٔٙح٠طٟ ِكٛسٖ جٌىر١ش ذحٌؼذد٠ٓ  (3ط

 .ػٍٝ جٌطشض١د ٚذإسض١ٗ ػٍٝ ِكٛس جٌغ١ٕحش ٚقذز  5ٚ  1

ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض جٌزٞ ِشوضٖ ٔمطس جلأطً ٚؽٛي ِكٛسٖ جٌظغ١ش ٠ٕطرك  (4ط

 .غُ جسعّٗ    5 ٚقذجش ٠ّٚش ذحٌٕمطس  ٠ٚ6غحٚٞ   𝑦ػٍٝ 

ٚؽٛي  𝑦ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض جٌزٞ ِشوضٖ ٔمطس جلأطً ٚذإسضحٖ ضٕطّٟ ٌٍّكٛس  (5ط

 .ٚقذجش 4ٚقذجش ٚجٌرؼذ ذ١ٓ ذإسض١ٗ  6ِكٛسٖ جٌىر١ش 

 .6𝑥  4𝑦   4جسعُ جٌمطغ جٌٕحلض جٌزٞ ِؼحدٌطٗ  (6ط

ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌٕحلض جٌزٞ جخطلافٗ جٌّشوضٞ   (7ط
 

 
ٚقذز   1ٚؽٛي ِكٛسٖ جٌظغ١ش   

 .ؽٛي

 

 (4-1)رًبسٍٚ 

 (27-1الشكل )

𝐹     11  

𝐹      11  

𝑉    6  
 

𝑉     6  
 

𝐵  5    
 

𝐵   5    

𝑃 𝑥 𝑦  
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.2.1 انمطغ انضائذ 

 رؼشٚف .1.2.1

جٌمطغ جٌضجتذ ٘ٛ ِؿّٛػس جٌٕمحؽ فٟ جٌّغطٛٞ جٌطٟ ضىْٛ جٌم١ّس جٌّطٍمس ٌفشق ذؼذٞ أٞ ِّٕٙح ػٓ ٔمطط١ٓ غحذطط١ٓ 

 .٠غحٚٞ ػذدجً غحذطحً ( جٌرإسضحْ)

٠ّػً ؽٛي جٌّكٛس جٌكم١مٟ ٚجٌٕمحؽ جٌّٛؾٛدز فٟ جٌمطغ جٌضجتذ جلأعحع١س ٟ٘ ذإسضحْ    ق١ع أْ جٌؼذد جٌػحذص 

 .       ٚلطرحْ        ٚسأعحْ         

 :فأْ        ػٍٝ جٌمطغ جٌضجتذ جٌزٞ جٌرإسضحْ        أٞ ٔمطس  -ٚقغد ضؼش٠ف جٌمطغ جٌضجتذ 

|       |     

ٟ٘        ٚجٌّغحفس   ٠غ١ّحْ ؽٌٟٛ ٔظفٟ جٌمطش٠ٓ جٌرإس١٠ٓ جٌّشع١ِٛٓ ِٓ جٌٕمطس          ق١ع ئْ 

( جٌطخ١ٍٟ)جٌرؼذ ذ١ٓ جٌرإسض١ٓ ، أِح جٌّكٛس جٌؼّٛد ػٍٝ جٌّكٛس جٌكم١مٟ ٚجٌّحس ذحٌّشوض ٘ٛ ؽٛي جٌّكٛس جٌّشجفك 

  . 

 يؼبدنخ انمطغ انضائذ .5.2.1

 أولا: معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه على محور السٌنات ومركزه نقطة الأصل

 -:ٚوّح ٠ٍٟ( 28-1)٠ّىٓ جشطمحق ِؼحدٌس جٌمطغ جٌضجتذ جٔظش جٌشىً  ذ جٌزٞ روشٔحٖ عحذمحً تِٓ ضؼش٠ف جٌمطغ جٌضج

 (ج٢ض١س ٌٍطلاع فمؾ جٌضجتذخطٛجش جشطمحق ِؼحدٌس جٌمطغ )

|       |                                

 (ضؼ٠ٛغ جٌٕمحؽ ذمحْٔٛ جٌّغحفس ذ١ٓ ٔمطط١ٓ)   ∓          

√              √              ∓   

ضشذ١غ )           √   ∓          √  

 (جٌطشف١ٓ

  4   4   ∓4 √               ( ٚضشذ١غ جٌطشف١ٓ -4ذحٌمغّس ػٍٝ  ) 

                           ….)1( 
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 :        ق١ع           ٚذفشع         فأْ          ,     ذّح أْ 

            ….)2( 

فأْ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌضجتذ جٌزٞ ِشوضٖ ٔمطس جلأطً ٚذإسضحٖ ػٍٝ         ػٍٝ  ٔمغُغُ ( 1)فٟ َ( 2)ٔؼٛع َ

 (28-1)وّح فٟ جٌشىً   :ِكٛس جٌغ١ٕحش

  

  
 

  

  
 1  

  :ٚذحٌطحٌٟ فأْ

  انغُٛبدثؤسربِ ػهٗ يحٕس  انضائذ انز٘مطغ ان

 :ِؼحدٌس جٌمطغ 
 2

 2  
 2

 2  1 

                  :جٌرإسضحْ

                  :جٌشأعحْ

                  :جٌمطرحْ

 

 ثانٌاً: معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه على محور الصادات ومركزه نقطة الأصل

( 29-1)وّح فٟ جٌشىً ػٍٝ ِكٛس جٌظحدجش ، ِٚكٛس جٌغ١ٕحش ٘ٛ جٌؼّٛد ػ١ٍّٙح         جرج وحٔص جٌرإسضحْ 

 :ِٚؼطّذجً ػٍٝ ضؼش٠ف جٌمطغ جٌضجتذ فأْ جٌّؼحدٌس جٌم١حع١س ٌٍمطغ جٌضجتذ

 2

 2  
 2

 2  1 

  انظبدادثؤسربِ ػهٗ يحٕس  انز٘ انضائذمطغ ان

 :ِؼحدٌس جٌمطغ 
 2

 2  
 2

 2  1 

                  :جٌرإسضحْ

                  :جٌشأعحْ

                  :جٌمطرحْ

 (28-1الشكل )

 (29-1الشكل )

𝐹  𝑐    𝐹   𝑐    𝑉  𝑎    
 

𝑉   𝑎    
 

𝐵    𝑏  

 

𝐵     𝑏  

𝑃 𝑥 𝑦  
 

𝐹    𝑐  

𝐹     𝑐  

𝑉    𝑎  
 

𝑉     𝑎  
 

𝐵  𝑏    
 

𝐵   𝑏    

𝑃 𝑥 𝑦  
 



 
 جٌمطٛع جٌّخشٚؽ١س –جٌفظً جلأٚي 

 35 

 

 الذي مركزه نقطة الأصل ومحورٌه منطبقان على المحورٌن الاحداثٌٌن: الزائدفً القطع 

 𝟐𝒂 ؽٛي جٌّكٛس جٌكم١مٟ 

 𝟐𝒃( جٌطخ١ٍٟ)ؽٛي جٌّكٛس جٌّشجفك  

 𝟐𝒄 جٌّغحفس ذ١ٓ جٌرإسض١ٓ 

𝒂 𝒃 𝒄    𝒄𝟐جٌّططحذمس جٌطٟ ضشذؾ ذ١ٓ    𝒂𝟐  𝒃𝟐 

  𝒂  𝒄     ْٛدجتّح ٠ّٚىٓ أْ ٠ى𝒂  𝒃  ٚأ   𝒂  𝒃 ٚأ  𝒂  𝒃 

 .جٌرإسضحْ ٚجٌشأعحْ دجتّحً ػٍٝ ٔفظ جٌّكٛس ذ١ّٕح جٌمطرحْ ػٍٝ جٌّكٛس جٌّخحٌف ٌٍرإسض١ٓ 

𝒆 جلاخطلاف جٌّشوضٞ    
𝒄

𝒂
 𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝑦 

9
 
𝑥 

9
 1 

ٚؽٛي وً ِٓ  سجع١ٗ ٚذإسض١ٗ ٚلطر١ٗجقذجغ١حش ؾذ   9𝑦  9𝑥  81لطغ صجتذ ِؼحدٌطٗ 

 .ِكٛس٠ٗ ٚجٌّغحفس ذ١ٓ جٌرإسض١ٓ

 الحل

 81ٌزج ٔمغُ ؽشفٟ جٌّؼحدٌس ػٍٝ ( 1=أٞ ٔؿؼً جٌطشف جلأ٠ّٓ )ٌظ١غس جٌم١حع١س لرً جٌرذء ذحٌكً ٠ؿد ؾؼً جٌّؼحدٌس ذح

  9𝑦  9𝑥  81  81 

(𝑎  ٚ  𝑏 جعطخشجؼ ل١ّس)⇒ 𝑎  9    ⇒ 𝑎  3 

 𝑏  9    ⇒ 𝑏  3 

 :ٌّكٛس جٌغ١ٕحش ∈ جٌمطرحٌّْكٛس جٌظحدجش أِح  ∈جٌرإسضحْ ٚجٌشأعحْ ِٓ شىً جٌّؼحدٌس ٔؿذ جْ 

⇒  𝑉    𝑎  𝑉     𝑎 ⇒(جٌشأعحْ)  𝑉    3  𝑉     3  

⇒    𝐵  𝑏    𝐵   𝑏 ⇒(جٌمطرحْ) 𝐵  3    𝐵   3    

 : 𝑐ٔكطحؼ ل١ّس جٌػحذص  ٌرإسض١ٓلإ٠ؿحد ج

(𝑐 ئ٠ؿحد ل١ّس   )⇒ 𝑐  𝑎  𝑏  ⇒  𝑐  9  9  18 ⇒ 𝑐  3   

    𝐹    𝑐  𝐹     𝑐  ⇒  𝐹    3    𝐹     3 ⇒(جٌرإسضحْ)

 𝑎     3  6    ؽٛي جٌّكٛس جٌكم١مٟ  

 𝑏     3  6    ؽٛي جٌّكٛس جٌّشجفك  

   𝑐     3    6      جٌّغحفس ذ١ٓ جٌرإسض١ٓ  

𝑒 ⇒(جلاخطلاف جٌّشوضٞ)  
𝑐

𝑎
 

3  

3
    1 

 

 21 ِػحي 

 31 يضبل
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ِطغح٠ٚط١ٓ ٠ٚغّٝ ٘زج جٌٕٛع ِٓ جٌمطٛع ذحٌمطغ جٌضجتذ جٌمحتُ لاْ جٌٕمحؽ  𝑎  ٚ𝑏 فٟ جٌّػحي جٌغحذك ل١ّطٟ جٌػٛجذص 

 .    ضشىً ِشذغ ٚجخطلاف غحذص 

 :ػٓ جٌمطغ جٌضجتذ ٔلاقع أْ فٟ جٌّػحي أػلاٖ

 جْ ل١ّطٟ جٌػٛجذص 𝑎  ٚ𝑏  ْأٚ أْ ضىْٛ جقذجّ٘ح أورش ِٓ جلاخشٜذحلإِىحْ أْ ضطغح٠ٚح. 

 ًجٚي ِمحَ فٟ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌضجتذ ٠ّػ𝑎   ًدجتّحً ، جِح غحٟٔ ِمحَ ف١ّػ𝑏 . 

ٓأٚي ذغؾ فٟ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌضجتذ ٠ّػً ِىحْ جٔطّحء جٌرإسض١ٓ ٚجٌشأع١ٓ أِح غحٟٔ ذغؾ ف١ّػً ِىحْ جٌمطر١. 

 

 4استنتاج

𝑥 

4
 
𝑦 

1 
 1 

ٌٍمطغ جٌضجتذ جٌزٞ  ٚؽٛي وً ِٓ جٌّكٛس٠ٓ ٚجلاخطلاف جٌّشوضٞ جٌرإسض١ٓ ٚجٌشأع١ٓجقذجغ١حش ؾذ 

 . 𝑥  4𝑦  48 1ِؼحدٌطٗ 

 الحل

 :ؾؼً جٌّؼحدٌس ذحٌظ١غس جٌم١حع١س 

  1 𝑥  4𝑦  48  48 

(𝑎  ٚ  𝑏 جعطخشجؼ ل١ّس)⇒ 𝑎  4    ⇒ 𝑎    ,      𝑏  1     ⇒ 𝑏    3 

 ٌّكٛس جٌغ١ٕحش  ∈جٌرإسضحْ ٚجٌشأعحْ 

⇒    𝑉  𝑎    𝑉   𝑎 ⇒(جٌشأعحْ)  𝑉       𝑉        

 : 𝑐ٓ ٔكطحؼ ل١ّس جٌػحذص جٌرإسض١لإ٠ؿحد 

(𝑐 𝑐  𝑎  𝑏  ⇒ 𝑐  4 ⇒( ئ٠ؿحد ل١ّس   1  16 𝑐  4 

    𝐹    𝑐  𝐹     𝑐  ⇒  𝐹  4    𝐹   4 ⇒(جٌرإسضحْ)

 𝑎        4    ؽٛي جٌّكٛس جٌكم١مٟ  

 𝑏       3  4 3    ؽٛي جٌّكٛس جٌّشجفك  

𝑒 ⇒(جلاخطلاف جٌّشوضٞ)  
𝑐

𝑎
 

4

 
   1 

 

 (.ضّػً جٌم١ّس جٌغ١ش طفش٠س فٟ جلاقذجغ١حش 𝑎ق١ع )ِٓ جقذجغ١حش ٔمطس جٌشأط  ٠𝑎ّىٕٕح جعطخشجؼ ل١ّس 

 (.ضّػً جٌم١ّس جٌغ١ش طفش٠س فٟ جلاقذجغ١حش 𝑏ق١ع )ِٓ جقذجغ١حش ٔمطس جٌمطد  ٠𝑏ّىٕٕح جعطخشجؼ ل١ّس 

 (.ضّػً جٌم١ّس جٌغ١ش طفش٠س فٟ جلاقذجغ١حش 𝑐ق١ع )ِٓ جقذجغ١حش ٔمطس جٌرإسز  ٠𝑐ّىٕٕح جعطخشجؼ ل١ّس 

 .ضىْٛ ِؿشدز ِٓ جلإشحسز( 𝑎  𝑏  𝑐)ٖ ػٍّحً أْ ؾ١ّغ جٌػٛجذص أػلا

 

 32 يضبل

ّ  : 4يلاحظخ ضم انمطغ انُبلض فٛ ًَ  :انمطغ انضائذ ك



 
 جٌمطٛع جٌّخشٚؽ١س –جٌفظً جلأٚي 

 37 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝑥 

𝑎 
 
𝑦 

𝑏 
 1 

𝑥 

1  
 

𝑦 

  4
 1 

ٚذإسضحٖ ّ٘ح      𝑉  1     𝑉   1ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌضجتذ جٌزٞ ِشوضٖ ٔمطس جلأطً ٚسأعحٖ 

𝐹  18    𝐹   18   .  

 الحل

(𝑎 جٌشأع١ٓ ٔغطخشؼ ِٓ) ⇒ 𝑎  1     ⇒ 𝑎  1   

(𝑐 جٌرإسض١ٓ ٔغطخشؼ ِٓ) ⇒ 𝑐  18    ⇒ 𝑐  3 4 

(𝑏 ئ٠ؿحد ل١ّس   )⇒ 𝑐  𝑎  𝑏  ⇒ 3 4  1   𝑏  

 ⇒ 𝑏  3 4  1     4 

 :ِؼحدٌس جٌمطغ جٌضجتذجٌرإسضحْ ٠مؼحْ ػٍٝ جٌّكٛس جٌغ١ٕحش فحْ  ∵

( وحدات 6جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل طول محوره الحقٌقً )

 ( والبؤرتان على محور السٌنات. والاختلاف المركزي ٌساوي )

 الحل

 :𝑎ٔغطخشؼ  جٌكم١مِٟٓ ؽٛي جٌّكٛس 

(𝑎 ٔغطخشؼ   ٛي جٌّكٛس جٌكم١مٟ ؽ ⇒ (     𝑎     

   𝑎  6 ⇒ 𝑎  3 ⇒ 𝑎  9 

جلاخطلاف جٌّشوضٞ     
𝑐

𝑎
 

    
𝑐

3
 ⇒ 𝑐  6   ⇒ 𝑐  36 

 : 𝑏جٌطؼ٠ٛغ ذحٌؼلالس جٌّغحػذز لإ٠ؿحد 

(𝑏 ئ٠ؿحد ل١ّس   )⇒ 𝑐  𝑎  𝑏  ⇒ 36  9  𝑏  

  𝑏   7 

 ⇒ (ِؼحدٌس جٌمطغ جٌضجتذ) 
𝑥2

𝑎2  
𝑦2

𝑏2  1 

  
𝑥2

9
 

𝑦2

 7
 1 

 

 33 يضبل

 34 يضبل
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 رسم القطع الزائد .3.2.1

، غُ   𝐵   𝐵 جٌمطر١ٓٔؿذ  ِٕٚٗ 𝑏ٚل١ّس    𝑉   𝑉 جٌشأع١ٓ ِٕٚٗ ٔؿذ 𝑎ٔؿذ ِٓ جٌّؼحدٌس ل١ّس .1 

 .ٔؼ١ّٕٙح ػٍٝ جٌّكٛس٠ٓ جلاقذجغ١١ٓ

 .ٔىْٛ ِغطط١لاً ِٓ جٌٕمحؽ أػلاٖ ، أػلاػٗ ضٛجصٞ جٌّكٛس٠ٓ جلاقذجغ١١ٓ.2 

 .جٌمطغ جٌضجتذٔشعُ لطش جٌّغطط١ً ِّٕٙح ٠ّٚػلاْ جٌّغطم١ّ١ٓ جٌّكحر١٠ٓ ٌّٕكٕٟ .3 

، غُ ٔشعُ ِٕكٕٟ رسجػّٟ جٌمطغ جٌضجتذ  𝐹   𝐹 ِٕٚٗ جٌرإسض١ٓ 𝑐ِٓ جٌؼلالس جٌّغحػذز ٔؿذ ل١ّس .4 

 .٠ّشجْ ذحٌشأط ٚلا ٠ّغحْ لطشٞ جٌّغطط١ً

 

 

 

 

 

 

  

 28 ِػحي 

جسعُ جٌمطغ جٌضجتذ جٌزٞ ِؼحدٌطٗ 
𝑥2

64
 

𝑦2

36
 1 

 الحل

(𝑎  ٚ 𝑏 جعطخشجؼ ل١ّس   )⇒ 𝑎  64    ⇒ 𝑎  8            𝑏  36 ⇒ 𝑏  6 

 :ٌّكٛس جٌظحدجش ∈ جٌمطرحٌّْكٛس جٌغ١ٕحش أِح  ∈جٌرإسضحْ ٚجٌشأعحْ 

⇒    𝑉  𝑎    𝑉   𝑎 ⇒(جٌشأعحْ)  𝑉  8    𝑉   8    

⇒  𝐵    𝑏  𝐵     𝑏 ⇒(جٌمطرحْ) 𝐵    6  𝐵     6  

 : 𝑐لإ٠ؿحد جٌرإسض١ٓ ٔكطحؼ ل١ّس جٌػحذص 

(𝑐 ئ٠ؿحد ل١ّس   )⇒ 𝑐  𝑎  𝑏  ⇒ 𝑐  64  36  1     ⇒ 𝑐  1  

     𝐹  𝑐    𝐹   𝑐    ⇒  𝐹  1     𝐹   1 ⇒(جٌرإسضحْ)

 (30-1)وّح ِٛػف فٟ جٌشىً 

 

 (30-1الشكل )

𝐹  1     𝐹   1     

𝑉  8    
 

𝑉   8    
 

𝐵    6  
 

𝐵     6  

 35 يضبل
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جسعُ جٌمطغ جٌضجتذ جٌزٞ ِؼحدٌطٗ 
𝑦2

4
 

𝑥2

4
 1 

 الحل

(𝑎  ٚ 𝑏 جعطخشجؼ ل١ّس   )⇒ 𝑎  4    ⇒ 𝑎               𝑏  4 ⇒ 𝑏    

 :ٌّكٛس جٌغ١ٕحش ∈ جٌمطرحٌّْكٛس جٌظحدجش أِح  ∈جٌرإسضحْ ٚجٌشأعحْ 

⇒  𝑉    𝑎  𝑉     𝑎 ⇒(جٌشأعحْ)  𝑉       𝑉        

⇒    𝐵  𝑏    𝐵   𝑏 ⇒(جٌمطرحْ) 𝐵       𝐵        

 : 𝑐لإ٠ؿحد جٌرإسض١ٓ ٔكطحؼ ل١ّس جٌػحذص 

(𝑐 ئ٠ؿحد ل١ّس   )⇒ 𝑐  𝑎  𝑏  ⇒ 𝑐  4  4  8   ⇒ 𝑐   8 

  𝐹    𝑐  𝐹     𝑐  ⇒  𝐹     8  𝐹      8 ⇒(جٌرإسضحْ)

 (31-1)وّح ِٛػف فٟ جٌشىً 

 

 
𝐹     8  

𝐹      8  

𝑉       
 

𝑉        
 

𝐵       
 

𝐵        

 (31-1الشكل )

 36 يضبل
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ؽٛي وً ِٓ جٌّكٛس٠ٓ ٚجٌّغحفس ذ١ٓ ٚػ١ٓ وً ِٓ جٌرإسض١ٓ ٚجٌشأع١ٓ ٚجٌمطر١ٓ  (1ط

 :جٌرإسض١ٓ ٚجلاخطلاف جٌّشوضٞ ٌٍمطٛع جٌضجتذز ج٢ض١س

a. 16𝑥  9𝑦  144. 

b. 7𝑦  4𝑥   8. 

c. 8𝑥  8𝑦  16. 

d. 9𝑦  9𝑥  1. 

ٚقذز ٚجقذجغ١ٟ ذإسض١ٗ (  1)ؽٛي ِكٛسٖ جٌكم١مٟ ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌضجتذ جٌزٞ   (2ط

𝐹    1   𝐹     1  . 

          𝐹ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌضجتذ جٌزٞ ِشوضٖ ٔمطس جلأطً ٚذإسض١ٗ  (3ط

𝐹           ٞٚ( 4)ٚجٌم١ّس جٌّطٍمس ٌٍفشق ذ١ٓ ذؼذٞ أٞ ٔمطس ػٓ ذإسض١ٗ ٠غح

 .ٚقذجش

ٚجٌّغحفس ذ١ٓ  𝑥ؾذ ِؼحدٌس جٌمطغ جٌضجتذ جٌزٞ ِشوضٖ ٔمطس جلأطً ٚذإسضحٖ ػٍٝ جٌّكٛس  (4ط

 .ٚقذجش ٚؽٛي ِكٛسٖ جٌكم١مٟ ٠غحٚٞ ؽٛي ِكٛسٖ جٌّشجفك( 8)ذإسض١ٗ ضغحٚٞ 

ٚؽٛي     𝑉  6     𝑉   6لطغ صجتذ ِشوضٖ ٔمطس جلأطً ٚجقذجغ١ٟ سأعحٖ   (5ط

 .ٚقذز ، ؾذ ِؼحدٌطٗ جٌم١حع١س(  1)ِكٛسٖ جٌّشجفك ٠غحٚٞ 

جوطد ِؼحدٌس جٌمطغ جٌضجتذ جٌزٞ ِشوضٖ ٔمطس جلأطً ئرج ػٍّص أْ أقذ سأع١ٗ ٠رؼذ ػٓ (6ط

جٌّكٛس٠ٓ  ٚقذجش ٚػٍٝ جٌطشض١د ٠ٕٚطرك ِكٛسجٖ ػٍٝ 1ٚ  9جٌرإسض١ٓ ذحٌؼذد٠ٓ 

 .جلاقذجغ١١ٓ

 :جسعُ وً ِٓ جٌمطٛع جٌضجتذز ج٢ض١س (7ط

a.
𝑦2

9
 

𝑥2

4
 1. 

b. 9𝑦   5𝑥    5. 

 (5-1)رًبسٍٚ 
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 الأْذاف انغهٕكٛخ

ٚغززكش انطبنت انًؼهٕيبد انزٙ رؼهًٓب فٙ انظف انضبَٙ فًٛب ٚخض لٕاػذ الاشازمبق . 

 ٚزؼشف انطبنت ػهٗ يفٕٓو انُمبط انحشعخ نهذانخ ٔيُبطك رضاٚذْب ٔرُبلظٓب ٔٚزًكٍ يٍ رحذٚذ َٕع انُمطخ

 .انًشزمخ الأٔنٗ ػهٗ خظ الاػذادإشابسح يٍ خلال فحض 

 ٚزؼشف انطبنت ػهٗ يفٕٓو َمطخ الاَملاة نهذانخ ٔيفٕٓو رمؼش ٔرحذة انًُحُٙ ثبعزخذاو أعهٕة فحض

 .هٗ خظ الاػذادانًشزمخ انضبَٛخ ػإشابسح 

 ٚزؼشف انطبنت ػهٗ انخطٕاد انلاصيخ ارجبػٓب نشعى ثٛبٌ انذٔال انكضٛشح انحذٔد ٔٚزًكٍ يٍ اظٓبس انشعى

 .ػهٗ انٕسلخ انجٛبَٙ ثبعزخذاو انًؼهٕيبد انزٙ حظم ػهٛٓب يٍ انخطٕاد انغبثمخ

 انًزؼهمخ ثٓبٚزًكٍ انطبنت يٍ اعزخذاو يب رؼهًّ فٙ يٕضٕع انُٓبٚبد فٙ حم انًغبئم انؼهًٛخ. 

 انجُٕد

 يشاعؼخ لٕاػذ الاشازمبق 5-1

 نهذانخانُمبط انحشعخ  5-5

 رضاٚذ ٔرُبلض انذانخ َٔمبط انُٓبٚبد انؼظًٗ ٔانظغشٖ  5-3

 رمؼش ٔرحذة يُحُٙ انذانخ َٔمبط الاَملاة 5-9

 سعى انذٔال 5-2

 رطجٛمبد ػهٗ انًشزمخ 5-6
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                 -انًشزمخ  -انفظم انضبَٙ 

 يشاعؼخ ػبيخ فٙ لٕاػذ أٚغبد انًشزمخ.1.5

فٟ ذذج٠س ٘زج جٌفظً جٌٝ ِشجؾؼس ضٍه دسعٕح فٟ جٌغٕس جٌغحذمس جٌمٛجػذ جلأعحع١س فٟ جٌّشطمس ، ٚعٕططشق 

  -:جٌمٛجػذ

⇒           صفر  شتقة الدالة الثابتة م (1 قاعدة           

 

 

⇒           :             بالصٌغة مشتقة الدالة (5 قاعدة            ;   

 

 

 

   بالصٌغة مشتقة الدالة (3 قاعدة
ثابت

                 ⇒        ×     
ضرب الاس بالثابت

  ;  

 

 

 {نشتق كل حد من الحدود حسب قاعدتهمشتقة مجموع وفرق دالتٌن:  } (9 قاعدة

 

 

 مشتقة حاصل ضرب دالتٌن: (2 قاعدة

×  الاولى   مشتقة حاصل ضرب دالتٌن  × الثانٌة   مشتقة الثانٌة    مشتقة الاولى 
 

 

  

𝑓 𝑥   𝑥  1  3𝑥     

⇒  𝑓  𝑥   𝑥  1 .6𝑥   3𝑥    .  𝑥  

𝑓 𝑥  𝑥4    3𝑥3   𝑥  5𝑥  1 

⇒  𝑓  𝑥  4𝑥3  9𝑥  4𝑥  5  

1. 𝑓 𝑥  5𝑥4   ⇒   𝑓  𝑥  5 × 4𝑥3      𝑥3 

2. 𝑓 𝑥  3𝑥;   ⇒   𝑓  𝑥   6𝑥;3  

1. 𝑓 𝑥  𝑥3   ⇒   𝑓  𝑥  3𝑥    

2. 𝑓 𝑥  𝑥6   ⇒   𝑓  𝑥  6𝑥5  

3. 𝑓 𝑥  𝑥;   ⇒   𝑓  𝑥    𝑥;3 

فً الأعلى   ′ الرمز

 ′ٌعبر عن المشتقة

1. 𝑓 𝑥  3  ⇒   𝑓  𝑥      

2. 𝑓 𝑥       ⇒   𝑓  𝑥    

 1 يضبل

 5 يضبل

 3 يضبل

 9 يضبل

 2 يضبل
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 مشتقة حاصل قسمة دالتٌن: (6 قاعدة

    مشتقة الدالة الكسرٌة  
×  المقام  × البسط   مشتقة البسط   مشتقة المقام 

   المقام 
 

 

 

 

 قاعدة الرفع لدالة: (0 قاعدة

        
 

     
دالة مرفوعة لقوة

       ⇒                 
 ; 

       
مشتقة قوة القوس

 ×         
مشتقة داخل القوس

 

 

 

 

 انُمبط انحشعخ نهذانخ. 5.5

ٟ٘ : ٌٍذجٌس جٌّؼشفس ػٍٝ جٌفطشز جٌّفطٛقس  جٌٕمطس جٌكشؾس 

جٌٕمطس جٌطٟ ضىْٛ ػٕذ٘ح جٌذجٌس غ١ش لحذٍس ٌلاشطمحق أٚ جٌّشطمس 

  .ػٕذ٘ح ضغحٚٞ طفشج

 

 

 

 

 

 

 

 

 النقاط الحرجة –( 1-2الشكل )

 . 𝑓 𝑥ٔشطك جٌذجٌس جلاط١ٍس فٟ جٌغإجي .1

 .ٚٔىْٛ ِؼحدٌس( ٔغحٚٞ جٌّشطمس ذحٌظفش)ٔظفش جٌّشطمس .2

 .𝑥ٔكً جٌّؼحدٌس جٌٕحضؿس ٚٔؿذ ل١ُ .3

 .𝑦، ٚجٌم١ُ جٌٕحضؿس ضّػً ل١ُ   𝑓 𝑥فٟ جٌذجٌس جلاط١ٍس  𝑥ٔؼٛع ل١ُ .4

 .ضّػً جٌٕمحؽ جٌكشؾس  𝑥 𝑦 جٌٕمحؽ جٌٕحضؿس جٌّطّػٍس ذم١ُ .5

 :لإ٠ؿحد جٌٕمحؽ جٌكشؾس ٔطرغ جٌخطٛجش جٌطح١ٌس

𝑓 𝑥   𝑥3  3𝑥    5 

⇒  𝑓  𝑥  𝟓 𝑥3  3𝑥    𝟒           
مشتقة خارج القوس داخل القوس بدون اشتقاق 

 ×  3𝑥  3        
مشتقة داخل القوس

 

𝑓 𝑥  
𝑥3  1

𝑥   
 

⇒  𝑓  𝑥  
 𝑥    . 3𝑥   𝑥3  1 .  𝑥

 𝑥     
  

 6 يضبل

 0 يضبل
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𝑓  𝑥  3𝑥  3 

𝑦  𝑓 1   1 3  3 1  6  

𝑦  𝑓  1    1 3  3  1  6  

𝑓 𝑥  𝑥3  جٌٕمحؽ جٌكشؾس ٌٍذجٌس ؾذ  3𝑥  6 .  

 الحل

  3𝑥  3    

  3𝑥  3  ⇒ 𝑥  1  ⇒   𝑥  ±1 

   1  3  6    4   

    1  3  6    8   

  8 1  و  4 1   الحرجة هً: النقاطاحداثٌات  ∴

( لذا نعوض مرتٌن 𝑥قٌمتٌن لـ)

 بالدالة 

𝑓  𝑥   𝑥    

𝑦  𝑓 1  1    1  3 

𝑓 𝑥  𝑥   𝑥ؾذ جٌٕمحؽ جٌكشؾس ٌٍذجٌس    3 .  

 الحل

   𝑥      

   𝑥     ⇒   𝑥  1 

   1    3        

    1  :جقذجغ١حش جٌٕمطس جٌكشؾس ٟ٘ ∴

 نشتق الدالة

 نساوي الدالة بالصفر

 فً الدالة الاصلٌة 𝑥نعوض قٌم 

 𝑦لإٌجاد قٌمة 

 8 يضبل

 4 يضبل
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 ثأعزخذاو انًشزمخ الأٔنٗيُبطك انزضاٚذ ٔانزُبلض ٔانُٓبٚبد انؼظًٗ ٔانظغشٖ . 3.5

 رؼشٚف. 1.3.5

 -: ف١محي أْ  فٟ جٌفطشز جٌّفطٛقس ٚلحذٍس ٌلاشطمحق       دجٌس ِغطّشز فٟ جٌفطشز جٌّغٍمس      ٌطىٓ 

 :ئرج وحْ     ػٍٝ جٌفطشز جٌّفطٛقس(            -ِطضج٠ذز )     جٌذجٌس  .1

    ⟹                     

 :جرج وحْ     ػٍٝ جٌفطشز جٌّفطٛقس(            -ِطٕحلظس )     جٌذجٌس  .2

   ⟹  ′                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 .فٟ جٌغإجي   𝑓 𝑥ٔشطك جٌذجٌس .1

 .𝑥ٔظفش جٌّشطمس ٚٔىْٛ ِؼحدٌس غُ ٔكً جٌّؼحدٌس جٌٕحضؿس ٚٔؿذ ل١ُ .2

 (.فٟ جٌذجٌس جلأط١ٍس 𝑥ذطؼ٠ٛغ ل١ُ )ٔؿذ جٌٕمحؽ جٌكشؾس .3

جلً ٚجوػش   -ػٍٝ خؾ جلأػذجد ٚٔؼًّ أخطرحس جلإشحسجش ، ذطؼ٠ٛغ ل١ُ ٔخطحس٘ح ِٓ ِٕحؽك  𝑥ٔؼ١ٓ ل١ُ .4

 -:فٟ ِشطمس جٌذجٌس جلاٌٚٝ -  𝑥ِٓ ل١ُ 

i. ٔشعُ ػٕذ٘ح ػٍٝ خؾ جلاػذجد جشحسش ِٛؾرس . ِٕطمس ضضج٠ذضؼٕٟ  +ِٛؾرس ئرج وحٔص ئشحسز جٌٕحضؽ

 .ِٓ ج١ٌغحس جٌٝ ج١ّ١ٌٓ(  ↗) ٚعُٙ ِطؿٗ ٔكٛ جلأػٍٝ 

ii. جشحسش عحٌرس ٚعُٙ  ٔشعُ ػٕذ٘ح ػٍٝ خؾ جلاػذجد. ضٕحلضِٕطمس ضؼٕٟ  -عحٌرس ئرج وحٔص ئشحسز جٌٕحضؽ

 .ِٓ ج١ٌغحس جٌٝ ج١ّ١ٌٓ(  ↘) ِطؿٗ ٔكٛ جلأعفً

 :ضغّٝ جٌٕمطس جٌكشؾس.5

i.جرج وحٔص ل١ّس :  ٔٙح٠س ػظّٝ ِك١ٍس𝑥   ِكظٛسز ذ١ٓ ِٕطمطٟ ذذأ ِٓ ج١ٌغحس ضضج٠ذ ٚضٕحلض(↗  ↘.) 

ii. جرج وحٔص ل١ّس :  ِك١ٍس طغشٜٔٙح٠س𝑥   ِكظٛسز ذ١ٓ ِٕطمطٟ ذذأ ِٓ ج١ٌغحس ضٕحلض ٚضضج٠ذ(↘ ↗.) 

iii.جرج وحٔص ل١ّس :  فمؾ ٔمطس قشؾس𝑥  جٚ ِٕطمطٟ ضٕحلض( ↗ ↗)ضضج٠ذ  ِٟكظٛسز ذ١ٓ ِٕطمط(↘  ↘.) 

 :جٌطح١ٌسٔطرغ جٌخطٛجش ( جٌٕٙح٠حش جٌؼظّٝ ٚجٌظغشٜ)لإ٠ؿحد ِٕحؽك جٌطضج٠ذ ٚجٌطٕحلض ٚجٌٕمحؽ جٌكشؾس 

 دالة متناقصة –( 2-2الشكل ) دالة متزاٌدة –( 3-2الشكل )
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𝑓  𝑥  9  6𝑥  3𝑥  

𝑦  𝑓 3  9 3  3 3    3 3  

𝑦  𝑓  1  9  1  3  1     1 3 

𝑓 𝑥  9𝑥  ٌٍذجٌس ِٕٚحؽك جٌطضج٠ذ ٚجٌطٕحلض جٌٕمحؽ جٌكشؾس ؾذ  3𝑥  𝑥3 .  

 الحل

   9  6𝑥  3𝑥     3 

  3   𝑥  𝑥    ×   1  

  𝑥   𝑥  3     ⇒  𝑥  3  𝑥  1         

𝑥 أما      3     ⇒ 𝑥 𝑥 أو      3   1     ⇒ 𝑥   1 

    7   7   7    7    

    9  3  1    5   

  7  3 و  5  1    الحرجة هً: النقاطاحداثٌات  ∴

 

 

 

  15          )نختار نقاط ضمن الفترات لاختبار المنطقة ونعوضها بالمشتقة الأولى( مثلاً:

 

 

 

 

  3 1   :الفترة المفتوحة هً مناطق التزاٌد ∴

𝑥 𝑥  هً: مناطق التناقص    1     𝑥 𝑥  3  

 

 نشتق الدالة

 نساوي المشتقة بالصفر

 𝑥نجد قٌم 

 فً الدالة الاصلٌة 𝑥نعوض قٌم 

 نختبر إشارات المناطق

𝑓      9  6     3      

  15  

(المنطقة الأولى سالبةإشارة )  

 

𝑓     9  6    3     

  9  

 (موجبة الوسطىالمنطقة إشارة )

𝑓  4  9  6 4  3 4   

  15  

(سالبة الوسطىالمنطقة إشارة )  

 

-  -  -  -  + + + + 
   𝑓′ 𝑥إشارة 

-  -  -  - 

 17 يضبل
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 جٌكشؾس ٚجٌٕٙح٠حش جٌؼظّٝ ٚجٌظغشٜ ٚرٌه لأٔٗ ٌُ ٠طٍرٙح ِٕح فٟ جٌغإجيفٟ جٌّػحي جٌغحذك ٌُ ٔغطخشؼ جٌٕمحؽ 

𝑓  𝑥  6𝑥  6𝑥  1  

𝑓 𝑥   𝑥3  ٌٍذجٌس ِٕحؽك جٌطضج٠ذ ٚجٌطٕحلض ؾذ  3𝑥  1 𝑥    .  

 الحل

   6𝑥  6𝑥  1     6 

 𝑥  𝑥          ⇒  𝑥     𝑥  1      

𝑥 أما          ⇒ 𝑥 𝑥 أو          1     ⇒ 𝑥   1 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 𝑥 : هً مناطق التزاٌد ∴   1   𝑥 𝑥     

    1   :الفترة المفتوحة هً مناطق التناقص 

 

 + + + + 
   𝑓′ 𝑥إشارة 

-  -  -  -  + + + + 

𝑓      6      6     1  

   4  

(موجبةالمنطقة الأولى إشارة )  

 

𝑓     6     6    1  

  1   

(سالبة الوسطىالمنطقة إشارة )  

 

𝑓  3  6 3   6 3  1  

   4  

(موجبة الوسطىالمنطقة إشارة )  

 

 1يلاحظخ

 11 يضبل



 
  جٌّشطمس – جٌػحٟٔجٌفظً 

 
48 

 

 

  

𝑓      6      18      4 

  36  

(موجبةالمنطقة الأولى إشارة )  

 

𝑓     6     18     4 

   4  

(سالبة الوسطىالمنطقة إشارة )  

 

𝑓  5  6 5   18 5   4 

  36  

(موجبة الوسطىالمنطقة إشارة )  

 

-  -  -  -  + + + + 
   𝑓′ 𝑥إشارة 

 + + + + 

𝑓  𝑥  6𝑥  18𝑥   4 

𝑦  𝑓 4    4 3  9 4    4 4  1   

𝑦  𝑓  1     1 3  9  1    4  1  1  

 ٌٍذجٌس جٌٕٙح٠حش جٌؼظّٝ ٚجٌظغشٜ ِٕٚحؽك جٌطضج٠ذ ٚجٌطٕحلضٔمحؽ  ؾذ

      𝑓 𝑥   𝑥3  9𝑥   4𝑥  1   

 الحل

   6𝑥  18𝑥   4     6 

 𝑥  3𝑥  4        ⇒  𝑥  4  𝑥  1      

𝑥 أما     4     ⇒ 𝑥 𝑥 أو      4   1     ⇒ 𝑥   1 

   1 8  144  96  1     1 4   

      9   4  1   1    

  1 1  ٚ  4 1  4    :جٌكشؾس ٟ٘ جٌٕمحؽجقذجغ١حش  ∴

 

 

 

 

 

 

𝑥 𝑥 : ٟ٘ ِٕحؽك جٌطضج٠ذ ∴   1   𝑥 𝑥  4  

  4 1   :جٌفطشز جٌّفطٛقس ٟ٘ ِٕحؽك جٌطٕحلض 

 

 ضّػً ٔٙح٠س ػظّٝ ِك١ٍس  1 1  جٌٕمطس  ∴

 ضّػً ٔٙح٠س طغشٜ ِك١ٍس  4 1  4 جٌٕمطس  

 15 يضبل
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𝑓  𝑥     𝑥    . 1 

𝑦  𝑓    1          

𝑓 𝑥  1  ؾذ ٔمحؽ جٌٕٙح٠حش جٌؼظّٝ ٚجٌظغشٜ ِٕٚحؽك جٌطضج٠ذ ٚجٌطٕحلض ٌٍذجٌس   𝑥      

 الحل

     𝑥  4 

    𝑥  4      ⇒   𝑥   4  ⇒ 𝑥    

    1    
  1     :جٌكشؾس ٟ٘ جٌٕمطسجقذجغ١حش  ∴

 

 

 

 

 

𝑥 𝑥 : ٟ٘ ِٕحؽك جٌطضج٠ذ ∴     

𝑥 𝑥  :ٟ٘ ِٕحؽك جٌطٕحلض      

 ضّػً ٔٙح٠س ػظّٝ ِك١ٍس  1   جٌٕمطس  ∴

-  -  -  -  + + + + 
   𝑓′ 𝑥إشارة 

𝑓           4 

    4  

(موجبةالمنطقة الأولى إشارة )  

𝑓  3     3  4 

     

(سالبة الثانٌةالمنطقة إشارة )  

𝑓  𝑥  4𝑥3  1 𝑥   

𝑓 𝑥  𝑥4   ٌٍذجٌس جٌٕٙح٠حش جٌؼظّٝ ٚجٌظغشٜ ِٕٚحؽك جٌطضج٠ذ ٚجٌطٕحلضٔمحؽ  ؾذ  4𝑥3  

 الحل

   4𝑥3  1 𝑥     4 

 𝑥3  3𝑥        ⇒ 𝑥  𝑥  3      

⇒     𝑥 أما    𝑥 𝑥 أو          3     ⇒ 𝑥  3 

𝑦  𝑓       4  4   3         

𝑦  𝑓 3   3 4  4 3 3  81  1 8     7    

 13 يضبل

 19 يضبل
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      ٚ  7   3    :جٌكشؾس ٟ٘ جٌٕمحؽجقذجغ١حش  ∴

 

 

 

𝑥 𝑥 : ٟ٘ ِٕحؽك جٌطضج٠ذ ∴  3  

𝑥 𝑥  :ٟ٘ ِٕحؽك جٌطٕحلض    3   ٚجٌفطشز جٌّفطٛقس     

 

 ِؿشد ٔمطس قشؾس ٚلا ضّػً ٔمطس ٔٙح٠س ػظّٝ ٚلا ٔٙح٠س طغشٜ ٌٍذجٌس      جٌٕمطس  ∴

 ضّػً ٔٙح٠س طغشٜ ِك١ٍس  7   3 جٌٕمطس  

 -  -  -  - + + + +  -  -  -  -   𝑓′ 𝑥إشارة 

 :ِٕٚحؽك جٌطضج٠ذ ٚجٌطٕحلض ٌىً ِٓ جٌذٚجي جلأض١سٚجٌٕٙح٠حش جٌؼظّٝ ٚجٌظغشٜ  جٌٕمحؽ جٌكشؾس ؾذ( 1عإجي

1. 𝑓 𝑥  𝑥3  3𝑥  9𝑥  7 

2. 𝑓 𝑥  𝑥4  4𝑥3  

3. 𝑓 𝑥  5  4𝑥3  𝑥4 

4. 𝑓 𝑥  𝑥  4𝑥  1  

5. 𝑓 𝑥  𝑥3  3𝑥  3𝑥  1  

6. 𝑓 𝑥  𝑥  4𝑥3 

7. 𝑓 𝑥     𝑥 3 

 

 (1-2)رًبسٍٚ 
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 اخزجبس انًشزمخ انضبَٛخ نفحض انُٓبٚبد انؼظًٗ ٔانظغشٖ

 :٠ّٚىٓ رٌه ذٛجعطس جٌخطٛجش جلاض١س

 

 

 

  

 .فٟ جٌغإجي  𝑓 𝑥ٔشطك جٌذجٌس .1

 .𝑥ٔظفش جٌّشطمس جلاٌٚٝ غُ ٔكً جٌّؼحدٌس جٌٕحضؿس ٚٔؿذ ل١ُ .2

 (.فٟ جٌذجٌس جلأط١ٍس 𝑥ذطؼ٠ٛغ ل١ُ )ٔؿذ جٌٕمحؽ جٌكشؾس .3

 -:  𝑓   𝑥  ِشز غح١ٔس  ٔشطك جٌذجٌس.4

، غُ ٔؼ١ٕٙح ػٍٝ خؾ جلأػذجد ٚٔؼًّ جخطرحس  𝑥ٔظفش جٌّشطمس ٚٔؿذ ل١ُ (: ِطغ١ش)جٌّشطمس : قحٌس أٌٚٝ

 :فٟ ِشطمس جٌذجٌس جٌػح١ٔس -  𝑥جلً ٚجوػش ِٓ ل١ُ   -جلإشحسجش ، ذطؼ٠ٛغ ل١ُ ٔخطحس٘ح ِٓ ِٕحؽك 

i. ٔشعُ ػٕذ٘ح ػٍٝ خؾ جلاػذجد جشحسجش ِٛؾرس . ضمؼش ِٕطمس ٠ؼٕٟ  +ِٛؾرس جرج وحٔص ئشحسز جٌٕحضؽ

 (. ∪) ِٕٚكٕٟ ِطؿٗ ٔكٛ جلأػٍٝ 

ii. ٔشعُ ػٕذ٘ح ػٍٝ خؾ جلاػذجد جشحسجش عحٌرس . ضكذخِٕطمس ٠ؼٕٟ  -عحٌرس ئشحسز جٌٕحضؽ جرج وحٔص

 (. ∩) ِٕٚكٕٟ ِطؿٗ ٔكٛ جلأعفً 

iii. ٞٚ٠ؼٕٟ جلاخطرحس فحشً 0جرج وحْ جٌٕحضؽ ٠غح. 

 (:غحذص)جٌّشطمس : قحٌس غح١ٔس

i. طغشٜٔٙح٠س ٠ّٚطٍه  جٌّٕكٕٟ ِمؼش٠ؼٕٟ  +ِٛؾرس ئشحسز جٌػحذص. 

ii. ػظّٝٔٙح٠س ٠ّٚطٍه  جٌّٕكٕٟ ِكذخ٠ؼٕٟ  -عحٌرس ئشحسز جٌػحذص. 

𝑓  𝑥  6  6𝑥 

𝑦  𝑓 1  6 1  3 1   1  

𝑓   𝑥   6 

𝑓 𝑥  6𝑥  ٌٍذجٌس ذحعطخذجَ جٌّشطمس جٌػح١ٔس ؾذ جٌٕٙح٠س ٚذ١ٓ ٔٛػٙح  3𝑥  1 

 الحل

  6  6𝑥      ⇒ 6𝑥  6  ⇒ 𝑥  1 

         

 ضّػً ٔمطس قشؾس    1    ∴

 جٌّشطمس جٌػح١ٔس دجٌس غحذطس ٚجلإشحسز عحٌرس ∵

 ٔٙح٠س ػظّٝ ِك١ٍس    1     جٌّٕكٕٟ فٟ قحٌس ضكذخ ٚجٌذجٌس ضّطٍه ٔٙح٠س ػظّٝ    ∴

 

 جٌّشطمس جٌػح١ٔس ٌفكض جٌٕٙح٠حش جٌؼظّٝ ٚجٌظغشٜ سخطرحخطٛجش ج

 15 يضبل
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𝑓  𝑥  3𝑥  6𝑥 

𝑓   𝑥  6𝑥  6 

𝑓      6    6   6 

𝑓      6    6  6  

𝑓 𝑥  𝑥3  ذحعطخذجَ جٌّشطمس جٌػح١ٔس ؾذ جٌٕٙح٠س ٚٔٛػٙح ٌٍذجٌس  3𝑥  9 

 الحل

   3𝑥  6𝑥     3   ⇒ 𝑥   𝑥      

 ⇒ 𝑥 𝑥         

𝑥  أما     𝑥  أو            ⇒ 𝑥    

𝑦  𝑓       3  3     9    9    

𝑦  𝑓       3  3     9    13    
  9    ٚ  13       :جٌكشؾس ٟ٘ جٌٕمحؽجقذجغ١حش  ∴

 ٔٙح٠س ػظّٝ ِك١ٍس  9    جٌٕمطس   جٌذجٌس فٟ قحٌس ضكذخ    جلإشحسز عحٌرس  ∵

 ٔٙح٠س طغشٜ ِك١ٍس  13    جٌٕمطس   جٌذجٌس فٟ قحٌس ضمؼش    جلإشحسز ِٛؾرس   ∵
 

𝑓  𝑥   4  𝑥  1 3 

𝑓   𝑥   1  𝑥  1   

𝑓    1   1    1  1     

𝑓 𝑥  4  ذحعطخذجَ جٌّشطمس جٌػح١ٔس ؾذ جٌٕٙح٠س ٚٔٛػٙح ٌٍذجٌس   𝑥  1 4
 

 الحل

    4   𝑥  1 3      4   ⇒   𝑥  1 3 (بجذر الطرفٌن تكعٌبٌاً )        

 ⇒    𝑥  1      
   ⇒    𝑥   1 

𝑦  𝑓  1  4     1  1 4   4    
   4 1   : جقذجغ١حش جٌٕمطس جٌكشؾس ٟ٘ ∴

 ٔشؾغ جٌٝ خؾ جلاػذجد  جلاخطرحس فحشً        جٌٕحضؽ  ∵
 

 

 

 

 

 ٔٙح٠س ػظّٝ ِك١ٍس  4 1   جٌٕمطس  ∴

 

-  -  -  -  + + + + 
   𝑓′ 𝑥إشارة 

𝑓       4     1 3   4  𝑓      4    1 3   4  

 16 يضبل

 17 يضبل
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 يُبطك انزمؼش ٔانزحذة َٔمبط الاَملاة ثبعزخذاو انًشزمخ انضبَٛخ. 9.5

 رؼشٚف 1.9.5

 -:فأْ          فٟ جٌفطشز جٌّفطٛقس ٚلحذٍس ٌلاشطمحق       دجٌس ِغطّشز فٟ جٌفطشز جٌّغٍمس      ٌطىٓ 

 :جرج وحْ   ػٍٝ جٌفطشز (         -ِمؼشز )     ٠محي جْ جٌذجٌس  .1

     ′′       ⟹           

 :جرج وحْ         ػٍٝ جٌفطشز (        -ِكذذس )     ٠محي جْ جٌذجٌس  .2

    ′′       ⟹           

 رؼشٚف. 5.9.5

ٟ٘ ٔمطس ضٕطّٟ جٌٝ : ٔمطس جلأملاخ

ِٕكٕٟ جٌذجٌس ٠ٚطغ١ش ػٕذ٘ح شىً 

جٌّٕكٕٟ ِٓ قحٌس جٌطكذخ جٌٝ قحٌس 

ٚوّح فٟ . جٌطمؼش جٚ ذحٌؼىظ

 (4-2)جٌشىً

 

  

 . 𝑓′′ 𝑥  فٟ جٌغإجي ِشض١ٓ   𝑓 𝑥ٔشطك جٌذجٌس .1

 .𝑥غُ ٔكً جٌّؼحدٌس جٌٕحضؿس ٚٔؿذ ل١ُ  جٌػح١ٔسٔظفش جٌّشطمس .2

 (.فٟ جٌذجٌس جلأط١ٍس 𝑥ذطؼ٠ٛغ ل١ُ )ٔؿذ جٌٕمحؽ جٌّششكس .3

  -، ذطؼ٠ٛغ ل١ُ ٔخطحس٘ح ِٓ ِٕحؽك  𝑓′′ 𝑥ػٍٝ خؾ جلأػذجد ٚٔؼًّ أخطرحس جلإشحسجش ػٍٝ  𝑥ٔؼ١ٓ ل١ُ .4

 :فٟ ِشطمس جٌػح١ٔس -  𝑥جلً ٚجوػش ِٓ ل١ُ 

i. ٔشعُ ػٕذ٘ح ػٍٝ خؾ جلاػذجد جشحسجش ِٛؾرس . ضمؼش ِٕطمس ٠ؼٕٟ  +ِٛؾرس جرج وحٔص ئشحسز جٌٕحضؽ

 (. ∪) ِٕٚكٕٟ ِطؿٗ ٔكٛ جلأػٍٝ 

ii. ٔشعُ ػٕذ٘ح ػٍٝ خؾ جلاػذجد جشحسجش عحٌرس . ضكذخ ِٕطمس ٠ؼٕٟ  -عحٌرس جرج وحٔص ئشحسز جٌٕحضؽ

 (. ∩) ِٕٚكٕٟ ِطؿٗ ٔكٛ جلأعفً 

 :ضغّٝ جٌٕمطس جٌّششكس.5

i.جٚ ذحٌؼىظ   ∩  ∪ جرج وحٔص ِكظٛسز ذ١ٓ ِٕطمطٟ ضمؼش ٚضكذخ : ٔمطس جٔملاخ(∩  ∪.) 

ii.ذ١ٓ ِٕطمطٟ ضكذخ جٚ   ∪ ∪ جرج وحٔص ِكظٛسز ذ١ٓ ِٕطمطٟ ضمؼش : لا ضّػً جٔملاخ ∩ ∩ . 

 :ٔطرغ جٌخطٛجش جٌطح١ٌسِٕحؽك جٌطمؼش ٚجٌطكذخ ٚٔمحؽ جلأملاخ لإ٠ؿحد 

 ( 4-2الشكل )
A B 
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𝑓  𝑥  3𝑥  6𝑥 

𝑓   𝑥  6𝑥  6 

𝑓 𝑥  𝑥3  ٌٍذجٌس ِٕحؽك جٌطمؼش ٚجٌطكذخ ٚٔمحؽ جلأملاخؾذ   3𝑥  1 

 الحل

   6𝑥  6     6   ⇒  𝑥  1       

 ⇒    𝑥  1   
𝑦  𝑓 1   1 3  3 1   1  1  3  1    1    

   1  1   :ٔمطس جلأملاخ جٌّششكسجقذجغ١حش  ∴
 

 

𝑥 𝑥 : جٌطمؼشِٕحؽك  ∴  1  

𝑥 𝑥  :ِٕحؽك جٌطكذخ  1  

 ضّػً ٔمطس جٔملاخ  1  1  جٌٕمطس  ∴

 

-  -  -  -  + + + + 
   𝑓′′ 𝑥إشارة 

𝑓  𝑥  1 𝑥  4𝑥3 

𝑓   𝑥   4𝑥  1 𝑥  

𝑓 𝑥  4𝑥3   ٌٍذجٌس ؾذ ِٕحؽك جٌطمؼش ٚجٌطكذخ ٚٔمحؽ جلأملاخ  𝑥4
 

 الحل

    4𝑥  1 𝑥     1    ⇒   𝑥  𝑥       ⇒ 𝑥   𝑥    

𝑥  أما   𝑥    أو          ⇒ 𝑥    

𝑦  𝑓    4   3     4        

𝑦  𝑓    4   3     4   16    
      ٚ   16     :ٔمحؽ جلأملاخ جٌّششكسجقذجغ١حش  ∴

 

 

 

      : جٌطمؼشِٕحؽك  ∴

𝑥 𝑥   :ِٕحؽك جٌطكذخ      ٚ 𝑥 𝑥     

 ضّػً ٔمطس جٔملاخ      ٚ  16      :جٌٕمحؽ  ∴

 

𝑓    1   4  1  1   1     36  

 

𝑓 ′ 3   4 3  1  3    36  

 

𝑓 ′ 1   4 1  1  1    1   

 

-  -  -  -  + + + + -  -  -  - 
   𝑓′′ 𝑥إشارة 

 18 يضبل

 19 يضبل
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𝑓  𝑥  3𝑥  6𝑥  3 

𝑓   𝑥  6𝑥  6 

𝑦  𝑓  1    1 3  3  1   3  1  1 

𝑓 𝑥  𝑥3   ٌٍذجٌسؾذ ِٕحؽك جٌطمؼش ٚجٌطكذخ   3𝑥  3𝑥  1 

 الحل

   6𝑥  6     6   ⇒  𝑥  1       ⇒ 𝑥   1 

    1  3  3  1        
    1    :ٔمطس جلأملاخ جٌّششكسجقذجغ١حش  ∴

 

 

 

𝑥 𝑥 : جٌطمؼشِٕحؽك  ∴   1  

𝑥 𝑥   :ِٕحؽك جٌطكذخ   1  

 ضّػً ٔمطس جٔملاخ    1     :جٌٕمطس  ∴

-  -  -  -  + + + + 
   𝑓′′ 𝑥إشارة 

 :ِٕحؽك جٌطمؼش ٚجٌطكذخ ٚٔمحؽ جلأملاخ ٌىً ِٓ جٌذٚجي جلأض١س ؾذ(1ط

a. 𝑓 𝑥   𝑥  4𝑥  5 

b. 𝑓 𝑥  𝑥3  3𝑥   

c. 𝑓 𝑥  𝑥5 

d. 𝑓 𝑥   𝑥    3  3  

e. 𝑓 𝑥  𝑥3  3𝑥   4𝑥     

ِٕحؽك جٌطمؼش ٚجٌطكذخ ٚٔمحؽ جٌٕٙح٠حش جٌؼظّٝ ٚجٌظغشٜ ِٕٚحؽك جٌطضج٠ذ ٚجٌطٕحلض ٚ ؾذ(2ط

 :جلأملاخ ٌىً ِٓ جٌذٚجي جلأض١س

a. 𝑓 𝑥  𝑥3  9𝑥   4𝑥 

b. 𝑓 𝑥  4  3𝑥  𝑥   

 

 (5-2)رًبسٍٚ 

 20 يضبل
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 سعى انذٔال انحمٛمخ ثبعزؼًبل انزفبضم. 2.5

  

جٚ ِح ػذ جٌٕمحؽ جٌطٟ ضؿؼً جٌذجٌس غ١ش ِؼشفس  } أٚعغ ِؿحي ٌٍذجٌس ِطؼذدز جٌكذٚد ٘ٛ . }ٔؿذ أٚعغ ِؿحي ٌٍذجٌس.1

 .ضؼطٟ جػذجد غ١ش قم١مس

 -:ٔؿذ ٔمحؽ ضمحؽغ جٌذجٌس ِغ جٌّكٛس٠ٓ.2

i. ِٟٕغ جٌّكٛس جٌغ١– 𝑥  𝑎𝑥𝑖𝑠  : ٔفشع𝑦  .(   𝑥  ٔمطس جٌطمحؽغ) 𝑥ٚٔؿذ ؾ١ّغ ل١ُ     

ii. ِٞغ جٌّكٛس جٌظحد– 𝑦  𝑎𝑥𝑖𝑠  : ٔفشع𝑥  .( 𝑦    ٔمطس جٌطمحؽغ) 𝑦ٚٔؿذ ؾ١ّغ ل١ُ     

 :جٌّكٛس٠ٓٔخطرش ضٕحظش جٌذجٌس قٛي .3

i.ٞجرج وحْ :   ِطٕحظشز قٛي جٌّكٛس جٌظحد𝑓 𝑥  𝑓  𝑥  .{ضطكمك ِغ جٌذٚجي رجش جلاعظ جٌضٚؾ١س} 

ii.ًجرج وحْ :  ِطٕحظشز قٛي ٔمطس جلأط𝑓  𝑥   𝑓 𝑥 . {ضطكمك ِغ جٌذٚجي رجش جلاعظ جٌفشد٠س} 

iii. جرج وحْ : غ١ش ِطٕحظشز𝑓 𝑥 ≠ ±𝑓  𝑥  .{ٌجٌٛلص ذٕفظفشد٠س ضطكمك ِغ جٌذٚجي رجش جلاعظ جٌضٚؾ١س ٚج} 

 . 𝑓′ 𝑥ٔؿذ جٌٕٙح٠حش جٌؼظّٝ ٚجٌظغشٜ ِٕٚحؽك جٌطضج٠ذ ٚجٌطٕحلض ػٍٝ خؾ جلاػذجد .4

 . 𝑓′′ 𝑥ٔؿذ ٔمحؽ جلأملاخ ِٕٚحؽك جٌطمؼش ٚجٌطكذخ ػٍٝ خؾ جلاػذجد .5

 .ٔشعُ جٌذجٌس ذؼذ ضكذ٠ذ جٌٕمحؽ أػلاٖ ػٍٝ جٌّكٛس٠ٓ جلاقذجغ١١ٓ ٚئرج وحٔص ل١ٍٍس ٠ّىٓ ئػحفس ٔمحؽ ئػحف١س.6

𝑓 𝑥  𝑥3   ٌذجٌسججسعُ ِٕكٕٟ   9𝑥 

 الحل

   أٚعغ ِؿحي ٌٍذجٌس ٘ٛ .1

 :ئ٠ؿحد ٔمحؽ جٌطمحؽغ ِغ جٌّكٛس٠ٓ.2

𝑥 ػٕذِح     ⇒  𝑦  𝑓       3  9       ⇒         جٌظحدجش ِكٛس جٌطمحؽغ ِغ 

𝑦 ػٕذِح     ⇒ 𝑥3  9𝑥     ⇒ 𝑥 𝑥  9     

  ⇒ 𝑥 𝑥  3  𝑥  3      

𝑥  أِح 𝑥  أٚ       3     ⇒ 𝑥 𝑥  أٚ  3   3     ⇒ 𝑥   3 
      ٚ    3   ٚ    3    :جٌطمحؽغ ِغ ِكٛس جٌغ١ٕحش ∴

 :ٔخطرش ضٕحظش جٌذجٌس قٛي جٌّكٛس٠ٓ.3

𝑓  𝑥    𝑥 3 ⇒ قٛي ِكٛس جٌظحدجش  9  𝑥   𝑥3  9 ≠ 𝑓 𝑥  ⇒  غ١ش
 ِطٕحظشز

𝑓 𝑥    𝑥3  ⇒ قٛي ٔمطس جلأطً  9𝑥   𝑥3  9 

 :ضطُ ػ١ٍّس سعُ جٌذٚجي ذٛجعطس جٌطفحػً ذحضرحع جٌخطٛجش جٌطح١ٌس

 21 يضبل
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-  -  -  -  + + + + 
   𝑓′′ 𝑥إشارة 

𝑓  𝑥  3𝑥  9 

𝑓   𝑥  6𝑥 

  𝑓  𝑥   𝑥3  9    ∴ 𝑓  𝑥   𝑓 𝑥   ⇒ ِطٕحظشز 

 :جٌٕٙح٠حش جٌكشؾس ِٕٚحؽك جٌطضج٠ذ ٚجٌطٕحلضئ٠ؿحد .4

   3𝑥  9     3   ⇒ 𝑥  3      

 ⇒  𝑥   3  𝑥   3      

𝑥  أما     𝑥  أو   3      3 

𝑦  𝑓  3    3 3  9  3    6 3    

𝑦  𝑓   3     3 3  9   3   6 3    

  3 6  3  ٚ  3 6 3      :جٌكشؾس ٟ٘ جٌٕمحؽجقذجغ١حش  ∴

 

 

 

𝑥 𝑥  :ِٕحؽك جٌطضج٠ذ  ∴    3  ٚ  𝑥 𝑥   3   3   : ِٕٚحؽك جٌطٕحلض     3  

 ِك١ٍس ػظّٝٔٙح٠س   3 6 3   جٌٕمطس ٚ ٔٙح٠س طغشٜ ِك١ٍس  3 6  3  جٌٕمطس 

 :ئ٠ؿحد ِٕحؽك جٌطمؼش ٚجٌطكذخ ٚٔمحؽ جلأملاخ.5

   6𝑥     6   ⇒  𝑥      { 2فٟ جٌخطٛز   𝑓 𝑥 ضُ ضؼ٠ٛؼٙح ِغرمح فٟ دجٌس } 

 ضّػً ٔمطس جٔملاخ قغد جلاخطرحس جدٔحٖ        ∴

 

 

 

𝑥 𝑥 : جٌطمؼشِٕحؽك   ∴     

𝑥 𝑥   :ِٕحؽك جٌطكذخ     

 لا ٔكطحؼ ٌٕمحؽ ئػحف١س ٌزج ٔىْٛ ؾذٚي جٌٕمحؽ ٚٔشعُ ِرحششز.6

𝒙 𝒚  𝒙 𝒚  

𝟎         

𝟑    3    

 𝟑     3    

 𝟑  6 3   3  6 3  

  𝟑 6 3    3 6 3  

 

   3 6 3  

 3    

  3  6 3  

  3    

      

 ( 5-2الشكل )

-  -  -  -  + + + + 
   𝑓′ 𝑥إشارة 
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𝑓  𝑥   𝑥 

𝑓   𝑥    

 𝑓 𝑥  𝑥  4   ٌذجٌسجذحلاعطؼحٔس ذحٌطفحػً جسعُ ِٕكٕٟ 

 الحل

   أٚعغ ِؿحي ٌٍذجٌس ٘ٛ .1

 :ئ٠ؿحد ٔمحؽ جٌطمحؽغ ِغ جٌّكٛس٠ٓ.2

ػٕذِح   𝑥     ⇒  𝑦  𝑓         4   4  ⇒   4      جٌظحدجش ِكٛس جٌطمحؽغ ِغ 

ػٕذِح   𝑦     ⇒ 𝑥  4     ⇒ 𝑥  4    ⇒  𝑥  ∓  
        ٚ         :جٌطمحؽغ ِغ ِكٛس جٌغ١ٕحش ∴

 :ٔخطرش ضٕحظش جٌذجٌس قٛي جٌّكٛس٠ٓ.3

𝑓  𝑥    𝑥   4 ⇒ قٛي ِكٛس جٌظحدجش  𝑥  4  𝑓 𝑥  ⇒ ِطٕحظشز 

 𝑓 𝑥    𝑥  4   𝑥  4  ⇒ قٛي ٔمطس جلأطً

  𝑓  𝑥  𝑥  4    ∴ 𝑓  𝑥 ≠  𝑓 𝑥   ⇒ غ١ش ِطٕحظشز 

 :ئ٠ؿحد جٌٕٙح٠حش جٌكشؾس ِٕٚحؽك جٌطضج٠ذ ٚجٌطٕحلض.4

    𝑥         ⇒  𝑥      { 2فٟ جٌخطٛز   𝑓 𝑥 ضُ ضؼ٠ٛؼٙح ِغرمح فٟ دجٌس }  

  4       :جٌكشؾس ٟ٘ جٌٕمحؽجقذجغ١حش  ∴

 

 

 

𝑥 𝑥  :ِٕحؽك جٌطٕحلض  𝑥 𝑥 : ِٕٚحؽك جٌطضج٠ذ              

 :ئ٠ؿحد ِٕحؽك جٌطمؼش ٚجٌطكذخ ٚٔمحؽ جلأملاخ.5

 جٌذجٌس ِمؼشز فٟ ِؿحٌٙح ∴  جٌّشطمس غحذطس   ∵

 لا ٔكطحؼ ٌٕمحؽ ئػحف١س ٌزج ٔىْٛ ؾذٚي جٌٕمحؽ ٚٔشعُ ِرحششز.6

𝒙 𝒚  𝒙 𝒚  

𝟎  4     4  

          

            

 

 

 

   𝑓′ 𝑥إشارة  + + + +  -  -  -  -
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𝑓  𝑥  5𝑥4 

𝑓   𝑥    𝑥3 

𝑓 𝑥  𝑥5   ٌذجٌسجذحلاعطؼحٔس ذحٌطفحػً جسعُ ِٕكٕٟ 
 

 الحل

   أٚعغ ِؿحي ٌٍذجٌس ٘ٛ .1

 :ئ٠ؿحد ٔمحؽ جٌطمحؽغ ِغ جٌّكٛس٠ٓ.2

ػٕذِح   𝑥     ⇒  𝑦  𝑓       5     ⇒         جٌظحدجش ِكٛس جٌطمحؽغ ِغ 

ػٕذِح   𝑦     ⇒    𝑥5      ⇒  𝑥     ⇒         جٌغ١ٕحش ِكٛس جٌطمحؽغ ِغ 
 :ٔخطرش ضٕحظش جٌذجٌس قٛي جٌّكٛس٠ٓ.3

𝑓  𝑥    𝑥 5 ⇒ قٛي ِكٛس جٌظحدجش   𝑥5 ≠ 𝑓 𝑥  ⇒  ِطٕحظشزغ١ش  

𝑓 𝑥    𝑥5   𝑥5  ⇒ قٛي ٔمطس جلأطً  𝑓  𝑥  ⇒ ِطٕحظشز 
 :ئ٠ؿحد جٌٕٙح٠حش جٌكشؾس ِٕٚحؽك جٌطضج٠ذ ٚجٌطٕحلض.4

   5𝑥4     5   ⇒  𝑥      { 2فٟ جٌخطٛز   𝑓 𝑥 ضُ ضؼ٠ٛؼٙح ِغرمح فٟ دجٌس }  

         :جٌكشؾس ٟ٘ جٌٕمحؽجقذجغ١حش  ∴

 

 

 

 جٌذجٌس ِطضج٠ذز فٟ ِؿحٌٙح ∴ 
 :ئ٠ؿحد ِٕحؽك جٌطمؼش ٚجٌطكذخ ٚٔمحؽ جلأملاخ.5

    𝑥3          ⇒  𝑥      { 2فٟ جٌخطٛز   𝑓 𝑥 ضُ ضؼ٠ٛؼٙح ِغرمح فٟ دجٌس }  

 ضّػً جٔملاخ قغد جلاخطرحس جدٔحٖ        جٌٕمطس   ∴

 

 

𝑥 𝑥  :ِٕحؽك جٌطمؼش  𝑥 𝑥 : ِٕٚحؽك جٌطكذخ              

   1  1 : ِػلا  𝑓 𝑥ٔؼٛػّٙح فٟ ( 𝑥)ٔخطحس ل١ّط١ٓ ٌـ  ٔكطحؼ ٔمحؽ ئػحف١س .6

𝑦  𝑓 1   1 5   1      ⟹  1 1  

𝑦  𝑓  1    1 5    1   ⟹   1  1  

𝒙 𝒚  𝒙 𝒚  

          

1 1  1 1  

 1  1   1  1  

 

 

 + + + + 
   𝑓′ 𝑥إشارة 

 + + + + 

   𝑓′′ 𝑥إشارة  + + + +  -  -  -  -

 1    

  1    

     

 (7-2الشكل )
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𝑓  𝑥  3𝑥  1 𝑥  9 

𝑓 𝑥  𝑥3   ٌذجٌسجذحلاعطؼحٔس ذحٌطفحػً جسعُ ِٕكٕٟ   6𝑥  9𝑥 

 الحل

   أٚعغ ِؿحي ٌٍذجٌس ٘ٛ .1

 :ئ٠ؿحد ٔمحؽ جٌطمحؽغ ِغ جٌّكٛس٠ٓ.2

ػٕذِح   𝑥     ⇒  𝑦  𝑓       ⇒         جٌظحدجش ِكٛس جٌطمحؽغ ِغ 

ػٕذِح   𝑦     ⇒ 𝑥3  6𝑥  9𝑥  (ػحًِ ِشطشن)    

  ⇒ 𝑥 𝑥  6𝑥  (ضؿشذس)     9 

 ⇒  𝑥 𝑥  3  𝑥  3    

𝑥  أِح   𝑥  أٚ        3     ⇒ 𝑥  3 
      ٚ    3    :جٌطمحؽغ ِغ ِكٛس جٌغ١ٕحش ∴

 :ٔخطرش ضٕحظش جٌذجٌس قٛي جٌّكٛس٠ٓ.3

𝑓  𝑥    𝑥 3 ⇒ قٛي ِكٛس جٌظحدجش  6  𝑥   9  𝑥   𝑥3  6𝑥  9𝑥 

  ≠ 𝑓 𝑥  ⇒  ِطٕحظشزغ١ش  

𝑓 𝑥    𝑥3  ⇒ قٛي ٔمطس جلأطً  6𝑥  9𝑥   𝑥3  6𝑥  9𝑥 

  ≠ 𝑓  𝑥  ⇒  ِطٕحظشزغ١ش  

 :ئ٠ؿحد جٌٕٙح٠حش جٌكشؾس ِٕٚحؽك جٌطضج٠ذ ٚجٌطٕحلض.4

   3𝑥  1 𝑥  9     3  ⇒ 𝑥  4𝑥  3   (ضؿشذس)    

  ⇒  𝑥  3  𝑥  1    

𝑥 أِح    3    ⇒   𝑥 𝑥  أٚ    3   1     ⇒ 𝑥  1 

𝑦  𝑓 3   3 3  ٔمطس قشؾس    3  ⇒          3 9   3 6 

𝑦  𝑓 1   1 3  ٔمطس قشؾس  4 1  ⇒   4   1 9   1 6 

 

 

 

𝑥 𝑥  :ِٕحؽك جٌطضج٠ذ  ∴  1  ٚ   𝑥 𝑥   3  1 : ِٕٚحؽك جٌطٕحلض     3 

 ٔٙح٠س طغشٜ ِك١ٍس    3 ٚجٌٕمطس  ّٝ ِك١ٍسظٔٙح٠س ػ  4 1 جٌٕمطس   

-  -  -  -  + + + + 
   𝑓′ 𝑥إشارة 

 + + + + 
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𝑓   𝑥  6𝑥  1  

 :ئ٠ؿحد ِٕحؽك جٌطمؼش ٚجٌطكذخ ٚٔمحؽ جلأملاخ.5

  6𝑥  1     6   ⇒ 𝑥       ⇒  𝑥        

𝑦  𝑓       3  6     9    8   4  18        

 ضّػً جٔملاخ قغد جلاخطرحس جدٔحٖ        جٌٕمطس   ∴

 

 

𝑥 𝑥  :ِٕحؽك جٌطمؼش  𝑥 𝑥 : ِٕٚحؽك جٌطكذخ              

جخطشٔح٘ح عحٌرس ٌؼذَ ضٛفش ل١ّس }  1  : ِػلا  𝑓 𝑥ٔؼٛػّٙح فٟ ( 𝑥)ٔخطحس ل١ّس ٌـ  ٔكطحؼ ٔمحؽ ئػحف١س .7

 {فٟ جٌٕمحؽ جػلاٖ (𝑥)عحٌرس ٌـ

𝒙 𝒚  𝒙 𝒚  

          

3    3    

1 4  1 4  

          

 1  16   1  16  

 

 

-  -  -  -  + + + + 
   𝑓′′ 𝑥إشارة 

      

 1 4  

  1  16  

       3    

 :جٌذٚجي جلأض١سذحلاعطؼحٔس ذحٌطفحػً جسعُ ِٕكٕٟ جٌذجٌس ٌىً ِٓ ( 1ط

a. 𝑓 𝑥  𝑥3  3𝑥 

b. 𝑓 𝑥  𝑥4   𝑥   

c. 𝑓 𝑥  𝑥   𝑥  1 

d. 𝑓 𝑥  1  𝑥   

e. 𝑓 𝑥  𝑥3  𝑥  

 (3-2)رًبسٍٚ 

 (8-2الشكل )
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 .٠ىْٛ أطغش ِح ٠ّىِٓح جٌؼذد جٌزٞ ئرج أػ١ف جٌٝ ِشذؼٗ 

 الحل

  𝑥ِشذغ جٌؼذد   ∴  𝑥ٔفشع جْ جٌؼذد  
 𝐴  ٔفشع جْ ٔحضؽ جلإػحفس

𝐴  𝑥  𝑥   

 1   𝑥     ⇒   𝑥   1      ⇒ 𝑥  
; 

 
 

  ٠ؿد أْ ضظٙش ٔٙح٠س طغشٜ ِك١ٍس ∴ ألً ِح ٠ّىٓ ∵

 
 
 

 ذؼذ جلاخطرحس ٔلاقع جْ  
 

 
    جٌؼذد  ∴  ٔٙح٠س طغشٜ ِك١ٍس 

 

 
  

𝐴′  1   𝑥 

 رطجٛمبد ػهٗ انًشزمخ. 6.5

 . تطبٌقات عملٌة على النهاٌات العظمى والصغرى1.6.5

٠ّىٕٕح ٘زج جٌططر١ك ِٓ ج٠ؿحد جورش جٚ جطغش جٚ جلً ل١ّس ٌّطغ١ش ِح ػّٓ ششٚؽ ِؼ١ٕس ِؼطحز فٟ جٌغإجي ، ٚعٕططشق 

 .ٌرؼغ جلأِػٍس ػٍٝ رٌه ِغ ضٛػ١ف ٌخطٛجش جٌكً

 

 

 

  

أٚ ( أورش ِح ٠ّىٓ)١ض ذذي ػرحسز ، غُ ٔفشع ِطغ١ش ِّ( جػذجد)ٔمَٛ ذفشع ِطغ١شجش ذذي جٌّؿح١ً٘ .1

 (.أطغش ِح ٠ّىٓ)

 .ي، ضؼطٝ ِرحششز فٟ جٌغإج( أطغش ِح ٠ّىٓ)أٚ ( أورش ِح ٠ّىٓ)ِشضرطس ذؼرحسز (: 1)ٔؿذ ػلالس سلُ .2

ضكطٛٞ ػٍٝ ( 2)ػٍٝ ِطغ١ش٠ٓ ٕ٘ح ٠ؿد جْ ٔؿذ ػلالس سلُ ( 1)جرج جقطٜٛ جٌطشف جلأ٠ّٓ ٌٍؼلالس سلُ .3

 -:ِٓ خلاي( 1)ٔفظ جٌّطغ١ش٠ٓ فٟ جٌؼلالس 

i.ػلالس ِرحششز ضؼطٝ فٟ جٌغإجي. 

ii.دجٌس ضكٛي جٌٝ ػلالس . 

 {فٟ ؽشفٙح جلا٠ّٓ ػٍٝ ِطغ١ش ٚجقذ فمؾ( 1)ئرج جقطٛش جٌؼلالس سلُ ( 2)سلُ ٌطى٠ٛٓ ػلالس  قحؾسلا }

 (. 1)فٟ ػلالس سلُ ( 2)ٔؼٛع ػلالس سلُ .4

 .ٌغشع جلاشطمحق غُ ٔشطمٙح( 1)٠طُ ضرغ١ؾ ػلالس سلُ .5

 .ٚٔؿذ ل١ّس جٌّطغ١ش ِٓ خلاي جٌّؼحدٌس ٔظفش جٌّشطمس.6

، ٔطكمك ِٓ جٔٙح ٔٙح٠س ػظّٝ ( أورش ِح ٠ّىٓ)ٔخطرش جٌّطغ١ش ػٍٝ خؾ جلاػذجد فحرج وحْ جٌّطٍٛخ .7

، فٕطكمك ِٓ جٔٙح ٔٙح٠س طغشٜ ٚضًّٙ ( أطغش ِح ٠ّىٓ)ٚجرج وحْ جٌّطٍٛخ ... ٚضًّٙ جٌظغشٜ

 .جٌؼظّٝ

 (.2)ٔؿذ ل١ّس جٌّطغ١ش جٌػحٟٔ جْ ٚؾذ ق١ع ٠طُ جٌطؼ٠ٛغ فٟ جٌؼلالس سلُ .8

 .   ٠ؿد ػ١ٍٕح جْ ٔشعُ ِٚٓ خلاي جٌشعُ ضظٙش ٌذ٠ٕح ذؼغ ٌٍؼلالحش.9

 :ِٓ أعثٍس ضطر١محش جٌٕٙح٠حش ٔطرغ جٌخطٛجش جٌطح١ٌسٌكً أٞ عإجي 

 + + + + 
   𝑓′ 𝑥إشارة 
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𝟐
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 . التطبٌقات الفٌزٌائٌة على المشتقة5.6.5

  -: ضطؼّٓ ٘زٖ جلأعثٍس

 .         :ٚٚقذضٙح        جلاصجقس ٠شِض ٌٙح  .1

 .                 :ٚٚقذضٙح        جٌغشػس ٠شِض ٌٙح  .2

                    :ٚٚقذضٗ        جٌطؼؿ١ً ٠شِض ٌٗ  .3

 

 

  

𝑥  𝑦  75  …     

𝑥  75  𝑦 …  3  

𝐴   75  𝑦  𝑦  

 .ٚقحطً ػشخ أقذّ٘ح فٟ ِشذغ ج٢خش أورش ِح ٠ّىٓ( 75)ػذدجْ ِٛؾرحْ ِؿّٛػّٙح 

 الحل

 𝑦جْ جٌؼذد جٌػحٟٔ  ٔفشعٚ  𝑥ٔفشع جْ جٌؼذد جلاٚي  

 𝐴  ٔفشع جْ قحطً جٌؼشخ

𝐴  𝑥𝑦         …  1   

 (2)ِٓ جٌّؼحدٌس ( 3)ٔىْٛ ِؼحدٌس 

 (1)ِٓ جٌّؼحدٌس ( 3)ٔؼٛع ِؼحدٌس 

  75𝑦  𝑦3 

𝐴  15 𝑦  3𝑦  ⇒  15 𝑦  3𝑦     3   ⇒ 5 𝑦  𝑦    

  ⇒ 𝑦 5  𝑦    

𝑦   أِح 𝑦  5  أٚ   {٠ًّٙ لاْ جٌؼذدجْ ِٛؾرحْ}        ⇒ 𝑦  5   

 

 

 

𝑦جٌؼذد جٌػحٟٔ ٘ٛ   ∴ ِك١ٍس ػظّٝٔٙح٠س    5ذؼذ جلاخطرحس ٔلاقع جْ    5  
 𝑥ٌٕؿذ ل١ّس  (3)ِؼحدٌس  فٟ 𝑦ل١ّس ٔؼٛع 

𝑥  75  5  ⇒   𝑥   5     جلأٚيجٌؼذد  

 

 + + + + 

   𝑓′ 𝑥إشارة 
 ٌهمل  - - - -  - - - -

⟹   𝑑 جٌّغحفس   𝑠 جلأصجقس  
جشطمحق

⟹     𝑣 جٌغشػس       
جشطمحق

    𝑎 جٌطؼؿ١ً   

 26 يضبل

 5يلاحظخ



 
  جٌّشطمس – جٌػحٟٔجٌفظً 

 
64 

  

𝑑 𝑡  96𝑡لزف ؾغُ ٔكٛ جلأػٍٝ ػٓ عطف جلأسع ذاصجقس ِؼشفس ذحٌؼلالس   16𝑡   ق١ع𝑑 

 :جٌضِٓ ذحٌػٛجٟٔ ؾذ  𝑡جلاصجقس ذحلأِطحس ٚ 

 .جٌؿغُ ذؼذ غح١ٔط١ٓعشػس (1

= ٠ظً جٌؿغُ جٌٝ جلظٝ جسضفحع ػٕذِح ضظرف عشػطٗ : ِلاقظس.   }ِطٝ ٠ظً جٌؿغُ جٌٝ جلظٝ جسضفحع(2

0.} 

 الحل

  𝑑′ 𝑡  ِشطمس جلاصجقس    𝑣 𝑡جٌغشػس (1

𝑣 𝑡  𝑑  𝑡  96 ⇒ (ئ٠ؿحد لحْٔٛ جٌغشػس)  3 𝑡 

 𝑣    96  3     

  96  64  3  𝑚 𝑠𝑒𝑐 

 ٌٛطٛي جٌؿغُ لألظٝ جسضفحع     𝑣 𝑡ٔؼٛع ذحٌغشػس (2

 96  3 𝑡    

  96  3 𝑡  3  

 𝑡  3 𝑠𝑒𝑐   غٛجٟٔ ٠3ظً جٌؿغُ لألظٝ جسضفحع ذؼذ  

سرعة الجسم بعد ثانٌتٌن 

𝑡ٌعنً     

𝑑 𝑡  𝑡3ؾغُ ٠طكشن ػٍٝ خؾ ِغطم١ُ ٚفك جٌؼلالس   3𝑡  5   ق١ع𝑑  ٚ جلاصجقس ذحلاِطحس

𝑡  جٌضِٓ ذحٌػٛجٟٔ ؾذ: 

 .غٛجٟٔ ِٓ ذذء جٌكشوس 3عشػس جٌؿغُ ذؼذ (1

 {.   𝑣 𝑡 ٠ؼٕٟ  جٔؼذجَ عشػس جٌؿغُ}  .ضؼؿ١ً جٌؿغُ ػٕذِح ضٕؼذَ عشػطٗ(2

 . 𝑚 𝑠𝑒𝑐 6جلاصجقس جٌطٟ ٠مطؼٙح جٌؿغُ ػٕذِح ٠ظرف ضؼؿ١ٍٗ (3

 الحل

  𝑑′ 𝑡  ِشطمس جلاصجقس    𝑣 𝑡جٌغشػس (1

 𝑣 𝑡  𝑑  𝑡  3𝑡  6𝑡 

 𝑣 3  3 3   6 3  

   7  18  9 𝑚 𝑠𝑒𝑐 
  𝑣′ 𝑡  ِشطمس جٌغشػس    𝑎 𝑡جٌطؼؿ١ً (2

( جٌطؼؿ١ًئ٠ؿحد لحْٔٛ  ) ⇒ 𝑎 𝑡  𝑣  𝑡  6𝑡  6 

 لأؼذجَ عشػس جٌؿغُ     𝑣 𝑡 ٔؼٛع ذحٌغشػس 

  3𝑡  6𝑡     3 

 𝑡   𝑡     ⇒  𝑡 𝑡       

𝑡   أِح   𝑡  أٚ   ٠ًّٙ          ⇒ 𝑡  جٌضِٓ جٌزٞ ضٕؼذَ ف١ٗ جٌغشػس    

( ػٕذ جٔؼذجَ جٌغشػس جٌطؼؿ١ً ) ⇒ 𝑎    6    6 

  1  6  6 𝑚 𝑠𝑒𝑐   

 27 يضبل

 28 يضبل
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 طجٛك انُٓذعٙ نهًشزمخزان .3.6.5

 .ضىّٓ أ١ّ٘س جٌّشطمس فٟ ئ٠ؿحد ١ًِ جٌّغطم١ُ جٌّّحط لاٞ ٔمطس ِٓ ٔمحؽ ِٕكٕٟ جٌذجٌس

 :ق١ع أْ

 

  

ٌىٟ ٔؼٛػٗ فٟ لحْٔٛ جلاصجقس ، ٌزج ٔكظً ػ١ٍٗ ِٓ جٌّؼطٝ  𝑡ٔكطحؼ ٌضِٓ   𝑑 𝑡ئصجقس جٌؿغُ  لإ٠ؿحد(3

(𝑎 𝑡  6) 

  𝑎 𝑡  6 

   6𝑡  6  6  ⇒  6𝑡  1   6 ⇒ 𝑡   𝑠𝑒𝑐  ِٓجٌض 

𝑑       3 ⇒ (ٔؼٛع جٌضِٓ لا٠ؿحد جلاصجقس)  3     5   8  1  5 

   1𝑚 جلاصجقس جٌّمطٛػس  

𝑦  𝑦  𝑚 𝑥  𝑥   

 .ٔشطك جٌذجٌس.1

 .فٟ ِشطمس جٌذجٌس لا٠ؿحد ج١ًٌّ 𝑥ٔؼٛع ػٓ ل١ّس .2

 .، ٚذزٌه ضطىْٛ ٌذ٠ٕح جقذجغ١حش ٔمطس 𝑦فٟ جٌذجٌس جلاط١ٍس لا٠ؿحد ل١ّس  𝑥ٔؼٛع ل١ّس .3

 .٠ظرف ٌذ٠ٕح ١ًِ ٚٔمطس.4

 :ٔؿذ ِؼحدٌس جٌّّحط ِٓ ج١ًٌّ ٚجٌٕمطس ذحعطخذجَ جٌمحْٔٛ.5

 :ٔطرغ جٌخطٛجش جلأض١س لإ٠ؿحد ِؼحدٌس جٌّّحط ٌّٕكٕٟ أٞ دجٌس

𝑚 
 ١ًِ جٌّّحط

 𝑓′ 𝑥    
ِشطمس جٌذجٌس

 

𝑓 𝑥  𝑥3ؾذ ِؼحدٌس جٌّّحط ٌّٕكٕٟ جٌذجٌس     𝑥 𝑥ػٕذ     1   1. 

 الحل

𝑚   ⟹ (ج١ًٌّ ػٕذ أٞ ٔمطس)  𝑓  𝑥  3𝑥      ⟹   𝑚  3𝑥            
ِؼحدٌس ١ًِ جٌّّحط

    

(𝑥 ج١ًٌّ ػٕذ  1  ) ⟹ 𝑚 1  3 1       3  (ج١ًٌّ)    1        
 :𝑦ذحٌذجٌس جلاط١ٍس لا٠ؿحد ل١ّس  𝑥 ٔؼٛع ػٓ ل١ّس

  𝑦  𝑓 1   1 3    1  1      1 (ٔمطس جٌطّحط)   9 1  ⟹    9     1     
 :ٔمطس جٌطّحط ٚج١ًٌّ ذّؼحدٌس جٌّغطم١ُٔؼٛع 

  𝑦  𝑦  𝑚 𝑥  𝑥    
  𝑦  9  1 𝑥  1  
  𝑦  9  𝑥  1 
  𝑥  𝑦  8           ( طم١ُ جٌّّحطغِؼحدٌس جٌّ ) 
 

 29 يضبل
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𝑦   ؾذ ِؼحدٌس جٌّّحط ٌّٕكٕٟ جٌذجٌس  𝑥  1   ػٕذ ٔمطس ضمحؽؼٗ ِغ ِكٛس جٌظحدجش. 

 الحل

𝑥ٔؼٛع   :ذحٌذٌس جلاط١ٍس لا٠ؿحد ٔمطس جٌطمحؽغ ِغ ِكٛس جٌظحدجش ٚجٌطٟ ضّػً ٔمطس جٌطّحط    

  𝑦  𝑓         1 

  1 

  1    ⟹ (جقذجغ١حش ٔمطس جٌطّحط)

 :ٔشطك جٌذجٌس جلاط١ٍس لإ٠ؿحد ِؼحدٌس ١ًِ جٌّغطم١ُ جٌّّحط

𝑚     ⟹ (ج١ًٌّ ػٕذ أٞ ٔمطس)  𝑓′ 𝑥   𝑥    

(𝑥 ج١ًٌّ ػٕذ     ) ⟹ 𝑚              

 :ٔمطس جٌطّحط ٚج١ًٌّ ذّؼحدٌس جٌّغطم١ُٔؼٛع 

  𝑦  𝑦  𝑚 𝑥  𝑥    

  𝑦  1    𝑥     

 𝑦  1           ( طم١ُ جٌّّحطغِؼحدٌس جٌّ ) 

 

𝑓 𝑥   𝑥  3𝑥ؾذ ِؼحدٌس جٌّّحط ٌّٕكٕٟ جٌذجٌس   𝑥ػٕذ    1    . 

 الحل

𝑚   ⟹ (ج١ًٌّ ػٕذ أٞ ٔمطس)  𝑓  𝑥  4𝑥  3 

(𝑥 ج١ًٌّ ػٕذ     ) ⟹ 𝑚    4    3 

  8  (ج١ًٌّ)    11      3 

 :𝑦ذحٌذجٌس جلاط١ٍس لا٠ؿحد ل١ّس  𝑥 ٔؼٛع ػٓ ل١ّس

  𝑦  𝑓          3    1    

   8  6  1    15    

  15    ⟹ (جقذجغ١حش ٔمطس جٌطّحط)

 :ٔمطس جٌطّحط ٚج١ًٌّ ذّؼحدٌس جٌّغطم١ُٔؼٛع 

  𝑦  𝑦  𝑚 𝑥  𝑥    

  𝑦  15  11 𝑥     

  𝑦  15  11𝑥     

  11𝑥  𝑦  7           ( طم١ُ جٌّّحطغِؼحدٌس جٌّ ) 

 

 30 يضبل

 31 يضبل
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 رطجٛمبد انًشزمخ فٙ الالزظبد. 9.6.5

 -:أْ ضطر١محش جٌّشطمس فٟ جلالطظحد ضؼطّذ ػٍٝ جلأِٛس جلأسذؼس جدٔحٖ

     سِض٘ح    دجٌس جٌىٍفس جٌى١ٍس  .1

     ′    سِض٘ح     دجٌس جٌىٍفس جٌكذ٠س .2

 {ٍّس قذ٠س ضؼٕٟ جشطمحقو: ِلاقظس} 

   سِض٘ح     دجٌس ِؼذي جٌىٍفس جٌى١ٍس .3
    

 
 

 ′     ِؼذي جٌىٍفس جٌكذ٠س .4

  

 

 

 

 

 

 

  

 (𝑥)ٚٔكً جٌّؼحدٌس ٚٔؿذ ل١ّس     𝐴𝐶 ٔؿؼً  ( 𝑥)لإ٠ؿحد قؿُ جلإٔطحؼ 

  𝐶 𝑥ٌطىٓ دجٌس جٌىٍفس جٌى١ٍس 
 

 
𝑥   𝑥  :ؾذ 5 

  .دجٌس جٌىٍفس جٌكذ٠س(1

 .دجٌس ِؼذي جٌىٍفس جٌى١ٍس(2

 الحل

1) 𝑀𝐶  𝐶  𝑥  
 

 
  𝑥        𝑥     

2) 𝐴𝐶  
𝐶 𝑥 

𝑥
 

1

2
𝑥2; 𝑥:5

𝑥
    

1

2
𝑥2

𝑥
 

 𝑥

𝑥
 

5

𝑥
     

 

 
𝑥    

5

𝑥
 (ِؼذي جٌىٍفس جٌى١ٍس)  

 

𝐶 𝑥  3𝑥  6 𝑥ٔطحؼ عٍؼس ِح  ٌٕفشع أْ دجٌس جٌىٍفس جٌى١ٍس لإ  :ؾذ    1 

  .دجٌس جٌىٍفس جٌكذ٠س(1

 .دجٌس ِؼذي جٌىٍفس(2

 .دجٌس ِؼذي جٌىٍفس جٌكذ٠س(3

 .ِؼذي قؿُ جلإٔطحؼ جٌزٞ ٠ؼطٟ جلً(4

 الحل

1) 𝑀𝐶 ⟹(دالة الكلفة الحدٌة)  𝐶  𝑥  6𝑥  6  

2) ⟹(دالة معدل الكلفة) 𝐴𝐶  
𝐶 𝑥 

𝑥
 

3𝑥2

𝑥
 

60𝑥

𝑥
 

  00

𝑥
     3𝑥  6  

  00

𝑥
 

3) ⟹(دالة معدل الكلفة الحدٌة) 𝐴𝐶  3  
;  00

𝑥2   

   3  
  00

𝑥2  

 32 يضبل

 33 يضبل

 3يلاحظخ
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 .، ِٚؿّٛع ِشذؼ١ّٙح ألً ِح ٠ّىٓ( 20)ِح جٌؼذدجْ جٌٍزجْ ِؿّٛػّٙح  .1

   .ذك١ع أْ قحطً ػشخ أقذّ٘ح فٟ ِىؼد جلأخش ٠ىْٛ جورش ِح ٠ّىٓ جٌٝ ؾضت١ٓ(  6)لغُ جٌؼذد . 2

𝑣 𝑡  3𝑡  6𝑡ؾغُ ٠طكشن ػٍٝ خؾ ِغطم١ُ ٚفك جٌؼلالس عشػس   𝑣 𝑡ٌطىٓ  .3 ق١ع  أْ   9 

 :ؾذجٌضِٓ ذحٌػٛجٟٔ  𝑡ذحلاِطحس ٚ  𝑑جلاصجقس 

𝑡)جٌغشػس ػٕذِح جٌضِٓ .أ    ). 

 .     𝑎 𝑡 جٌغشػس ػٕذِح جٌطؼؿ١ً .خ

𝑣 𝑡  𝑡3ؾغُ ٠طكشن ػٍٝ خؾ ِغطم١ُ ٚفك جٌؼلالس عشػس   𝑣 𝑡ٌطىٓ  .4  𝑡  5  ؾذ جٌغشػس ػٕذِح 

 (. 𝑚 𝑠𝑒𝑐 8)جٌطؼؿ١ً ٠غحٚٞ 

جٌضِٓ  𝑡ٚ  ذحلأِطحس 𝑑ق١ع جلاصجقس  𝑑 𝑡   4𝑡  𝑡3ؾغُ ضكشن ػٍٝ خؾ ِغطم١ُ ٚفك جٌؼلالس  .5

 :ذحٌػٛجٟٔ ؾذ

 .غح١ٔس ِٓ ذذء جٌكشوس 2جٌغشػس ذؼذ .أ 

 .     𝑎 𝑡 جلاصجقس ػٕذِح جٌطؼؿ١ً .خ 

𝐶 𝑥  15   3 𝑥ِٓ ٚقذجش عٍؼس ٟ٘   𝑥ٌٕفشع جْ جٌىٍفس جٌى١ٍس ٌظٕغ  6.  
 0

𝑥
، ؾذ جٌىٍفس  

 .50جٌكذ٠س ػٕذِح ٠ىْٛ ػذد جٌٛقذجش جٌّظٕٛػس 

𝑓 𝑥  𝑥   𝑥ؾذ ِؼحدٌس جٌّّحط ٌّٕكٕٟ جٌذجٌس  .7 𝑥ػٕذ  1   1. 

𝑓 𝑥  𝑥3ؾذ ِؼحدٌس جٌّّحط ٌّٕكٕٟ جٌذجٌس  .8  .𝑦ػٕذ ٔمطس ضمحؽؼٗ ِغ ِكٛس  1 

 

 (5-2)رًبسٍٚ 

4) ⟹(إٌجاد حجم الانتاج) 𝐴𝐶     ⟹   3  
  00

𝑥2    

 
  00

𝑥2  3    ⟹  3𝑥  1     3 

  𝑥  4   (ٓؾزس جٌطشف١) 

  𝑥  (جٌغحٌد ٠ًّٙ لاْ قؿُ جلإٔطحؼ ل١ّس ِٛؾرس)   ± 

  𝑥 جلإٔطحؼ قؿُ        
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 الأْذاف انغهٕكٛخ

ٚزؼشف انطبنت ػهٗ يفٕٓو انزكبيم 

ٚزؼشف انطبنت ٔٚغزٕػت انمٕاػذ الأعبعٛخ فٙ حم يغبئم انزكبيم 

ّٚزؼشف انطبنت ػهٗ يفٕٓو انزكبيم انًحذد ٔخٕاط 

ٚزًكٍ انطبنت يٍ إٚغبد انًغبحبد انًحذدح ثًُحُٙ انذانخ ٔيحٕس انغُٛبد 

 الأيٕس انحٛبرٛخ رطجٛمبد انزكبيم فٙػهٗ ٚزؼشف انطبنت 

 

 انجُٕد

 يفٕٓو انزكبيم3-1

 لبٌَٕ انزكبيم انغٛش يحذد3-5

 زكبيم انغٛش انًحذدهانمٕاػذ الأعبعٛخ ن3-3

 انزكبيم انًحذد3-9

 خٕاص انزكبيم انًحذد3-2

 انًغبحخ انًحذدح ثبنًُحُٙ ٔانًحٕس3-6

 رطجٛمبد ػهٗ انزكبيم3-0
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              -انزـكبيــم  -انفظم انضبنش  

 يفٕٓو انزكبيم. 1.3

ضٛؾذ فٟ جٌش٠حػ١حش جٌىػ١ش ِٓ جٌؼ١ٍّحش جٌؼىغ١س ، جٌطشـ ػىظ جٌؿّغ ، جٌؼشخ ػىظ جٌمغّس، جٌؿزس ػىظ 

 .ٚفٟ جٌّشجقً جٌغحذمس دسعٕح ػ١ٍّس جلاشطمحق. جٌشفغ ذك١ع جْ وً ِٕٙح ضض٠ً ضأغ١ش جلأخشٜ 

فٟ ٘زج جٌفظً عٕذسط ػ١ٍّس ػىظ جلاشطمحق ٚٔمظذ ذؼىظ جلاشطمحق ػ١ٍّس ئ٠ؿحد جٌظ١غس جٌؼحِس ٌٍذجٌس جٌطٟ 

ذأعطؼّحي ٘زج جٌشِض       ٚٔؼرش ػٓ ػ١ٍّس ػىظ جلاشطمحق ٌٍذجٌس  ( ∫)ذحٌشِض  ٌٍطىحًِأػط١ص ِشطمطٙح ٠ٚشِض 

 :ذحٌظٛسز 

 ∫               

 لبٌَٕ انزكبيم. 5.3

 

 

 زكبيم انغٛش يحذد نه انمٕاػذ الأعبعٛخ. 3.3

1. ∫             ∫                  

2. ∫     ±         ∫       ± ∫        

3. ∫         ′       
        1

 : 
  (ػذد قم١مٟ   )    

 

  

∫ xn   
xn 1

n: 
 c  , n ≠  1   ,   𝒄 ٟػذد قم١م 

 : ؾذ ل١ّس جٌطىحِلاش جلاض١س

1. ∫4𝑥  𝑑𝑥 2.∫5𝑥3  3𝑥  3𝑥  𝑑𝑥 3.∫ 𝑥  1   𝑥  3 𝑑𝑥 

 الحل

1. ∫4𝑥  𝑑𝑥     = 4 ∫𝑥 𝑑𝑥     4
𝑥3

3
 𝑐 

2. ∫ 5𝑥3  3𝑥  3𝑥   𝑑𝑥  = ∫5𝑥3 𝑑𝑥  ∫3𝑥 𝑑𝑥  ∫3𝑥 𝑑𝑥   

    
5𝑥4

4
 

3𝑥3

3
 

3𝑥2

 
 𝑐  

5

4
𝑥4  𝑥3  

3

 
𝑥  𝑐    

 1 يضبل
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3. ∫  𝑥  1   𝑥  3            
لتكاملا فتح الاقواس قبل 

𝑑𝑥   ∫  𝑥3  3𝑥   𝑥  3  𝑑𝑥  

    
 𝑥4

4
 

3𝑥3

3
 

 𝑥2

 
 3𝑥  𝑐 

    
 

 
𝑥4  𝑥3  𝑥  3𝑥  𝑐 

 

 : ؾذ ل١ّس جٌطىحِلاش جلاض١س

1. ∫  𝑥53
 𝑑𝑥 2. ∫ 𝑥  𝑑𝑥   

 الحل

1. ∫  𝑥53
 𝑑𝑥       ∫ 𝑥

5

3𝑑𝑥    
𝑥

5
3
 1

5

3
: 

 𝑐   

    
𝑥

8
3

8

3

 𝑐  

   
3

8
𝑥

8

3  𝑐  
3

8
 𝑥83

 𝑐    

2. ∫ 𝑥   𝑑𝑥  = ∫𝑥
1

2 𝑑𝑥  
𝑥

1
2
 1

1

2
: 

 𝑐   

    
𝑥

3
2

3

2

 𝑐  

   
 

3
𝑥

3

2  𝑐  
 

3
 𝑥3  𝑐    

 

 ٚذؼذ٘ح ٔىحًِ جٌّمذجس -جسؾحػٗ جٌٝ لٛز وغش٠س -ػٕذ جؾشجء ضىحًِ ٌذجٌس ؾزس٠س ٠ؿد جٌطخٍض ِٓ جٌؿزس 

𝑥𝑚      وغش٠س  ؽش٠مس جسؾحع جٌؿزس جٌٝ لٛز
𝑛

 𝑥
𝑚

𝑛  ٟٕ(ٔمغُ لٛز دجخً جٌؿزس ػٍٝ لٛز جٌؿزس)٠ؼ 

𝑥 √ :ِػحي  4 32
  𝑥  4 

3

2  

 {٘زٖ جٌخحط١س ػىغ١س جٞ ذحلإِىحْ جسؾحع جٌمٛز جٌىغش٠س جٌٝ ؾزس}

 تذكٌر

 5 يضبل

 1يلاحظخ
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 : ؾذ ل١ّس جٌطىحِلاش جلاض١س

 1.∫
𝑥4;8𝑥 

𝑥; 
𝑑𝑥 2.∫

  𝑥2;3 
2
;9

𝑥2  𝑑𝑥 3. ∫
 

𝑥3 𝑑𝑥 

 الحل

1. ∫
𝑥4;8𝑥 

𝑥; 
𝑑𝑥  =  ∫

𝑥 𝑥3;8 

𝑥; 
𝑑𝑥   ∫

𝑥 𝑥;   𝑥2: 𝑥:4 

𝑥; 
𝑑𝑥   

    ∫ 𝑥3   𝑥  4𝑥 𝑑𝑥  

    
𝑥4

4
 

 𝑥3

3
 

4𝑥2

 
 𝑐   

    
 

4
𝑥4  

 

3
𝑥3   𝑥  𝑐 

2. ∫
  𝑥2;3 

2
;9

𝑥2  𝑑𝑥   ∫
   𝑥2;3 ;3    𝑥2;3 :3  

𝑥2 𝑑𝑥  

  ∫
  𝑥2;6   𝑥2 

𝑥2 𝑑𝑥  

  ∫ 4𝑥  1   𝑑𝑥   

 ػٕذ ضغ١١ش جلأط ِٓ جٌرغؾ جٌٝ جٌّمحَ أٚ ذحٌؼىظ ضطغ١ش جشحسضٗ ِغ جٌّكحفظس ػٍٝ ئشحسز جلأعحط دْٚ ضغ١١ش

  :ِػحي
 

𝑥4   𝑥;4 

 

 تذكٌر

 :ضرغ١ؾ جٌىغش ٚجٌطخٍض ِٓ جٌّمحَ لرً جؾشجء جٌطىحًِ ٚوّح ٠ٌٍٟىٟ ٔىحًِ دجٌس وغش٠س ٠ؿد 

جرج وحْ جٌرغؾ ٚجٌّمحَ دٚجي ١ٌغص غحذطس ١ٌٚغص دٚجي ِشفٛػس ٌمٛز ، ػٕذ٘ح ٔمَٛ ذطك١ًٍ جٌذٚجي .1 قحٌس

( ػحًِ ِشطشن ، فشق ذ١ٓ ِشذؼ١ٓ ، جٌطؿشذس ، فشق أٚ ِؿّٛع ذ١ٓ ِىؼر١ٓ)ذاقذٜ ؽشق جٌطك١ًٍ 

 .جٌّمحَغُ ٔؿشٞ جخطظحس ذ١ٓ جٌرغؾ ٚ

 :ٕٔمً جٌّمحَ جٌٝ جٌرغؾ ِغ ضغ١١ش جشحسضٗ فٟ جٌكحلاش جلأض١س.2 قحٌس

i. جرج وحْ جٌّمحَ فمؾ ٠كٛٞ جٌّطغ١ش𝑥. 

:   
4

𝑥2  ⟹ 
 ضك٠ًٛ

4𝑥;  ِػحي 

ii.ٌمٛز س، ٚجٌّمحَ ػرحسز ػٓ دجٌس ِشفٛػ ١ٌغص غحذطس جرج وحْ جٌرغؾ ٚجٌّمحَ ػرحسز ػٓ دٚجي.   

:   
 𝑥;5 

 𝑥2; 0𝑥 3
  ⟹ 
ضك٠ًٛ

 𝑥  5  𝑥  1 𝑥 ;3 ِػحي 

 3 يضبل

 5يلاحظخ
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𝑛 دجٌس جٌٚٝ ∫ ×       دجٌس غح١ٔس 
ِشطمس جٌذجٌس جلاٌٚٝ

𝑑𝑥  
 :𝑛 دجٌس جٌٚٝ 

𝑛  1
 𝑐  

 :ٌٍذجٌس جلاٌٌٚٝىٟ ٔؿشٞ ضىحًِ ٌذجٌط١ٓ ِؼشٚذط١ٓ جقذجّ٘ح ِشفٛػس ٌمٛز ٠طٛؾد جْ ضّػً جٌذجٌس جلاخشٜ ِشطمس  

 

 :ؾذ ل١ّس جٌطىحِلاش جلاض١س

1. ∫ 𝑥  1 3  𝑥𝑑𝑥  2. ∫ 𝑥  8  𝑥𝑑𝑥  3. ∫
 𝑥;  

 𝑥2;4𝑥:5 2
 𝑑𝑥 

 الحل 

1. ∫  𝑥  1 3        
دالة مرفوعة لقوة

 𝑥 
مشتقتها

𝑑𝑥   = 
 𝑥2:  

4

4
 𝑐 =  

 

4
 𝑥  1 4  𝑐    

2. ∫  𝑥  8         
دالة مرفوعة لقوة

𝑥 
ٌنقص المتشقة  

𝑑𝑥     
 

  
تقسم على  

∫ 𝑥  8   𝑥 
ضرب بـ 

 𝑑𝑥 

    
 

 
 
 𝑥2:8 

3

3
  𝑐 

    
 

6
 𝑥  8 3  𝑐  

3. ∫
 𝑥;  

 𝑥2;4𝑥:5 2
 𝑑𝑥  ∫ 𝑥  4𝑥  5 ;  𝑥     𝑑𝑥  

    
 

 
∫ 𝑥  4𝑥  5 ;   𝑥  4        

مشتقة الدالة

𝑑𝑥 

    
 

 
 
 𝑥2;4𝑥:5 

−1

; 
 𝑐 

     
 

 
  𝑥  4𝑥  5 ;  𝑐 

 

   
4𝑥3

3
 1 𝑥  𝑐  

  = 
4

3
𝑥3  1 𝑥  𝑐 

3. ∫
 

𝑥3 𝑑𝑥  ∫  𝑥 3 𝑑𝑥    
𝑥−2

; 
 𝑐  

    
 

𝑥2  𝑐 

قمنا بضرب وتقسٌم 

( لحاجتنا لها 2الدالة بـ)

 فً المشتقة

 9 يضبل

 3يلاحظخ
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 (1-3)رًبسٍٚ 

 :٠أضٟ ؾذ ضىحِلاش ولا ِّح( عإجي

1. ∫ 5𝑥3  4𝑥  3 𝑑𝑥 

2. ∫  𝑥  1  𝑥  5 𝑑𝑥  

3. ∫ 3𝑥  5 𝑑𝑥 

4. ∫ 𝑥     𝑥  1  𝑑𝑥  

5. ∫ 𝑥  1   𝑥  3 𝑑𝑥 

6. ∫
 𝑥3;4𝑥2:5  

𝑥2 𝑑𝑥  

7. ∫
 3𝑥2;4 

2
; 6

𝑥2  𝑑𝑥  

8. ∫ 𝑥    𝑥  𝑥 
 
𝑑𝑥  

9. ∫  
𝑥4; 6 

𝑥: 
 𝑑𝑥  

10. ∫ 𝑥  𝑥3  4  𝑑𝑥  

11. ∫  √ 1  3𝑥   5
𝑑𝑥 

12. ∫ 3𝑥  8𝑥  5 6 3𝑥  4 𝑑𝑥 
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 انزكبيم انًحذد. 9.3

       :أٞ جْ      ػىظ ِشطمس       ، ٚوحٔص       دجٌس ِغطّشز فٟ جٌفطشز      جرج وحٔص 

 :فأْ            ′            

 

 جٌكذ جلأػٍٝ ٌٍطىحًِ    ٌٍطىحًِ ٚػٍٝ  جلأدٔٝجٌكذ    ٠طٍك ػٍٝ 

 :خٕاص انزكبيم انًحذد. 2.3

، غ١ش أْ ِٓ أُ٘ خٛجطٗ ٘ٛ أْ ٔحضؽ جٌطىحًِ ٘ٛ ػذد ١ٌٚظ دجٌس وّح فٟ ٔفظ خٛجص جٌطىحًِ جٌغ١ش ِكذد    

 ..جٌطىحًِ غ١ش جٌّكذد

 

 

 

  

∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥   𝐹 𝑥  𝑎
𝑏𝑏

𝑎
   𝐹 𝑏  𝐹 𝑎  

 : ؾذ ل١ّس جٌطىحِلاش جلاض١س

1. ∫ 3𝑥 𝑑𝑥
5

 
  2.∫  𝑥   𝑥 𝑑𝑥

 

 
  3. ∫ 𝑥 𝑥  1  𝑥    𝑑𝑥

4

0
 

 الحل

1. ∫ 3𝑥 𝑑𝑥
5

 
      

3𝑥3

3
  

 

5

  𝑥3  
5 

   53  13  

   1 5  1   1 4  

2. ∫  𝑥   𝑥 𝑑𝑥
 

 
     

𝑥3

3
 

 𝑥2

 
 
 

 

  

     
 3

3
      

 3

3
 1    

    
8

3
 4  

 

3
 1   

 6

3
 

3. ∫ 𝑥 𝑥  1  𝑥    𝑑𝑥
4

0
   ∫ 𝑥3  3𝑥   𝑥  𝑑𝑥

4

0
  

    
𝑥4

4
 

3𝑥3

3
 

 𝑥2

 
 
0

4

 

    
44

4
 43  4      16  

 2 يضبل



 
 جٌطىحًِ – جٌػحٌعجٌفظً 

 
76 

 

 

 

 

 

 

  

 : ؾذ ل١ّس جٌطىحِلاش جلاض١س

1. ∫
𝑥3; 

𝑥; 

3

 
𝑑𝑥  2. ∫ 𝑥 𝑥  9

4

0
𝑑𝑥 3. ∫

 3𝑥2: x 

𝑥

 

 
𝑑𝑥 

4. ∫ √ 3𝑥  1  33

0
𝑑𝑥 

 الحل

1. ∫
𝑥3; 

𝑥; 

3

 
𝑑𝑥    ∫

 𝑥;   𝑥2:𝑥:  

𝑥; 

3

 
𝑑𝑥  

    ∫  𝑥  𝑥  1  𝑑𝑥
3

 
   

𝑥3

3
 

𝑥2

 
  𝑥  

3  

    
33

3
 

32

 
 3   

 3

3
 

 2

 
     

     9  
9

 
 3   

8

3
 

4

 
       

59

6
 

2. ∫ 𝑥 𝑥  9
4

0
𝑑𝑥   ∫ 𝑥 𝑥  9 

1

2
4

0
𝑑𝑥 

   
 

 
∫  𝑥 𝑥  9 

1

2
4

0
𝑑𝑥  

   
 

 
× 

 𝑥2:9 
1
2
 1

1

2
: 

 
0

4

  

   
 

 
× 

 𝑥2:9 
3
2

3

2

 
0

4

 

   
 

3
  𝑥  9 

3

2 
0

4

 

  
 

3
 √ 𝑥  9 3 

0

4
 

   
 

3
 √ 4  9 3  √    9 3   

    
 

3
   53   93  

   
 

3
 1 5   7     

98

3
 

 6 يضبل

بالإمكان التعوٌض مباشرة دون 

 ارجاع القوة الى جذر
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3. ∫
 3𝑥2: x 

𝑥

 

 
𝑑𝑥   ∫

𝑥 3𝑥:  

𝑥

 

 
𝑑𝑥  

    ∫  3𝑥     𝑑𝑥
 

 
  

   
3𝑥2

 
  𝑥 

 

 

  

    3
 2

 
        3

 2

 
   1    

     6  4   
3

 
     

  1  
7

 
  

 3

 
 

4. ∫ √ 3𝑥  1  33

0
𝑑𝑥   ∫  3𝑥  1 

2

3
3

0
𝑑𝑥 

   
 

3
∫ 3 3𝑥  1 

2

3
3

0
𝑑𝑥  

   
 

3
× 

 3𝑥;  
2
3
 1

2

3
: 

 
0

3

  

   
 

3
× 

 3𝑥;  
5
3

5

3

 
0

3

 

   
 

5
  3𝑥  1 

5

3 
0

3

 

  
 

5
 √ 3𝑥  1 53

 
0

3
 

   
 

5
 √ 3 3  1 53

 √ 3    1 53
   

    
 

5
  853

 √  1 53
  

   
 

5
 3  1     

33

5
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 رطجٛمبد ػهٗ انزكبيم . 6.3

 المساحة المحددة بالمنحنً والمحور .1.6.3

جٌططر١محش جٌّّٙس ٌٍطىحًِ جٌّكذد ٘ٛ ئ٠ؿحد جٌّغحقس ضكص ِٕكٕٟ جٌذجٌس ِٓ 

، ٚعٕذسط ئ٠ؿحد         دجٌس ِغطّشز فٟ جٌفطشز       ق١ع         

          ِٚكٛس جٌغ١ٕحش          جٌّغحقس جٌّكذدز ذّٕكٕٟ جٌذجٌس 

  :ٚضؼطٝ ذحٌؼلالس      ،      ٚجٌّغطم١ّ١ٓ  

    |∫     
 

 

  |  

 (1-3وكما فً الشكل )

 

 

  

  

 

 

 

 

  

𝑦ؾذ جٌّغحقس جٌّكذدز ذّٕكٕٟ جٌذجٌس   𝑓 𝑥  𝑥    𝑥 ِٚكٛس جٌغ١ٕحش ٚػٍٝ   3 

  .  3 1  جٌفطشز 

 الحل

 {xنجد نقاط تقاطع منحنً الدالة مع المحور}⇒ 𝑥   𝑥  3   ⇒  𝑥  3  𝑥  1    

 ⇒ 𝑥  3 𝑥   1    

𝐴   ∫  𝑥   𝑥  3 𝑑𝑥
3

; 
      

𝑥3

3
 𝑥  3𝑥 

; 

3

   

      9  9  9    
 

3
 1  3   

    9  
5

3
   

     
3 

3
  

   
3 

3
 unit2  

 (المساحة المحددة بمنحنً الدالة ومحور السٌنات)

(1-3الشكل )  

 0 يضبل

ٚجٌّكذدز ذحٌفطشز جٌّؼطحز   𝑥ٚجٌّكٛس   𝑓 𝑥جرج جسدٔح ئ٠ؿحد جٌّغحقس جٌّكظٛسز ذ١ٓ ِٕكٕٟ جٌذجٌس 

 𝑎 𝑏   ف١طٛؾد ئ٠ؿحد ٔمحؽ ضمحؽغ ِٕكٕٟ جٌذجٌس ِغ جٌّكٛس𝑥 ( ُأٞ ل١𝑥 ) ُلا ضٕطّٟ ٌٍفطشز فحرج وحٔص جٌم١

 𝑎 𝑏  ٚأٞ ِغح٠ٚس ٌكذٚد جٌفطشز أ 𝑥  𝑎  ٚأ 𝑥  𝑏  فطًّٙ جٌم١ُ ٚٔىًّ ػ١ٍّس جٌطىحًِ جٌّكذد لإ٠ؿحد

ٕمَٛ ف  𝑎 𝑏 ، أِح جرج وحٔص جٌم١ُ ضٕطّٟ ٌٍفطشز جٌّفطٛقس   𝑎 𝑏 جٌّغحقس  ذحلاػطّحد ػٍٝ جٌفطشز جٌّؼطحز 

ذؼذ٘ح ٔؿّغ جٌطىحِلاش ( أٞ ٔؿضب جٌطىحًِ)ذطشض١رٙح ضظحػذ٠ح غُ ٔغطخذَ وً ل١ّط١ٓ ِططح١ٌط١ٓ وكذٞ ضىحًِ 

 .ّغحقسلإ٠ؿحد جٌ

 9يلاحظخ

مساوٌة  𝑥قٌمتً 

لحدود الفترة لذا لا 

 داعً لتجزئة التكامل
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فٟ جٌغإجي ٚجٌّطٍٛخ ئ٠ؿحد جٌّغحقس ، ف١ؿد ئ٠ؿحد جٌكذٚد لرً جٌرذء  -أٞ جٌفطشز-جرج ٌُ ٠ؼط١ٕح قذٚد جٌطىحًِ -

𝑦)ضظف١ش جٌذجٌس ذحٌكً ػٓ ؽش٠ك   . ٚجٌطٟ ضّػً قذٚد جٌطىحًِ 𝑥غُ ئ٠ؿحد ل١ُ (   

، ٔمَٛ ذطشض١د جٌم١ُ ضظحػذ٠ح غُ ٔغطخذَ وً ل١ّط١ٓ وكذٞ ضىحًِ غُ ( 𝑥)فحرج ظٙشش ٌٕح جوػش ِٓ ل١ّط١ٓ ٌـ-

 .وّح فٟ جٌّػحي جٌطحٌٟٔؿّغ جٌطىحِلاش ، 

𝐴  𝐴  𝐴   ∫ 𝑥3  𝑥 𝑑𝑥

0

; 

     ∫ 𝑥3  𝑥 𝑑𝑥

 

0

  

𝑦: ؾذ ِغحقس جٌّٕطمس جٌّكذدز ذحٌذجٌس  𝑓 𝑥  𝑥3  𝑥  ِٚكٛس جٌغ١ٕحش. 

 الحل

𝑦جٌطمحؽغ ِغ ِكٛس جٌغ١ٕحش       

𝑥3  𝑥    ⇒ 𝑥 𝑥  1    

 ⇒ 𝑥 𝑥  1  𝑥  1    

𝑥  أِح  𝑥   أٚ  ،       1    ⇒ 𝑥  1  

𝑥   أٚ     1    ⇒ 𝑥   1 

          1  } ضظحػذ٠حً ، غُ ٔخطحس جٌكذٚد ِٓ جلأطغش جٌٝ جلأورش  𝑥ٔشضد ل١ُ 
 قذٚد جٚي ضىحًِ

     1    
قذٚد غحٟٔ ضىحًِ

 }  

     
𝑥4

4
 

𝑥2

 
 
; 

0

      
𝑥4

4
 

𝑥2

 
 
0

 

  

       
 ;  4

4
 

 ;  2

 
       

   4

4
 

   2

 
     

     
 

4
 

 

 
     

 

4
 

 

 
  

   
 

4
      

 

4
  

 

 
 unit2 

 (2-3الشكل )

 8 يضبل

 5يلاحظخ
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𝐴  𝐴  𝐴   ∫ 𝑥3  3𝑥   𝑥 𝑑𝑥

 

0

   ∫ 𝑥3  3𝑥   𝑥 𝑑𝑥

 

 

  

𝑦ؾذ جٌّغحقس جٌّكذدز ذّٕكٕٟ جٌذجٌس     𝑓 𝑥  𝑥3  3𝑥   𝑥  ِٚكٛس جٌغ١ٕحش. 

 الحل

𝑦ٔركع ػٓ ٔمحؽ جٌطمحؽغ ِغ ِكٛس جٌغ١ٕحش أٞ ػٕذِح     

𝑥3  3𝑥   𝑥     ⇒   𝑥 𝑥  3𝑥       

 ⇒  𝑥 𝑥  1  𝑥       

𝑥  أِح  𝑥   أٚ  ،       1    ⇒ 𝑥 𝑥   أٚ  1       ⇒ 𝑥    

 

 

 

 

 

    1     1   : فطشجش جٌطىحًِ ٕ٘ح ∴ 

     
𝑥4

4
 𝑥3  𝑥  

0

 

      
𝑥4

4
 𝑥3  𝑥  

 

 

  

     
 4

4
 13  1          

 4

4
  3       

 4

4
 13  1    

    
 

4
 1  1      4  8  4   

 

4
 1  1   

   
 

4
      

 

4
   

 

 
 unit2 

 (3-3الشكل )

 4 يضبل
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𝐴   ∫ 𝑥  𝑑𝑥

3

 

    
𝑥3

3
 
 

3

    

𝑥ِٚكٛس جٌغ١ٕحش ٚجٌّغطم١ّحْ   𝑓 𝑥  𝑥ؾذ ِغحقس جٌّٕطمس جٌّكذدز ذحٌذجٌس   1  ،   𝑥  3. 

 الحل

𝑥المساحة محدد بٌن المستقٌمٌن ∵   1  ،  𝑥   3 1 جٌفطشز ٟ٘ ∴    3 

𝑥    ⟹ 𝑥    ∉  1 3  

      
33

3
   

 4

3
   

     9  
 

3
   

   
 7

3
 

 

3
   

   
 6

3
   

 6

3
 𝑢𝑛𝑖𝑡  

لا نكون فترتٌن لان 

 لا تنتمً للفترة 𝑥قٌمة 

 (4-3الشكل )

 17 يضبل
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 انزطجٛك انفٛضٚبئٙ. 5.6.3

عشػس ؾغُ ٠طكشن ػٍٝ خؾ ِغطم١ُ ٚفٟ ِغطٛ ، فأْ جٌّغحفس جٌّمطٛػس فٟ جٌفطشز جٌض١ِٕس       ٌطىٓ 

           : 

  ∫        
 2

 1

 

ِٕٙح و١ّس  فحْ ولاً   ٚجٌطؼؿ١ً    ٚجٌغشػس    ، جٌّغحفس و١ّس غ١ش ِطؿٙس جِح جلاصجقس  ضّػً جٌّغحفس   ق١ع 

 :ْ اِطؿٙس ف

  ∫        
 2

 1
  ,    ∫        

 2

 1
 

 

 

  

∴ 𝑑 
جٌّغحفس

  ∫  𝑡  4 𝑑𝑡

 

 

   ∫  𝑡  4 𝑑𝑡

3

 

  

𝑣 𝑡   𝑡 ٚفك جٌؼلالسؾغُ ٠طكشن ػٍٝ خؾ ِغطم١ُ ذغشػس   4 𝑚 𝑠  فؿذ: 

   3 1 جٌّغحفس جٌّمطٛػس فٟ جٌفطشز .1

   3 1 جلاصجقس جٌّمطٛػس فٟ جٌفطشز .2

 جٌّغحفس جٌّمطٛػس فٟ جٌػح١ٔس جٌخحِغس.3

 الحل

1) 𝑡  ⇒ (ئ٠ؿحد جٌفطشجش)  4      ⇒  𝑡       1 3  ⇒  1        3   

   | 𝑡  4𝑡  
 |    | 𝑡  4𝑡  

3| 

        4      1  4 1      3  4 3       4      

   | 4  8   1  4 |  | 9  1    4  8 | 

   | 4    3 |  | 3    4 | 

   | 1|  |1| 

   1  1             𝑚  

فً داخل الفترة لذا ٌتوجب  𝑡قٌمة 

، وهذا لا  𝑑تكوٌن فترتٌن لاٌجاد 

 𝑠ٌنطبق على الازاحة 

⟹     𝑎 جٌطؼؿ١ً 
ضىحًِ

⟹     𝑣 جٌغشػس       
ضىحًِ

  𝑑 جٌّغحفس   𝑠 جلأصجقس    

 11 يضبل

يلاحظخ

76 
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𝑡     ∉  4 5   

𝑑 
جٌّغحفس

  ∫  𝑡  4 𝑑𝑡

5

4

  

 

2) 𝑠 
جلاصجقس

 ∫   𝑡  4 𝑑𝑡
3

 
 

    𝑡  4𝑡  
3 

    3  4 3    1  4 1   

    9  1    1  4  

    3    3  

    3  3 

     𝑚  

3) ⟹ فٟ جٌػح١ٔس جٌخحِغس أٞ ذّؼٕٝ جٌفطشز ضىْٛ  4 5  

     𝑡  4𝑡 4
5  

     5  4 5    4  4 4    

   |  5       16  16 | 

   |5   | 

    5 𝑚  

كون فترتٌن لان لا ن  

 لا تنتمً للفترة 𝑡قٌمة 

 :فٟ أعثٍس جٌططر١محش جٌف١ض٠حت١س

𝑛 فطىْٛ فطشز قذٚد جٌطىحًِ  𝑛جرج وحٔص جٌفطشز جٌض١ِٕس جٌّؼطحز خلاي غح١ٔس ِؼ١ٕس (1  1  𝑛 . 

 . 5  4 جٌفطشز جٌض١ِٕس ضىْٛ    جٌخحِغسئ٠ؿحد عشػس ؾغُ خلاي جٌػح١ٔس  :ِػلا

 .طفش جِح روش فٟ جٌغإجي ػرحسز ِٕز ذذء جٌكشوس ٠ؼٕٟ جْ جٌضِٓ جلأٚي ٠غحٚٞ(2

 . 3    جٌفطشز جٌض١ِٕس ضىْٛ    جٌػحٌػسقشوطٗ جٌٝ جٌػح١ٔس  ذذءئ٠ؿحد ذؼُذ ؾغُ ِٕز  :ِػلا

 6يلاحظخ
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𝑣 4  18𝑡  𝑐 

∴ 𝑣  18𝑡  1  

𝑠  ∫ 18𝑡  1  𝑑𝑡

3

0

  9𝑡  1 𝑡 0
3 

 𝑚 𝑠  8، فحرج وحٔص عشػطٗ لذ أطركص   𝑚 𝑠 18ؾغُ ٠طكشن ػٍٝ خؾ ِغطم١ُ ذطؼؿ١ً لذسٖ 

 :غح١ٔس ِٓ ذذأ جٌكشوس ؾذ 4ذؼذ ِشٚس 

 .جٌّغحفس خلاي جٌػح١ٔس جٌػحٌػس.1

 .غح١ٔس 3ذؼذٖ ػٓ ٔمطس ذذء جٌكشوس ذؼذ ِشٚس .2

 الحل

1)  فٟ جٌّطٍد جلأٚي ٔكطحؼ ٌمحْٔٛ جٌّغحفس ٌزج ٠ؿد جْ ٔىحًِ جٌطؼؿ١ً ِشض١ٓ

 𝑣 
جٌغشػس

 ∫𝑎 𝑡  
جٌطؼؿ١ً

𝑑𝑡  ∫18 𝑑𝑡  ⇒ 𝑣  18𝑡  𝑐  

8   18 × 4  𝑐   

⇒ 8  7  𝑐 ⇒ 𝑐  1  

∵ 18𝑡  1    ⇒ 𝑣    

3جٌٝ  ٠2ؼٕٟ فطشز جٌضِٓ ذ١ٓ  جٌػح١ٔس جٌػحٌػسجٌّغحفس خلاي   

∴ 𝑑   ∫  18𝑡  1  𝑑𝑡
3

 
   | 9𝑡  1 𝑡  

3| 

   | 9 3   1  3    9     1     | 

   | 81  3    36     | 

   |111  56| 

    55 𝑚  

2)  ِٕز ذذء جٌكشوس )جٌضِٓ جلأٚي = 0( ، ذؼذ ِشٚس 3 غٛجٟٔ )جٌضِٓ جٌػحٟٔ = 3( 

    9 3   1  3    9     1       

    81  3      

   111 𝑚 

𝑡و    𝑣 4  8تعوٌض   4 

 𝑐لإٌجاد قٌمة الثابت 

 

 

 15 يضبل
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 التطبٌق الهندسً . 3.6.3

دسعٕح فٟ جٌفظً جٌغحذك ػٓ جٌططر١ك جٌٕٙذعٟ ٌٍّشطمس ق١ع ٠ّىٕٕح ئ٠ؿحد ١ًِ جٌّّحط لاٞ ٔمطس ػٍٝ ِٕكٕٟ 

جٌذجٌس ذٛجعطس جٌّشطمس ، ٚفٟ ٘زج جٌفظً عٕذسط جٌؼ١ٍّس جٌؼىغ١س أٞ ئ٠ؿحد ِؼحدٌس ِٕكٕٟ جٌذجٌس ِٓ دجٌس ١ًِ جٌّّحط 

 .ذٛجعطس جٌطىحًِ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝑚 𝑥  3𝑥   𝑥ِٓ ٔمحؽٗ   𝑥 𝑦 ١ًِ جٌّّحط ٌّٕكٕٟ ػٕذ وً ٔمطس  ص ِؼحدٌسئرج وحٔ  1  

 . 3   ، فؿذ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ جٌزٞ ٠ّش ذحٌٕمطس 

 الحل

 :ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ ضّػً ضىحًِ ِؼحدٌس ١ًِ جٌّّحط

  𝑦  ∫𝑚 𝑥 𝑑𝑥 

  𝑦  ∫3𝑥   𝑥  1  𝑑𝑥  

  𝑦   𝑥3  𝑥  𝑥  𝑐  ( ِؿٌٙٛس فٟ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ  c  ( ل١ّس

 :فٟٙ ضكمك جٌّؼحدٌس  3   جٌّٕكٕٟ ٠ّش ذحٌٕمطس  ∵

(𝑐  جٌٕمطس لإ٠ؿحد ل١ّسٔؼٛع )⟹   3     3         𝑐 

𝑦 
دجٌس جٌّٕكٕٟ

 ∫𝑓′ 𝑥 𝑑𝑥
       
ضىحًِ ِشطمس جٌذجٌس

  ∫𝑚 𝑥 𝑑𝑥 

 .ٔىحًِ ِؼحدٌس ج١ًٌّ ٌٍكظٛي ػٍٝ دجٌس جٌّٕكٕٟ.1

 .𝑐ٔؼٛع ٔمطس جٌطّحط فٟ دجٌس جٌّٕكٕٟ ٌٕغطخشؼ ل١ّس .2

 .فٟ دجٌس جٌّٕكٕٟ cٔؼٛع .3

 :ِؼحدٌس ١ًِ جٌّّحط ػٕذ ٔمطس ضٕطّٟ ٌٗ ٔطرغ جٌخطٛجش جلأض١س ٌِّٕٓكٕٟ ج (دجٌس) لإ٠ؿحد ِؼحدٌس

 13 يضبل
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  3  8  4    𝑐  

  3  6  𝑐 

  𝑐   3  

 :ل١ّس فٟ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ 𝑐ٔؼٛع 

𝑦   ⟹(ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ)  𝑥3  𝑥  𝑥  3 

 

ٓ ـــس ِـــحط ٌٗ ػٕذ أٞ ٔمطـــً جٌّّـــ١ِِؼحدٌس ٚ    3 1   حس ذحٌٕمطســـٕٟ جٌّــؾذ ِؼحدٌس جٌّٕك

 .𝑚 𝑥  3𝑥  1 𝑥       ٗــحؽــٔم

 الحل

  𝑦  ∫𝑚  𝑥  𝑑𝑥 

  𝑦  ∫ 3𝑥  1 𝑥  𝑑𝑥  

  𝑦   𝑥3  5𝑥  𝑐  ( ِؿٌٙٛس فٟ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ  c  ( ل١ّس

 

 :فٟٙ ضكمك جٌّؼحدٌس  𝟑 𝟏 جٌّٕكٕٟ ٠ّش ذحٌٕمطس  ∵

(𝑐 ٔؼٛع جٌٕمطس لإ٠ؿحد ل١ّس)⟹   3  13  5 1   𝑐 

  3  1  5  𝑐  

  3   4  𝑐 

  𝑐  7 

 

 :ل١ّس فٟ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ 𝑐ٔؼٛع 

𝑦   ⟹(ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ)  𝑥3  5𝑥  7 

 

 19 يضبل
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𝑚 𝑥   𝑥ِٓ ٔمحؽٗ   𝑥 𝑦 ػٕذ أٞ ٔمطس  جٌزٞ ِؼحدٌس ١ٍِٗؾذ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ  ، ٚوحْ  4 

 (.3 )ٌٍّٕكٕٟ ٔٙح٠س طغشٜ ل١ّطٙح 

 الحل

  (   𝑓  𝑥)ذّح أْ ٌٍّٕكٕٟ ٔٙح٠س طغشٜ فلإ٠ؿحد جقذجغ١حضٙح ٔظفش جٌّشطمس 

   𝑥  4      ⟹ 𝑥     , 𝑦   ِؼطٝ  3  

 ٔٙح٠س طغشٜ ٌٍّٕكٕٟ فٟٙ ضمغ ػٍٝ جٌّٕكٕٟ    𝟑  𝟐  ∴

𝑦    ⟹(ٔؿذ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ)  𝑚 𝑥 𝑑𝑥 

  𝑦  ∫  𝑥  4  𝑑𝑥  

  𝑦   𝑥  4𝑥  𝑐  ( ِؿٌٙٛس فٟ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ  c  ( ل١ّس

 :فٟٙ ضكمك جٌّؼحدٌس  𝟑  𝟐 جٌّٕكٕٟ ٠ّش ذحٌٕمطس  ∵

(𝑐 ٔؼٛع جٌٕمطس لا٠ؿحد ل١ّس)⟹    3       4    𝑐 

   3  4  8  𝑐  

   3   4  𝑐 

  𝑐  1 

 :ل١ّس  فٟ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ 𝑐ٔؼٛع 

𝑦   ⟹(ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ)  𝑥  4𝑥  1 

 

ٔلاقع جٔٗ ئرج جػطحٔح ٔٙح٠س طغشٜ فٟ جٌغإجي ٚجسدٔح ئ٠ؿحد جقذجغ١حضٙح فٕمَٛ ذطظف١ش ِشطمس فٟ جٌّػحي أػلاٖ 

 .ٚ٘زٖ جٌىلاَ ٠ٕطرك أ٠ؼح ف١ّح ٌٛ جػطحٔح ٔٙح٠س ػظّٝ فٟ جٌغإجي.  𝑥جٌذجٌس ِٚٓ غُ ئ٠ؿحد ل١ّس 

 12 يضبل
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١ٍِٗ ػٕذ أٞ ٔمطس ِٓ ٔمحؽٗ ٘ٛ ِؼحدٌس ٚ 6ٔٙح٠س طغشٜ ِك١ٍس ل١ّطٙح   𝑓 𝑥ئرج وحْ ٌٍّٕكٕٟ 

𝑚 𝑥  6𝑥  1 𝑥  ؿذ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟف. 

 الحل

          𝑚 𝑥  𝑓  𝑥)ذّح أْ ٌٍّٕكٕٟ ٔٙح٠س طغشٜ فلإ٠ؿحد جقذجغ١حضٙح ٔظفش جٌّشطمس 
 ١ًِ جٌّغطم١ُ جٌّّحط

  ٠غحٚٞ ِشطمس جٌذجٌس

  )  

  6𝑥  1 𝑥        

   6𝑥  1 𝑥      6  

  𝑥   𝑥     

  𝑥 𝑥         

𝑥  أِح  𝑥 أٚ         ⟹ 𝑥     , 𝑦   ِؼطٝ  6 

𝑥ػٍٝ خؾ جلاػذجد ٠طر١ٓ جْ ٌٍذجٌس ٔٙح٠س طغشٜ ِك١ٍس ػٕذ     𝑓  𝑥ئشحسز  ٚػٕذ ضذل١ك     

 :أْٟٚ٘ ضكمك جٌّؼحدٌس أٞ   6   أٞ جْ ٔمطس جٌٕٙح٠س جٌظغشٜ ٟ٘ 

𝑦    ⟹(ٔؿذ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ)  ∫𝑓  𝑥 𝑑𝑥 

  𝑦  ∫ 6𝑥  1 𝑥    𝑑𝑥  

  𝑦    𝑥3  6𝑥  𝑐  ( ِؿٌٙٛس فٟ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ  c  ( ل١ّس

 

(𝑐 ٔؼٛع جٌٕمطس لإ٠ؿحد ل١ّس)⟹   6      3  6     𝑐 

  6  16   4  𝑐  

  6   8  𝑐 

  𝑐  14 

 :ل١ّس فٟ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ 𝑐ٔؼٛع 

𝑦   ⟹(ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ)   𝑥3  6𝑥  14  
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𝑚 𝑥  𝑥  𝑥ِٓ ٔمطٗ ٘ٛ   𝑥 𝑦 ؾذ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ جٌزٞ ١ٍِٗ ػٕذ ج٠س ٔمطس  ٚوحْ     

 .ٌٍّٕكٕٟ ٔٙح٠س ػظّٝ ضٕطّٟ ٌّكٛس جٌغ١ٕحش

 الحل

𝑦)ػظّٝ ضٕطّٟ ٌّكٛس جٌغ١ٕحش فحْ ذّح أْ ٌٍّٕكٕٟ ٔٙح٠س    𝑓  𝑥)ٔظفش جٌّشطمس  𝑥 لإ٠ؿحد جقذجغ١حشٚ (  

 ):  

  𝑥  𝑥         

   𝑥     𝑥  1     

𝑥  أِح       ⟹ 𝑥 𝑥 أٚ     1    ⟹ 𝑥   1  , 𝑦     

𝑥ِك١ٍس ػٕذ  ػظّٝػٍٝ خؾ جلاػذجد ٠طر١ٓ جْ ٌٍذجٌس ٔٙح٠س    𝑓  𝑥ئشحسز ٚذطذل١ك    1  

 :ٟٚ٘ ضكمك جٌّؼحدٌس أٞ     1  ٟ٘  جٌؼظّٝأٞ جْ ٔمطس جٌٕٙح٠س 

𝑦    ⟹(ٔؿذ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ)  ∫𝑓  𝑥 𝑑𝑥 

  𝑦  ∫ 𝑥  𝑥       𝑑𝑥  

  𝑦   
𝑥3

3
 

𝑥2

 
  𝑥  𝑐  ( ِؿٌٙٛس فٟ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ  c  ( ل١ّس

 :   1   جٌٕمطس ٔؼٛع

(𝑐 ٔؼٛع جٌٕمطس لإ٠ؿحد ل١ّس)⟹     
; 

3
 

 

 
   𝑐 

    
; ;3:  

6
 𝑐  

   

  𝒄  
𝟕

𝟔
 

 :ل١ّس فٟ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ 𝑐ٔؼٛع 

𝑦   ⟹(ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ)  
 

3
 𝑥3  

 

 
 𝑥   𝑥  

7

6
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 التطبٌق الاقتصادي. 9.6.3

ػ١ٍّس جٌطىحًِ جٌغ١ش ِكذد ٟ٘ ػىظ ػ١ٍّس جلاشطمحق ، ق١ع جْ جٌّشطمس جلأٌٚٝ لأ٠س دجٌس جلطظحد٠س ذحٌٕغرس لأٞ 

ِطغ١ش ضؼط١ٕح جٌطغ١ش جٌكذٞ ، ٌزج فحٔٗ ذأؾشجء جٌؼ١ٍّس جٌؼىغ١س ٌذجٌس جٌطغ١ش جٌكذٞ ٠ٕطؽ ٌذ٠ٕح جٌذجٌس جلاط١ٍس ، فّػلا
"
 

 :ضىحًِ جٌطىٍفس جٌكذ٠س ٠ؼط١ٕح جٌطىٍفس جٌى١ٍس ٚضىحًِ جلإٔطحؼ جٌكذٞ ٠ؼط١ٕح جلإٔطحؼ جٌىٍٟ ٚ٘ىزج ٚوّح ِٛػٛـ ذحلأِػٍس

  
⟹      𝑀 دجٌس جلا٠شجد جٌىٍٟ 

ضىحًِ
  𝑀 دجٌس جلا٠شجد جٌكذٞ       

⟹     ′𝑇 دجٌس جٌطىٍفس جٌكذ٠س 
ضىحًِ

  𝑇 دجٌس جٌطىٍفس جٌى١ٍس       

𝑀  8جرج وحٔص دجٌس جلا٠شجد جٌكذٞ ٟ٘    6𝑣   𝑣    ق١ع𝒗   ؾذ دجٌس جلا٠شجد ، قؿُ جلإٔطحؼ

 .جٌىٍٟ ٚدجٌس جٌغؼش 

 الحل

𝑀  8ذّح جْ   6𝑣   𝑣   ٍٟدجٌس جلا٠شجد جٌكذٞ فحْ دجٌس جلا٠شجد جٌى𝑀  ٟ٘: 

  𝑀  ∫ 8  6𝑣   𝑣  𝑑𝑣 

  𝑀  8𝑣  3𝑣  
 

3
𝑣3  𝑐 

𝑀ٚػٕذِح ٠ىْٛ قؿُ جلإٔطحؼ        𝑣 𝑐، فاْ        (أٞ ِح٠ٕطؽ ٠رحع)    

𝑀  8𝑣  3𝑣  
 

3
 𝑣3   

 

3
 𝑣3  3𝑣  8𝑣  (ٍٟدجٌس جلا٠شجد جٌى)  

 جٌغؼش ٌٍٛقذز  ×جٌى١ّس جٌّرحػس    𝑀ق١ع جْ جلا٠شجد 

 :فحْ دجٌس جٌغؼش  ∴     

دجٌس جٌغؼش     
𝑀

جٌى١ّس جٌّرحػس
 

    
; 

2

3
𝑣3;3𝑣2:8𝑣

𝑣
  

𝑣 ; 
2

3
𝑣2;3v:8 

𝑣
   

     
; 

3
𝑣  3𝑣  8   ( ٠رحع ؽ٠فشع جْ ِح ٠ٕط ) 
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𝑇    6 𝑣ئرج وحٔص دجٌس جٌطىٍفس جٌكذ٠س ٟ٘   5𝑣   ق١ع𝑣   قؿُ جلإٔطحؼ ، ؾذ دجٌس جٌطىٍفس

𝑇جٌى١ٍس ػٍّحً أْ   65. 

 الحل

𝑇    6 𝑣ذ٠س  كذّح جْ جٌطىٍفس جٌ  5𝑣    فحْ دجٌس جٌطىٍفس جٌى١ٍس𝑇 ٟ٘: 

  𝑇  ∫   6 𝑣  5𝑣  𝑑𝑣 

  𝑇   𝑣  3 𝑣  
5

3
𝑣3  𝑐 

𝑣  قؿُ جلإٔطحؼػٕذِح  65 =فحرج وحٔص جٌطىٍفس جٌى١ٍس  𝑐فحْ  (أٞ ِح ٠ٕطؽ ٠رحع)     65 

𝑇   : جٌى١ٍس ٟ٘ ٍفسدجٌس جٌى  ∴    𝑣  3 𝑣  
5

3
𝑣3  65  

 

 :٠أضٟ ؾذ ضىحِلاش ولا ِّح.1

a) ∫
𝑥4; 

𝑥; 
𝑑𝑥

3

 
   b) ∫  𝑥;   𝑥  1 𝑑𝑥

 

 
 

c) ∫
 𝑥3;4𝑥2:5

𝑥2

3

 
𝑑𝑥 d) ∫ √ 3𝑥  1  33

0
𝑑𝑥 

  e) ∫
𝑥3; 7

𝑥;3

0

; 
𝑑𝑥 

𝑥ِٚكٛس جٌغ١ٕحش ٚجٌّغطم١ّ١ٓ   𝑓 𝑥ؾذ جٌّغحقس جٌّكذدز ذ١ٓ ِٕكٕٟ جٌذجٌس . 2     𝑥 ق١ع جْ     

 𝑦  𝑓 𝑥  𝑥3  4𝑥 . 

𝑦ؾذ جٌّغحقس جٌّكذدز ذّٕكٟ جٌذجٌس . 3  𝑓 𝑥  𝑥4  𝑥    1 1  ِٚكٛس جٌغ١ٕحش ٚػٍٝ جٌفطشز . 

𝑦ؾذ جٌّغحقس جٌّكذدز ذّٕكٕٟ جٌذجٌس . 4  𝑓 𝑥  𝑥3  3𝑥   𝑥 ِٚكٛس جٌغ١ٕحش. 

𝑓 𝑥  𝑥3ؾذ جٌّغحقس جٌّكذدز ذّٕكٕٟ جٌذجٌس . 5  4𝑥  ِٚكٛس جٌغ١ٕحش ٚػٍٝ جٌفطشز      . 

𝑓 𝑥  𝑥4ؾذ جٌّغحقس جٌّكذدز ذّٕكٕٟ جٌذجٌس . 6  3𝑥  4  3    ِٚكٛس جٌغ١ٕحش ٚػٍٝ جٌفطشز . 

 

 (5-3)رًبسٍٚ 
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𝑣 𝑡   3𝑡  6𝑡 ؾغُ ٠طكشن ػٍٝ خؾ ِغطم١ُ ذغشػس  .7  3 𝑚 𝑠 جقغد: 

 . 4   جٌّغحفس جٌّمطٛػس فٟ جٌفطشز -1   

 . 5   جلاصجقس فٟ جٌفطشز -2  

𝑣 𝑡   𝑡ؾغُ ٠طكشن ػٍٝ خؾ ِغطم١ُ ذغشػس . 8 جٌّغحفس جٌّمطٛػس فٟ جٌفطشز جٌض١ِٕس : ؾذ   1 

  . 3 1 جلاصجقس جٌطٟ لطؼٙح جٌؿغُ فٟ جٌفطشز جٌض١ِٕس   3 1 

٠غحٚٞ     𝑥 𝑦 ١ٍِٗ ػٕذ ِؼحدٌس ؾذ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ جٌزٞ . 9
; 

𝑥3
 . 3 1 ٚوحْ جٌّٕكٕٟ ٠ّش ذحٌٕمطس    

3𝑥  6𝑥ِٓ ٔمحؽٗ ٟ٘   𝑥 𝑦 ١ٍِٗ ػٕذ ِؼحدٌس ؾذ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ جٌزٞ . 10 ٚوحْ ٌٍّٕكٕٟ  9 

 . 1ٔٙح٠س ػظّٝ ل١ّطٙح 

𝑀  1  8𝑣جرج وحٔص دجٌس جلا٠شجد جٌكذٞ ٟ٘ . 11  𝑣   فأٚؾذ دجٌس جلا٠شجد جٌىٍٟ ٚدجٌس جٌطٍد ،

 . ذفشع جْ ِح٠ٕطؽ ٠رحع( جٌغؼش)

٠ّٚش ذحٌٕمطس   ١ِ𝑥 𝑥  9ٍٗ ػٕذ أٞ ٔمطس ِٓ ٔمحؽٗ ٠غحٚٞ  ِؼحدٌس ؾذ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٟ جٌزٞ . 12

   7 . 

قؿُ جلإٔطحؼ فأٚؾذ دجٌس جٌطىٍفس ِغ   𝑉، ق١ع  𝑇  1    5𝑣جرج وحٔص دجٌس جٌطىٍفس جٌكذ٠س ٟ٘ . 13

 .150= جٌؼٍُ جْ جٌطىٍفس جٌػحذطس 
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 انغهٕكٛخالأْذاف 

 -:ُٚجغٙ ػهٗ انطبنت فٙ َٓبٚخ ْزا انفظم أٌ ٚكٌٕ لبدسا  ػهٗ يب ٚأرٙ

ٚزؼشف ػهٗ يفٕٓو الاحزًبل ٔاعزخذايّ فٙ انحٛبح انٕٛيٛخ. 

 الاحزًبلٚزؼشف ػهٗ انًظطهحبد ٔانزؼبسٚف انًغزخذيخ فٙ ػهى. 

ٚذسن يجذأ انؼذ ػٍ طشٚك الايضهخ انًشرجطخ ثبنزؼبيم انٕٛيٙ يغ انجٛئخ. 

ف ػهٗ يفٕٓو انزجبدٚم ٔٚزمٍ لٕاَُّٛ ٔٚزًكٍ يٍ حم يغبئم ػًهٛخ حٕنّٚزؼش. 

ّٚزؼشف ػهٗ يفٕٓو انزٕافٛك ٔٚزمٍ لٕاَُّٛ ٔٚزًكٍ يٍ حم يغبئم ػًهٛخ حٕن. 

 إحظبئٍٛٛانؼلالخ ثٍٛ يزغٛشٍٚ  دساعخ ٔرحهٛمٚذسن أًْٛخ. 

 انخطٙ انجغٛظ ٔٚزًكٍ يٍ أٚغبدِ سرجبطالإٚزؼشف ػهٗ يفٕٓو. 

 يٍ أٚغبدِ انجغٛظ ٔٚزًكٍانخطٙ  الاَحذاسٚزؼشف ػهٗ يفٕٓو. 

 انجُٕد

 يظطهحبد ٔرؼبسٚف9-1

  يجذأ انؼذ9-5

 ٔانزٕافٛك  انزجبدٚم9-3

  انخطٙ انجغٛظ سرجبطالإ9-9

 الاَحذاس انخطٙ انجغٛظ 9-2
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                            -ػهى الاحظبء ٔالاحزًبنٛخ  –انشاثغ انفظم 

 انًمذيخ

ِٓ جٌٕظش٠حش جٌش٠حػ١س جٌّّٙس جٌطٟ ضطخظض فٟ دسجعس جٌكٛجدظ (             )  ١سجْ ٔظش٠س جلاقطّحٌ

وػ١شز جلاعطخذجَ فّػلاَ ضغطخذَ ِٓ لرً  وٍّس ٟ٘) جقطّحي (وٍّسٚ. ظح٘ش جٌطٟ ضط١ّض ذؼذَ ضأوذ قذٚغٙحّٚجٌّطغ١شجش ٚجٌ

 ذحقطّحي جٌرٛسطس خرشجءػٕذ عمٛؽ جلاِطحس جٚ ضمٍرحش جٌطمظ ٚجٌّٕحل، ٚوزٌه ضغطخذَ ِٓ لرً جٌؿ٠ٛس  جلأسطحد خرشجء

جٌطحٌد ٔؿحقٗ فٟ ٠كطًّ وّح . ج١ٌَٛ جٌطذجٚي ٌٙزج ِٛعُ لايخ ِؼ١ٕس ٌششوس جٌّحي عٛق فٟ جٌّطذجٌٚس جلأعُٙ ل١ّس جسضفحع

 جقطّحي؟ وٍّس ضؼٕٟ فّحرج .ٌٙح دْٚ جدسجن جٌّؼٕٝ جٌكم١مٟ وػ١شجً ِح ٠طُ جٌطذجٚي ذٙح سذّح وٍّس جقطّحي ٚ٘ىزج فحْ  ، ِح جِطكحْ

 ِػً ِٓ جٌٕٛجقٟ جٌططر١م١س، وػ١ش فٟ جلاقطّحلاش ٚضغطخذَ ِؼ١ٕس، قحدغس ٚلٛع أٚ قذٚظ فشطس جٌىٍّس ٠مظذ ذٙزٖ

 دسجعحش فٟ جٌمشجس جضخحر ٚجٌغٍٛو١س، ٚغ١ش٘ح، لا ع١ّح ػٕذ ٚجٌطر١س، ضسجػ١س،ٚجٌ ٚجٌطؿحس٠س، جلالطظحد٠س، جٌّؿحلاش

 ٔمَٛ جٌططر١م١س، جٌٕٛجقٟ فٟ ٚأ١ّ٘طٗ ،١س فُٙ ِٛػٛع جلاقطّحٌ ٠ّىٓ ٌٚىٟ جٌّخطٍفس، جٌظٛج٘ش ذغٍٛن ٚجٌطٕرإ جٌؿذٜٚ،

 .ذحلاقطّحلاش جٌخحطس جٌّفح١ُ٘ ذؼغ ذؼشع

 يظطهحبد ٔرؼبسٚف. 1.9

 (                ) انؼشٕائٛخانزغشثخ . 1.1.9

 .ٕٚ٘حن ٔٛػحْ جعحع١حْ ِٓ جٌطؿحسخ. ٠ّىٓ جْ ٔؼشف جٌطؿشذس ذحٔٙح جٌكحٌس جٌطٟ ٠ّىٕٕح ِٓ خلاٌٙح ِلاقظس ٔط١ؿس ِح

  (             )يحذدح  . أ

 .جػحدز ٚصْ لطؼس ر٘د فٟ ١ِضجْ قغحطجرج وحٔص ٔطحتؿٙح غحذطس ػٕذ جػحدضٙح جوػش ِٓ ِشز ٚذٕفظ جٌظشٚف وّح فٟ 

 (      )ػشٕائٛخ   . ة

ػ١ذش جٌطؿشذس جٌؼشٛجت١س جوػش ِٓ ِشز ٚذٕفظ جٌظشٚف فأٙح عٛف أجرج وحٔص ٔطحتؿٙح ضخؼغ ٌطأغ١شجش ػشٛجت١س، فحرج 

جٌٛؾٗ، ضؼطٟ ٔطحتؽ ِخطٍفس فٟ وً ِشز، وّح فٟ سِٟ لطؼس ٔمٛد جوػش ِٓ ِشز فإٔٔح عٛف لا ٔكظً دجتّح ػٍٝ ٔفظ 

٠ٚشىً ػحَ فأْ جٌطؿشذس جٌؼشٛجت١س ٟ٘ ػ١ٍّس ضكم١ك ششٚؽ ِؼ١ٕس ذك١ع ٠ّىٕٙح جػطحء ٔحضؽ ٚجقذ ِٓ ذ١ٓ جوػش ِٓ ٔط١ؿس 

  .ضطخظض ذحٌطؿحسخ جٌؼشٛجت١س ١سجٌٝ جْ ٔظش٠س جلاقطّحٌشحسز ِّىٕس، ٚضؿذس جلإ

  

جٚ ٚؾٗ  Hٟ٘ ضؿشذس ػشٛجت١س ٚٔطحتؿٙح جِح ظٙٛس ٚؾٗ جٌظٛسز ( ػٍّس ِؼذ١ٔس)سِٟ لطؼس ٔمٛد جْ ػ١ٍّس  

 .Tجٌىطحذس 

ٟ٘ ضؿشذس ػشٛجت١س ٚجْ جٌٕطحتؽ جٌّّىٕس ٌٙزٖ جٌطؿشذس جْ ٠ىْٛ ػذد جٌٕمحؽ ػٍٝ ( 𝐷𝑖𝑐𝑒)سِٟ قؿش جٌٕشد  جْ

ٞ ٠ّىٓ ضكذ٠ذ ؾ١ّغ جٌٕطحتؽ جٌّّىٕس ٌىٓ ِٓ غ١ش أ 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 جٌٛؾٗ جٌؼٍٛٞ ٌمطؼس جٌٕشد جقذ جلاسلحَ 

  .ذؼ١ٕٙح، ٌزج ع١ّص ٘زٖ جٌطؿشذس ذحٌطؿشذس جٌؼشٛجت١س ٔط١ؿس جٌّّىٓ ضكذ٠ذ

 1 يضبل

 5 يضبل
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 (            )فضبء انؼُٛخ   . 5.1.9

ضّػً ؾ١ّغ جٌٕطحتؽ جٌّّىٕس ٌطؿشذس ِح ق١ع جْ وً ٔط١ؿس أٚ جٌؼٕحطش جٌطٟ ِٓ جٌٕمحؽ  ِؿّٛػس٘ٛ    فضبء انؼُٛخ

 .    ذحٌشِض  ػٕحطش٠ٖٚشِض جٌٝ ػذد    فؼحء جٌؼ١ٕس ذحٌشِض٠ٚشِض ٌ ٚ ػٕظش فٟ فؼحء جٌؼ١ٕس ،أضّػً ذٕمطس 

 

 

 

 

 

  

 1 ِػحي

 .جْ ػّش ِظرحـ وٙشذحتٟ ِؼ١ٓ ٘ٛ ضؿشذس ػشٛجت١س

 .O, A, B, ABجْ فكض فظ١ٍس دَ ٌشخض ِح ضؿشذس ػشٛجت١س ٔطحتؿٙح جقذ جٌشِٛص 

𝑆   𝐻 𝑇  

𝑛 𝑆    

𝑆   𝐻𝐻 𝐻𝑇 𝑇𝐻 𝑇𝑇  

𝑛 𝑆  4 

 :جٞ جْ  𝐻 𝑇ِٓ جٌؼٕظش٠ٓ ( ػٍّس ِؼذ١ٔس)٠طىْٛ فؼحء جٌؼ١ٕس فٟ ػ١ٍّس سِٟ لطؼس ٔمٛد 

 ٚػذد ػٕحطش جٌفؼحء 

 ػٕحطش ، جٞ جْجِح جرج س١ِٕح لطؼط١ٓ ِٓ جٌٕمٛد فأْ فؼحء جٌؼ١ٕس ٠طىْٛ ِٓ جسذؼس 

 ٚػذد ػٕحطش جٌفؼحء 

 

𝑆   1   3 4 5 6  

𝑛 𝑆  6 

  :ػٕحطش ٟٚ٘ 6ِشز ٚجقذز فأْ فؼحء جٌؼ١ٕس ٠طىْٛ ِٓ ( 𝐷𝑖𝑐𝑒)ػٕذ سِٟ قؿش جٌٕشد 

  ٚػذد ػٕحطش جٌفؼحء

𝑆   𝑡 𝑡 ≥    

 ٠ّػً ػّش جٌّظرحـ فأْ فؼحء جٌؼ١ٕس ٠ىْٛ   𝑡ٌفكض ػّش ِظرحـ وٙشذحتٟ ِؼ١ٓ، ٚوحْ 

 .ٚػذد ػٕحطش جٌفؼحء غ١ش ِكذد

 3 يضبل

 9 يضبل

 2 يضبل

 6 يضبل

 0 يضبل
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 (     ) انحذس. 3.1.9

 .     أٞ ئْ  ، Sجٌؼ١ٕس ٘ٛ ِؿّٛػس ؾضت١س ِٓ فؼحء   انحذس 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝑆   𝐴 𝐵 𝐴𝐵 𝑂  

𝑛 𝑆  4 

 ػٕحطش ٟٚ٘  4ػٕذ فكض فظ١ٍس دَ ٌشخض ِح فأْ فؼحء جٌؼ١ٕس ٠طىْٛ ِٓ 

 ٚػذد ػٕحطش جٌفؼحء 

 :وح٢ضٟ( ػٍّس ِؼذ١ٔس)ضىْٛ جٌكٛجدظ فٟ ػ١ٍّس سِٟ لطؼس ٔمٛد ٠ّىٓ جْ 

  𝐸   𝐻  

  𝐸   𝑇  

  𝐸3   𝐻 𝑇  

 : وح٢ضٟ ِشز ٚجقذز( 𝐷𝑖𝑐𝑒)ػٕذ سِٟ قؿش جٌٕشد ٠ّىٓ جْ ضىْٛ جٌكٛجدظ 

  𝐸   1 3 5  ظٙٛس جلاػذجد جٌفشد٠س  

  𝐸     4 6  جٌضٚؾ١سظٙٛس جلاػذجد   

𝐸3  4 أٚ ضغحٚٞ ظٙٛس جلاػذجد جلالً ِٓ     1   3 4  

𝐸4  3 ظٙٛس ػذد ٠مرً جٌمغّس ػٍٝ     3 6  

  :٠ّىٓ جْ ضىْٛ جٌكٛجدظ ػٕذ فكض فظ١ٍس دَ ٌشخض وح٢ضٟ

      𝑂 𝐸 ْ ٠ىْٛ طٕف جٌذَ ٌٍشخضأ  

  𝐵   𝐸   𝐴 𝐵 أو 𝐴أن ٌكون صنف الدم للشخص أما   

𝐵   𝐸3 أْ لا ٠ىْٛ طٕف جٌذَ ٌٍشخض    𝐴 𝑂 𝐴𝐵  

  

 8 يضبل

 4 يضبل

 17 يضبل

 11 يضبل
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 (                ) انحٕادس انًزُبفٛخ . 9.1.9

 .جرج جعطكحي قذٚغّٙح ِؼحَ  (يغزجؼذاٌ)يزُبفٛبٌ جّٔٙح     ,  ٠محي ٌٍكذغ١ٓ 

 .جٌّغطك١ً جٌكظٛي ػٍٝ طٛسز ٚوطحذس فٟ ٔفظ جٌٛلصػٕذ سِٟ لطؼس ٔمٛد ِؼذ١ٔس ِٓ : فّػلاَ 

…        فحرج وحٔص   :ٟ٘ قٛجدظ ِطٕحف١س فأْ     

  ∩   ∩ … ∩      

 (                   ) غزمهخانحٕادس انً. 2.1.9

 .ٟ٘ جٌكٛجدظ جٌطٟ جرج ٚلغ جقذ٘ح لا ٠إغش ػٍٝ ٚلٛع جلاقذجظ جلاخشٜ

 .فٟ ٔط١ؿس جٌمطؼس جٌػح١ٔس شسِٟ لطؼطٟ ٔمٛد فحٌكظٛي ػٍٝ طٛسز فٟ جٌمطؼس جلاٌٚٝ لا ٠إغػٕذ  : فّػلاَ 

 (                      ) غزمهخانً غٛش انحٕادس. 6.1.9

 .ٟ٘ جٌكٛجدظ جٌطٟ ئرج ٚلغ أقذ٘ح ٠إغش ػٍٝ ٚلٛع جلاقذجظ جلاخشٜ

فٟ قحٌس طٕذٚق ٠كطٛٞ ػٍٝ وشجش ذ١ؼحء ٚعٛدجء فؼٕذ عكد وشضحْ ػٍٝ جٌطٛجٌٟ ذك١ع لا ضؼحد جٌىشز جلاٌٚٝ فأْ  : فّػلاَ 

 .ٔط١ؿس جٌغكرس جٌػح١ٔس ضطأغش ذٕط١ؿس جٌغكرس جلاٌٚٝ

 الشاملة حداثالا. 0.1.9

 :سج٢ض١قممص جٌششٚؽ  ئرج٠محي ٌٙزٖ جلاقذجظ شحٍِس  ،   قذجظ ِٓ فؼحء جٌؼ١ٕس ج 3          ٌطىٓ 

 (. ) فؼحء جٌؼ١ٕس٠غحٚٞ جضكحد جلاقذجظ  .1

 (.  ) ٠غحٚٞ ِؿّٛػس خح١ٌس( أٞ وً أغ١ٕٓ ِؼحً ) )ِػٕٝ ِػٕٝ(ضمحؽؼّٙح  .2

 .وً ِؿّٛػس ِٕٙح ١ٌغص خح١ٌس .3

 : ٠ّػً ػّش جٌّظرحـ وح٢ضٟ ٠tّىٓ جْ ضىْٛ جٌكٛجدظ ٌفكض ػّش ِظرحـ وٙشذحتٟ ِؼ١ٓ، ٚوحْ 

𝑆 عٕٛجش 5ػّش جٌؿٙحص ػٓ  ًجْ لا ٠م   𝑡 𝑡 ≥ 5  

𝑆 عٕٛجش 3جْ ػّش جٌؿٙحص جلً ِٓ    𝑡    𝑡  3  

𝑆 عٕٛجش 6ٚ  4جْ ػّش جٌؿٙحص ذ١ٓ    𝑡 4 ≤ 𝑡 ≤ 6  

 15 يضبل
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 الحوادثالعملٌات على . 8.1.9

1. 𝐸  𝑆       ٖقذظ ِٓ   ِؼٕح   

2. 𝜙    ً(جٌكذظ جٌزٞ لا ٠ّىٓ ٚلٛػٗ)ضغّٝ ذحٌكذظ جٌّغطك١  

S (٠مغ دجتّح) جٌكذظ جٌّإوذ =  فؼحء جٌؼ١ٕس  ضغّٝ       .3

4.  E𝐶  𝑆  𝐸  
     (                )  E     ٠غّٝ جٌكذظ جٌّىًّ ٌٍكذظ 

5. 𝐸 ∪ 𝐸   .جلألًجٞ ٚلٛع جقذ جٌكذغ١ٓ ػٍٝ    أٚ    ٠ؼٕٟ ٚلٛع جٌكذظ    

6. 𝐸 ∩ 𝐸   جٞ ٚلٛع جٌكذغ١ٓ ِؼحً      ٚ    ٠ؼٕٟ ٚلٛع جٌكذظ  

7. 𝐸  𝐸   ٠ؼٕٟ ٚلٛع جٌكذظE1  ٍضَ ٚلٛع جٌكذظ ٠غطE2   

8. 𝐸  𝐸 ⇔ 𝐸 ∩ 𝐸  𝜙    ٓقذغ١ٓ ِطٕحف١١                    

 .جٌكذظ جٌزٞ ٠طىْٛ ِٓ ػٕظش ٚجقذ ٠غّٝ قذظ ذغ١ؾ .9

 .جٌكذظ جٌزٞ ٠طىْٛ ِٓ ػٕظش٠ٓ جٚ جوػش ٠غّٝ قذظ ِشود .10

 :جٌؼ١ٕس أٞذ١ٓ ػذد ػٕحطش جٌكذظ ٚػذد ػٕحطش فؼحء ٘ٛ ٔحضؽ جٌمغّس     ٔغرس جقطّحي ٚلٛع جٌكذظ .11

𝑃 𝐸  
𝑛 E 

𝑛 S
 

 

𝑆  ١ٌىٓ  Sٔأخز ذؼغ جلاقذجظ ِٓ     6  5  4  3     1  

    𝐸   1  4   قذظ ِشود ((𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑢𝑛𝑑 𝐸𝑣𝑒𝑛𝑡   ِٓ 1لاْ ػذد ػٕحطشٖ أورش. 

  𝐸   3      قذظ ذغ١ؾ(𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒 𝐸𝑣𝑒𝑛𝑡)  ٗٔ٠كطٛٞ ػٕظشجً ٚجقذجً فمؾ لأ. 

𝐸3  قذظ ذغ١ؾ   6  

𝐸4  قذظ ِشود  5  4  3     1  

𝐸5  ٍٝفٟ ٔفظ جٌٛلص    2 ٚ 5قذظ ٠ّػً جٌكظٛي ػٍٝ ػذد ٠مرً جٌمغّس ػ 

𝐸5 ٌىٓ   𝜙     ًجٞ جٔٗ قذظ ِغطك١(𝐼𝑚𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 𝐸𝑣𝑒𝑛𝑡) 

𝐸6  قذظ ِشود      ، 5  

 𝐸7  قذظ ِشود   6  5  3     

𝐸8  𝑆𝑢𝑟𝑒 𝐸𝑣𝑒𝑛))قذظ ِإوذ    6  5  4  3     1  

 .𝑆أقذجظ شحٍِس ِٓ   𝐸7   ٚ  𝐸 ٔلاقع  

 13 يضبل
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 تذكٌر
 :فحْ S2ٚجٌػح١ٔس   S1ْ فؼحء جٌطؿشذس جلاٌٚٝ ئرج وحٔص ضؿشذس ِشورس ِٓ ضؿشذط١ٓ ِططح١ٌط١ٓ ٚوح

× 𝑆 ٠غحٚٞفؼحء جٌؼ١ٕس ٌٍطؿشذس جٌّشورس .1 𝑆  ( ًذ٠ىحسضٟجٌؼشخ جٌقحط) 

2.𝑛 S  n 𝑆  × 𝑛 𝑆     (ِرذأ جٌؼذ) 

 (ػٍّحً أْ جٌؼٕحطش عطىْٛ ذشىً جصٚجؼ ِشضرس)

ٔشد ٚلطؼس ٔمٛد ٚقؿش ٔشد ِشز أخشٜ ٟ٘ ضؿشذس ِشورس ِٓ جٌطؿحسخ  ٞضؿشذس جٌمحء قؿشئْ 

 : جٌػلاظ جلاض١س

  1، ،3،4،5،6  𝑆    قؿش جٌٕشد جلاٚي 

𝑆   𝐻، 𝑇     ق١ع 𝐻  جٌظٛسز𝑇   جٌىطحذس 

𝑆3  قؿش جٌٕشد جٌػحٟٔ     3،4،5،6، ،1  

×  𝑆  𝑆       ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ  𝑆  ×  𝑆3       (جٌّشورس ٠ّػً فؼحء جٌؼ١ٕس ٌٍطؿشذس) 

 ٠ٚىْٛ ػذد ػٕحطش فؼحء جٌؼ١ٕس ٌٍطؿشذس جٌّشورس   

  𝑛 S  n 𝑆  × 𝑛 𝑆  × n 𝑆3       , 𝑆    1 𝐻 1   1 𝐻    …   6 𝑇 6   

 𝑛 S     6 ×   ×  6     7  

𝑃 𝐴  
𝑛 A 

𝑛 S 
 

6

1 
 

ؾذ ٔغرس جقطّحي وْٛ ٘زج  ،عكد ِٕٙح لشص ٚجقذ 1  جٌٝ  1جلشجطحً ِشلّس ِٓ طٕذٚق ٠كطٛٞ 

  .ذذْٚ أٞ ذحق 3جٌمشص ٠كًّ ػذدج صٚؾ١حً جٚ ػذدجً ٠مرً جٌمغّس ػٍٝ 

 الحل

  S     1   11  1   13  14  15  16  17  18  19       1    

  𝑛 S   1 – ػٕظش 12فؼحء جٌؼ١ٕس ٠كٛٞ )  )         1   1   1   

 :ػذدجً صٚؾ١حً أٞقذظ وْٛ جٌمشص جٌّغكٛخ ٠كًّ  ١ٌ𝐴ىٓ 

  𝐴   1    1    14  16  18      

 -: 𝐴 ٠ٚىْٛ ػذد ػٕحطش جٌكذظ

     𝑛 A    6 

  -:جٞ جْ  𝐴ٔغرس جقطّحي ٚلٛع جٌكذظ   ١ٌٚ𝑃 𝐴ىٓ 

 12 يضبل

 19 يضبل

 1يلاحظخ



 
 ػٍُ جلإقظحء ٚجلاقطّح١ٌس – جٌشجذغجٌفظً 

 

 
100 

 

 

 

 

 

  

 :ذذْٚ ذحق   3قذظ  وْٛ جٌمشص جٌّغكٛخ ٠كًّ ػذدجً ٠مرً جٌمغّس ػٍٝ  ١ٌ𝐵ىٓ 

 𝐵   1   15  18   1  

  -: ٠ٚىْٛ ػذد ػٕحطش جٌكذظ

     𝑛 B  4 

 -:جٞ جْ  𝐵ٔغرس جقطّحي ٚلٛع جٌكذظ   ١ٌٚ𝑃 𝐵ىٓ 

 𝑃 𝐵  
𝑛 𝐵 

𝑛 S 
 

4

  
   

 𝐴 ∩ 𝐵   1   18  

 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  
𝑛 𝐴∩𝐵 

𝑛 S 
 

 

  
  

 𝑃 𝐴 ∪ 𝐵  𝑃 𝐴  𝑃 𝐵  𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  

 𝑃 𝐴 ∪ 𝐵  
6

  
 

4

  
 

 

  
 

 𝑃 𝐴 ∪ 𝐵  
8

  
 

 

3
 

𝑛 S  6     8  

𝑃 𝐴  
𝑛 A 

𝑛 S 
 

6 

8 
 

3

4
 

𝑛 8     1  8 

𝑃 𝐵  
𝑛 B 

𝑛 S 
 

8

8 
 

1

1 
 

جخط١ش حش، ِطضٚؾِٓ جٌٕغحء   1 ٚ ِْٛطضٚؾ ِٓ جٌشؾحي 35ٚوحْ جِشأز،    سؾلاً ٚ    6 ف١ٙح٠ؼًّ ششوس 

 :٠ىْٛ جقطّحي جْ  ؾذ، ِٓ ٘زٖ جٌششوس  شخض ٚجقذ ػشٛجت١حً 

 .ِشأز غ١ش ِطضٚؾسئ٘زج جٌشخض ( 2)          .٘زج جٌشخض سؾلاً ( 1)

 الحل:

 :ػذد ػٕحطش فؼحء جٌؼ١ٕس

 :خط١حسٖ سؾلاً ئجٌشخض جٌزٞ ضُ  وْٛقذظ  ١ٌAىٓ (  1)

 :خط١حسٖ ئِشأز غ١ش ِطضٚؾسئٌزٞ ضُ ٌشخض جقذظ وْٛ ج ١ٌBىٓ (  2)

 

 16 يضبل
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𝑃 𝐴  
𝑛 𝐴 

𝑛 𝑆 
 

3

36
 

𝑃 𝐵  
𝑛 𝐴 

𝑛 𝑆 
 

4

36
 

1

9
 

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  
𝑛 𝐴 ∩ 𝐵 

𝑛 S 
 

 

36
   

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵  𝑃 𝐴  𝑃 𝐵  𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵  
3

36
 

4

36
   

7

36
 

ٌٛؾ١ٙٓ جٚجقذز ، ؾذ جقطّحي جْ ٠ىْٛ ِؿّٛع جٌؼذد٠ٓ ػٍٝ ع٠ٛس ِشز ْ جٔشد ِطّح٠ض جقؿش جٌمٟ

، ِٚح ٟ٘ جقطّح١ٌس  9جٌظح٘ش٠ٓ ٠غحٚٞ  ٚ ِؿّٛع جٌؼذد٠ٓ ػٍٝ جٌٛؾ١ٙٓأ 10جٌظح٘ش٠ٓ ٠غحٚٞ 

 .ضمحؽغ ٚجضكحد جٌكذغ١ٓ

 :الحل

 :ػذد ػٕحطش فؼحء جٌؼ١ٕس

  𝑛 𝑆    6 ×  6     36 

 : 1  قذظ وْٛ ِؿّٛع جٌؼذد٠ٓ ػٍٝ جٌٛؾ١ٙٓ جٌظح٘ش٠ٓ   𝐴  ١ٌىٓ

  𝐴    5 5   4 6   6،4   

 :9  ظح٘ش٠ٓ جٌِؿّٛع جٌؼذد٠ٓ ػٍٝ جٌٛؾ١ٙٓ وْٛ  قذظ    ١ٌ𝐵ىٓ 

  𝐵    5 4   4 5   6،3   3 6   

𝐴ٚق١ع جْ  ∩ 𝐵   𝜙  ْفح: 
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𝑃 𝐴  
𝑛 𝐴 

𝑛 𝑆 
 

6

36
 

𝑛 𝐵  5 

𝑃 𝐵  
𝑛 𝐵 

𝑛 𝑆 
 

5

36
 

𝐴 ∩ 𝐵      4 ، 4     

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  
 

36
 

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵  𝑃 𝐴  𝑃 𝐵  𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵  
6

36
 

5

36
 

 

36
 

9

36
 

1

4
 

جٌكؿش٠ٓ ػؼف جٌؼذد  أقذِشز ٚجقذز، ِح جقطّحي جْ ٠ىْٛ جٌؼذد ػٍٝ ٚؾٗ ع٠ٛس س١ِٕح قؿشٞ ٔشد 

، ِٚح ٟ٘ جقطّح١ٌس ضمحؽغ ٚجضكحد  6جٌظح٘ش٠ٓ ِؿّٛػّٙح  ْ ػٍٝ جٌٛؾ١ٙٓججٌؼذد جٚػٍٝ جٌٛؾٗ ج٢خش 

 .جٌكذغ١ٓ

 الحل:

 :ػذد ػٕحطش فؼحء جٌؼ١ٕس

  𝑛 𝑆    6 ×  6     36 

 .جٌؼذد ػٍٝ جٌٛؾٗ جٌظح٘ش لاقذ جٌكؿش٠ٓ ػؼف جٌؼذد ػٍٝ جٌٛؾٗ ج٢خش وْٛقذظ  ٘ٛ 𝐴 ١ٌىٓ

  𝐴    1        4    3 6    4        1    6 3   

   𝑛 𝐴  6 

 :6 جٌظح٘ش٠ٓ ٠غحِٚٞؿّٛع جٌؼذد٠ٓ ػٍٝ جٌٛؾ١ٙٓ وْٛ قذظ ٘ٛ  B ١ٌىٓ

 

  𝐵    1 5     4   3 3   4     5 1   

 

 18 يضبل
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 يجذأ انؼذ. 5.9

١ٍّس جخشٜ ٠ّىٓ جؾشج٘ح ػٚوحْ ٌذ٠ٕح فٟ جٌٛلص ٔفغٗ (  )ِخطٍفس ػذد٘ح  وحْ ٌذ٠ٕح ػ١ٍّس ِّىٓ ئؾشجؤ٘ح ذطشقئرج 

× فحْ ػذد جٌطشق جٌطٟ ٠ّىٓ ذٙح جؾشجء جٌؼ١ٍّط١ٓ ِؼحً ٠غحٚٞ (  )ذطشق ػذد٘ح     . 

 

 

 

 

  

جسذؼس جقؿحَ ِٚٓ وً قؿُ ٠ٛؾذ  ٠ٛؾذ ٌذٜ طحقد ِخضْ غلاغس جٔٛجع ِٓ جٌذسجؾحش جٌٙٛجت١س ِٚٓ وً ٔٛع ٠ٛؾذ

 عص دسجؾحش فّح ػذد جٌذسجؾحش؟

 الحل:

 -:ٔغطخشؼ ػذد جٌذسجؾحش ذحعطؼّحي ِرذأ جٌؼذ ٚوّح ٠أضٟ

جٌذسجؾحش ػذد    3 ×  4   × 6  دسجؾس   7 

ئرج وحْ ضىشجس   6  5  4  3     1 وُ ػذدجً سِضٖ ِىْٛ ِٓ غلاظ ِشجضد ٠ّىٓ ضى٠ٕٛٗ ِٓ ِؿّٛػس جلاسلحَ 

   :جٌشلُ ٔفغٗ فٟ جٌؼذد 

a.ِٗغّٛـ ذ. 

b.ٗغ١ش ِغّٛـ ذ. 

 :الحل

a. ِغّٛـ ذٗ  جٌطىشجس 

 6  ػذد ؽشق جخط١حس جٌشلُ جلأٚي 

 6  ػذد ؽشق جخط١حس جٌشلُ جٌػحٟٔ 

 6  ػذد ؽشق جخط١حس جٌشلُ جٌػحٌع 

× 6  ػذد جلأػذجد  6 ×  ػذد 16     6

b. ِغّٛـ ذٗ  غ١ش جٌطىشجس 

 6   ػذد ؽشق جخط١حس جٌشلُ جلأٚي

 5   ػذد ؽشق جخط١حس جٌشلُ جٌػحٟٔ

 4   ػذد ؽشق جخط١حس جٌشلُ جٌػحٌع

× 4   ػذد جلأػذجد 5 ×  ػذد   1    6

 

 14 يضبل

 57 يضبل
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    5  4  3     1 ٠ّىٓ ضى٠ٕٛٗ ذحعطخذجَ جلاسلحَ   4وُ ػذدجً سِضٖ ِىْٛ ِٓ سل١ّٓ ٚأطغش ِٓ 

 : ئرج وحْ ضىشجس جٌشلُ ٔفغٗ فٟ جٌؼذد

a.ِٗغّٛـ ذ. b .ٗغ١ش ِغّٛـ ذ 

 :الحل

a. ِغّٛـ ذٗ  جٌطىشجس 

 3  ػذد ؽشق جخط١حس سلُ جٌؼششجش 

 5  ػذد ؽشق جخط١حس جٌشلُ جلاقحد 

× 5  ػذد جلأػذجد   ػذد 15     3

b. ِغّٛـ ذٗ  غ١ش جٌطىشجس 

 3  ػذد ؽشق جخط١حس سلُ جٌؼششجش 

 4  ػذد ؽشق جخط١حس جٌشلُ جلاقحد 

× 4  ػذد جلأػذجد   ػذد  1     3

ئرج وحْ   7  6  5  4  3     1  جلاسلح٠َّىٓ ضى٠ٕٛٗ ِٓ    5ورش ِٓ أِىْٛ ِٓ غلاظ ِشجضد ٚ جُ وُ ػذد

 غ١ش ِغّٛـ ذٗ. b . ِغّٛـ ذٗ. a  : ضىشجس جٌشلُ ٔفغٗ فٟ جٌؼذد

 :الحل

a. ِغّٛـ ذٗ  جٌطىشجس 

 3  ػذد ؽشق جخط١حس سلُ جٌّثحش 

 7  ػذد ؽشق جخط١حس سلُ جٌؼششجش 

 7  ػذد ؽشق جخط١حس سلُ جلأقحد 

× 7  ػذد جلأػذجد  7 ×  ػذد 147    3

b. ِغّٛـ ذٗ  غ١ش جٌطىشجس 

 𝟑  ػذد ؽشق جخط١حس سلُ جٌّثحش 

 𝟔  ػذد ؽشق جخط١حس سلُ جٌؼششجش 

 𝟓  ػذد ؽشق جخط١حس سلُ جلأقحد 

× 5  ػذد جلأػذجد  6 ×  ػذد  9    3

 51 يضبل

 55 يضبل
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 انزجبدٚم ٔانزٕافٛك. 3.9

ػذ٠ذز  جعطخذجِحش ٌٍٚطرحد٠ً. ػٍٝ رٌه جٌفشع ِٓ جٌش٠حػ١حش جٌزٞ ٠طٕحٚي جٌطرحد٠ً ٚجٌطٛجف١ك رٕافمٛبد٠طٍك ِغّٝ 

جعطخذجَ جٌكحعٛخ، غذش جٌطرحد٠ً ِؿحلا  ِٚغ. جٌّظحٔغ فٟضشًّ ضك٠ًٛ جٌّىحٌّحش جٌٙحضف١س ػرش جلأعلان، ٚؾذٌٚس جلإٔطحؼ 

ٚوػ١شج ِح ٔكطحؼ فٟ ق١حضٕح جٌخحطس جٌٝ ِؼشفس  .ذحٌكغحذحش جٌّطىشسز خظرح ٌلأذكحظ، ٚرٌه ٌغشػس جٌكحعٛخ فٟ جٌم١حَ

جٌطرحد٠ً ٚجٌطٛجف١ك  ششٚؽ، ٚدسجعس٠ّىٓ ذٙح ضشض١د ِؿّٛػس ِٓ جلاش١حء عٛجء ذششٚؽ أٚ ذذْٚ  ػذد جٌطشق جٌّخطٍفس جٌطٟ

 .لذ ضغحػذٔح فٟ جٌطؼشف ػٍٝ ؽش٠مس جٌكغحخ جٌخحطس ذطكذ٠ذ ػذد ؽشق جٌطشض١د

 (         )يضشٔة انؼذد . 1.3.9

٘ٛ قحطً ػشخ ؾ١ّغ جلأسلحَ جٌظك١كس جلأطغش ِٓ جٚ ضغحٚٞ    انؼذد انظحٛح انًٕعت ( يفكٕن)يضشٔة 

  .  ٠ٚشِض ٌٗ ذحٌشِض .  جٌؼذد 

 : ٚلإ٠ؿحد جٌّفىٛن ٔغطؼًّ جٌمحْٔٛ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝒏  
مضروب العدد

 𝒏 𝒏  𝟏  𝒏  𝟐 × …× 𝟐 × 𝟏 

1  1 

 ملاحظة

𝑛  𝑛 𝑛  1   

1  1 ×  1  1   

1  1 ×    

   1 

 1    :أغرص أْ  

 :الحل

 :    𝒏   𝟏َفشع اٌ

 

 24 يضبل

 5يلاحظخ

3  3 ×  × 1  6 

6  6 × 5 × 4 × 3 ×  × 1  7   

5  5 × 4 × 3 ×  × 1  1   

  3 , !6 , !5 : ؾذ ل١ّس وً ِّح ٠أضٟ 

 :الحل

 

 53 يضبل
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5040 2 

2520 3 

840 4 

210 5 

42 6 

7 7 

1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (           )انزجبدٚم . 5.3.9

 جلاخط١حسػٍّحً أْ جٌطشض١د ُِٙ فٟ ٘زج   nِٓ ِؿطّغ ػذد ػٕحطشٖ rػ١ّٕس ػذد ػٕحطش٘ح  سجخط١حٟ٘ ػذد ؽشق 

   ٠ٚشِض ٌٍطرحد٠ً ذحٌشِض
 : ٠ٚكغد وح٢ضٟ   ِٓ   ٠ٚمشأ ضرحد٠ً        أٚ    

 ِٓ جٌطشق (   )  ـذ ئخط١حسٖجٌؼٕظش جلاٚي ٔغطط١غ 

 طشقِٓ جٌ (  1  ) ذـ  ئخط١حسٖجٌؼٕظش جٌػحٟٔ ٔغطط١غ 

 ِٓ جٌطشق (     ) ذـ  ئخط١حسٖجٌؼٕظش جٌػحٌع ٔغطط١غ 

 ِٓ جٌطشق (  1    ) ذـ  جخط١حسٖٔغطط١غ   (  ) ضغٍغٍٗ  ٞجٌؼٕظش جٌزٚ٘ىزج جٌٝ 

 -:٘ٛ  يشاػبح انزشرٛتِغ  (   ) ِٓ جٌؼٕحطش ِٓ ِؿطّغ ػذد ػٕحطشٖ (   ) ٚػ١ٍٗ ضىْٛ ػذد جٌطشق جٌى١ٍس لاخط١حس 

  
      ،        1      …      1  

       1      …      1 .
  ;   

   ;   
 

   
  

  ;   
 

 

 23 ِػحي

 𝑛  1  

 𝑛  1  
 3 ⇒

 𝑛  1 × 𝑛 ×  𝑛  1  

 𝑛  1  
 3  

    :جرج وحْ   𝑛 ل١ّس ؾذ 
 𝑛:   

 𝑛;   
 3  

 :الحل

 𝑛  1 × 𝑛  3   

𝑛  𝑛  3     ⇒  𝑛  5  𝑛  6    

𝑛 جِح  5   ⇒ 𝑛 𝑛  أٚ 5   6   ⇒ 𝑛   6 

 .حً ِٛؾر حً طك١ك جً ػذد 𝑛 ق١ع جْ( 6 ) سجٌغحٌر ًّٔٙ جٌم١ّس
 

𝑃𝑟
𝑛   𝑃 𝑛 𝑟  

𝑛 

 𝑛  𝑟  
 

𝑛  5 4  

𝑛  7 × 6 × 5 × 4 × 3 ×  × 1 

𝑛  7  

𝑛  7 

 .𝑛فّح ل١ّس   𝑛  5 4  وحْ ئرج

 :الحل

ٚجٌّطٍٛخ ٘ٛ ئ٠ؿحد جٌؼذد  𝑛ٔلاقع فٟ ٘زج جٌغإجي أْ جٌؼ١ٍّس ػىغ١س ق١ع جٌّؼطٝ ٘ٛ ٔحضؽ ِؼشٚخ جٌؼذد 

𝑛  ٚفٟ ٘زٖ جٌكحٌس ٔمَٛ ذطك١ًٍ جٌٕحضؽ ٌٍطٛطً ٌٍؼذد ،: 

 

 25 يضبل

 26 يضبل
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 لٕاٍَٛ انزجبدٚم

 

 

 

  

1) 𝑃𝑛
𝑛  𝑛  𝑛 𝑛  1  𝑛    …× 1  

2) 𝑃0
𝑛  1 

3) 𝑃 
𝑛  𝑛  

4) 𝑃𝑟
𝑛  

𝑛 

 𝑛;𝑟  
 

5) 𝑃𝑟
𝑛  𝑛 𝑛  1  𝑛    …  𝑛  𝑟  1  

 

𝑃3  :    احسب 
8 

 :الحل

 :شجذغقغد جٌمحْٔٛ جٌ

𝑃𝑟
𝑛  

𝑛 

 𝑛;𝑟  
 ⟹ 𝑃3

8  
8 

 8;3  
  

8 

5 
  

8×7×6×5×4×3× × 

5×4×3× × 
 336  

 (𝒓ضٕحص١ٌح ذؼذد ِشجش  𝒏ٚفىشضٗ ٟ٘ ػشخ جٌؼذد ) :أٚ قغد جٌمحْٔٛ جٌخحِظ

 𝑃3
8  8 × 7 × 6       

ػشخ جٌؼذد 8 ضٕحص١ٌح ذؼذد ِشجش 3

 336 

𝑃4  :    احسب 
4 

 :الحل

𝑃𝑛
𝑛  𝑛  ⟹ 𝑃4

4  4  4 × 3 ×  × 1 : جلأٚيقغد جٌمحْٔٛ   4    

𝑃0  :    احسب 
5 

 :الحل

𝑃0
𝑛  1 ⟹ 𝑃0

5 : جٌػحٟٔقغد جٌمحْٔٛ            1   

𝑃𝑟
𝑛  

𝑛 

 𝑛;𝑟  
 ⟹ 𝑃0

5  
5 

 5;0  
   

5 

5 
:جٌشجذغأٚ قغد جٌمحْٔٛ        1   

 27 يضبل

 28 يضبل

 29 يضبل
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3 ×  × 1

1 
 6 

 الترتٌب.مع مراعاة  ، ن فً كل مرةاالمأخوذة منها اثن  𝐴   𝐵     𝐶جد عدد التبادٌل للحروف 

 :الحل

 𝑟ٚجٌشلُ جٌظغ١ش ٠ّػً  𝑛ٌزٌه فأْ جٌشلُ جٌىر١ش ٠ّػً   ٚٔش٠ذ أْ ٔحخز ِٕٙح  3 ػذد جٌكشٚف

(𝑛  3  𝑟  𝑃  ⟹ (ٔؼٛع   
3  

3 

 3;   
 

  
4 × 3 ×  × 1

  
  4 

فشطس ػًّ  شخض٠ىْٛ ٌىً شحغشز ذك١ع  جسذغ ٚظحتفجشخحص  ػٍٝ   𝟒  ؽشق ضٛص٠غِح ػذد 

 .(ٕ٘ح جٌطشض١د ُِٙ)جلاخش٠ٓ؟ ِطغح٠ٚس ِغ 

 :الحل

 ِطغح٠ٚحْ  4 ٚػذد جٌٛظحتف 4ٕ٘ح ٌذ٠ٕح ػذد جٌطشق 

(𝑛  4  𝑟 𝑃4  ⟹ (ٔؼٛع 4 
4  

4 

 4;4  
 

 ٔفظ جٌغإجي ًْ أ٠ؼح جعطخذجَ جٌمحْٔٛ جلأٚي ٌكحِىٚذحلإ

  
7 × 6 × 5 × 4 × 3 ×  × 1

  
 5 4  

ْ ٠شضرٛج جٔفغُٙ ذك١ع ٠ؿٍغْٛ فٟ طف أذىُ ؽش٠مس ٠ّىٓ ٌّؿّٛػس ِٓ عرؼس جشخحص فٟ قفً 

 .(ٕ٘ح جٌطشض١د ُِٙ) عرؼس ِمحػذِغطم١ُ ف١ٗ 

 :الحل

 ِطغح٠ٚحْ  7 ٚػذد جٌّمحػذ 7ػذد جلاشخحص 

(𝑛  7  𝑟 𝑃7  ⟹ (ٔؼٛع 7 
7  

7 

 7;7  
 

 ٔفظ جٌغإجي ًٚذحلإِىحْ أ٠ؼح جعطخذجَ جٌمحْٔٛ جلأٚي ٌك

 30 يضبل

 31 يضبل

 32 يضبل



 
 ػٍُ جلإقظحء ٚجلاقطّح١ٌس – جٌشجذغجٌفظً 

 109 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

               انزٕافٛك . 3.3.9

ػٍّحً أْ جٌطشض١د غ١ش ُِٙ فٟ ٘زج    ِٓ ِؿطّغ ػذد ػٕحطشٖ  (  ) ػ١ّٕس ػذد ػٕحطش٘ح  ئخط١حسٟ٘ ػذد ؽشق 

      جلاخط١حس ٠ٚشِض ٌٍطٛجف١ك ذحٌشِض
    أٚ   ،        أٚ 

 
 -: وح٢ض٠ٟٚكغد   

   ٘ٛ   ِٓ   ضرحد٠ً ػذد 
       ٘ٛ   ِٓ     ػذد ضرحد٠ً ،   

٠ّٚػً ػذد جٌطشق جٌّطشحذٙس ِٓ ق١ع     

 . ِٓ     جٌؼٕحطش ٚجٌّخطٍفس ذحٌطشض١د فمؾ ٌىً أخط١حس

 -: ٘ٛ انزشرٛت ػذو يشاػبحِغ    ِٓ جٌؼٕحطش ِٓ ِؿطّغ ػذد ػٕحطشٖ   ٚذزٌه ضىْٛ ػذد جٌطشق جٌى١ٍس لاخط١حس 

 

  

𝑃 
𝑛  9  

 𝑃  ئرج وحْ(  n) ؾذ ل١ّس 
𝑛  9 . 

 :الحل

( جٌطرحد٠ًٔطرك لحْٔٛ  )⟹  
𝑛 

 𝑛;   
 9  

 
𝑛 𝑛;   𝑛;   

 𝑛;   
 9  

 𝑛 𝑛  1  9  

 𝑛  𝑛  (ٔظفش)    9 

 𝑛  𝑛  (تجربة)    9 

  𝑛  1   𝑛  9    

𝑛  أما  1    ⟹ 𝑛 𝑛  أو   1   9    ⟹ 𝑛  (ٌهمل لأنه سالب) 9  

 

 دجتّح ِٛؾرس ٠ًُّٚٙ جٌكً جرج وحٔص عحٌرس 𝑛  ٚ𝑟ل١ّس 

𝑪𝒓
𝒏  

𝑷𝒓
𝒏

𝒓 
 

𝒏 

𝒓 ×  𝒏  𝒓  
 

 33 يضبل

 3يلاحظخ
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 لٕاٍَٛ انزٕافٛك

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

1)  𝐶𝑟
𝑛  

𝑃𝑟
𝑛

𝑟 
  

2)  𝐶𝑟
𝑛  

𝑛 

𝑟 × 𝑛;𝑟  
 

3)  𝐶 
𝑛  𝑛  

4)  𝐶𝑟
𝑛  𝐶𝑛;𝑟

𝑛  

5)  𝐶𝑛
𝑛  𝐶0

𝑛  1 

6)  𝐶𝑟
𝑛 ≤ 𝑃𝑟

𝑛 

 

𝐶𝑟
𝑛  

𝑛 

𝑟 ×  𝑛  𝑟  
 

 𝐶  جقغد وً ِٓ
5  ٚ𝐶3

8. 

 :الحل

( جٌطٛجف١كٔطرك لحْٔٛ  )  ⟹ 𝐶 
5  

5 

  × 5;   
 

  
5×4×3× × 

 × ×3× × 
 1  

 

( جٌطٛجف١كٔطرك لحْٔٛ  ) ⟹ 𝐶3
8  

8 

3 × 8;3  
 

  
8×7×6×5 

3× × ×5 
 56 

 34 يضبل
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 .(ٕ٘ح جٌطشض١د غ١ش ُِٙ)وُ ٌؿٕس غلاغ١س ٠ّىٓ ضى٠ٕٛٙح ِٓ عطس جشخحص 

 :الحل

 : 𝑟ٚجٌؼذد جلأطغش ٚ٘ٛ ػذد جٌٍؿحْ ٠ّػً  𝑛جٌؼذد جلأورش ػذد جلأشخحص ٠ّػً 

(𝑛  6  𝑟 𝐶3  ⟹ (ٔؼٛع 3 
6  

6 

3 × 6;3  
 

  
6×5×4×3 

3× × ×3 
  لجنة      

 

ىُ ؽش٠مس ٠ّىٓ ، ذفمؾ جعثٍس( 5)ٚجٌّطٍٛخ قً ( 8)ئرج وحْ ػذد جعثٍس جِطكحْ جٌش٠حػ١حش ٘ٛ 

 (ٕ٘ح جٌطشض١د غ١ش ُِٙ)؟ جلاؾحذس

 :الحل

 : 𝑟ٚجٌؼذد جلأطغش ٚ٘ٛ ػذد جلأعثٍس جٌٛجؾد قٍٙح ٠ّػً  𝑛جٌؼذد جلأورش ػذد أعثٍس جلاِطكحْ ٠ّػً 

(𝑛  8  𝑟 𝐶5  ⟹ (ٔؼٛع 5 
8  

8 

5 × 8;5  
 

  
8×7×6×5 

5 ×3× × 
  طرٌقة اجابة   56 

 .(جٌطشض١د غ١ش ُِٙ) ع١ذجش 5سؾحي ٚ  7ذىُ ؽش٠مس ٠ّىٓ جخط١حس ٌؿٕس ِٓ غلاغس سؾحي ٚع١ذض١ٓ ِٓ ذ١ٓ 

 :الحل

𝐶3٘ٛ  7سؾحي ِٓ  3 جخط١حسػذد ؽشق 
 𝐶٘ٛ  5ٚػذد ؽشق جخط١حس ع١ذض١ٓ ِٓ   7

ٌٚزٌه ٠ىْٛ ػذد ؽشق ،  5

 𝐶 :جٌخّغس ٘ٛ جٌٍؿٕسجخط١حس جػؼحء 
5 𝐶3

7 × 

𝐶3  ⟹ (ػذد ؽشق جلاخط١حس)
7 × 𝐶 

5  
7×6×5×4×3 

3 × 7 3  
×

5×4×3×  

  × 5    
 

  
7×6×5×4

4×3× × 
×

5×4×3

3× × 
 

   35 ×   طرٌقة  اختٌار    35  1

 

 35 يضبل

 36 يضبل

 37 يضبل
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ِح ػذد جٌطشق جٌطٟ  ،دْٚ جسؾحع وشجش ِؼحً  4ذ١ؼحء عكرص ِٕٗ  6وشجش قّشجء ٚ   1و١ظ ف١ٗ 

 .ضىْٛ ف١ٙح جٌىشجش جٌّغكٛذس ِٓ ٔفظ جٌٍْٛ

 :الحل

𝐶4٘ٛ  10ِٓ قّشجء وشجش  4ػذد ؽشق عكد 
𝐶4٘ٛ 6ِٓ وشجش  4ٚػذد ؽشق عكد  0 

ٌٚزٌه ضىْٛ  6

𝐶4ِٓ ٔفظ جٌٍْٛ ٘ٛ أسذغ وشجشػذد جٌطشق جٌى١ٍس ٌغكد 
 0  𝐶4

6  

𝐶4  ⟹ (ػذد ؽشق جلاخط١حس)
 0  𝐶4

6  
1 ×9×8×7×6 

4 × 1  4  
 

6×5×4 

4 × 6 4  
 

  
 0×9×8×7×6 

4×3× × ×6 
 

6×5

 × 
 

    1  15   طرٌقة   5   

 .فٟ ضؿشذس سِٟ لطؼس ٔمٛد ِؼذ١ٔس، جقغد جقطّحي ظٙٛس جٌظٛسز.1
 :جوطد جلاقذجظ ج٢ض١سػٕذ سِٟ قؿش جٌٕشد ِشز ٚجقذز، .2

a.ٌٟٚظٙٛس ػذد ج. 
b.ٟظٙٛس ػذد صٚؾ. 
c.ٞظٙٛس ػذد فشد.  

 -:حجار النرد جدأرمٌنا حجرٌن من .3

a.دد عناصر فضاء العٌنة ع𝑛 𝑆 . 

b. اكتب فضاء العٌنة𝑆. 
c.9ٌساوي  أوكبرأكتب الحدث الذي فٌه قٌمة مجموع العددٌن على وجهً الحجرٌن أ. 
d. حجار ضعف العدد على الوجه الاخر.لأحد اأاكتب الحدث الذي قٌمة العدد الذي على وجه 

e.قبا دون  6على وجهً الحجرٌن ٌقبل القسمة على  اكتب الحدث الذي قٌمة مجموع العددٌن. 

، جد 5او  2هو ظهور العدد  Bهو ظهور العدد الزوجً،  Aفً تجربة رمً حجر النرد اذا كان .4

P(A)  ،P(B)  ،P(A ∪ B) ،.P)A ∩ B(  
 𝐵هو ظهور جمٌع الاوجه صورة،  𝐴فً تجربة رمً ثلاث قطع نقود سوٌة، اذا كانت الحوادث .5

 ظهور صورة واحدة فقط. احسب الاحتمالات الآتٌة: 𝐶جمٌع الاوجه متشابهه، 
a.𝑃 𝐴 ∪  𝐵 . 
b.𝑃 𝐴 ∪  𝐶 . 
c.𝑃 𝐵 ∪  𝐶 . 
d.𝑃 𝐴 ∪  𝐵 ∪  𝐶 . 

 ، ما احتمال:النردحجار أن من ان متماٌزارمً حجر.6

a. 6العددٌن الظاهرٌن هما كون. 

 (1-9)رًبسٍٚ 

 38 يضبل



 
 ػٍُ جلإقظحء ٚجلاقطّح١ٌس – جٌشجذغجٌفظً 

 113 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (                                  )انجغٛظ  ٔالاَحذاس الاسرجبط. 9.9

 ِٓ ٚغ١ش٘ح ٚجٌطشطص، جٌّشوض٠س جٌٕضػس ِمح١٠ظ ِػً جٌٛطف١س، جٌّمح١٠ظ ذؼغ ػشع ضُ جٌغحذمس جٌغٕٛجش فٟ
 ِٓ ٚعٛف ٕٔطمً ٚجقذ، ِطغ١ش ػٓ ؾّؼٙح ضُ جٌطٟ جٌر١حٔحش ضٛص٠غ شىً ٚطف خلاٌٙح ِٓ ٠ّىٓ ٚجٌطٟ جلأخشٜ جٌّمح١٠ظ
ٚعٕشِض ٌّٙح  ِطغ١ش٠ٓ ذ١ٓ جٌؼلالس ٚضك١ًٍ دسجعسٚعٛف ٔطٕحٚي  أوػش، أٚ ِطغ١ش٠ٓ ِغ جٌطؼحًِ ئٌٝ ٚجقذ ِطغ١ش ِغ جٌطؼحًِ

x  ٚy،  فّػلاَ لذ ٠ىْٛ جٌّطغ١شx  ػذد ٔرحضحش جٌمطٓ فٟ ٚقذز جٌّغحقس فٟ ق١ٓ جٌّطغ١ش ٛ٘y  ٚو١ّس جٌّكظٛي جٌٕحضؽ، ج ٛ٘

٠ّػً جٌذسؾحش جٌٕٙحت١س ٌُٙ فٟ ِحدز  y٘ٛ جٌّؼذي جٌفظٍٟ ٌطٍرس فشع جٌفْٕٛ جٌططر١م١س ذ١ّٕح جٌّطغ١ش  xلذ ٠ىْٛ جٌّطغ١ش 

 .جٌش٠حػ١حش

 :س جلاعحع١س ِٓ دسجعس ضٛص٠غ رٚ ِطغ١ش٠ٓ ٟ٘جْ جٌغح٠

جٚ ذّؼٕٝ آخش ل١حط ِذٜ جٌطشجذؾ  (           )ٌم١حط دسؾس جٌؼلالس ذ١ٓ جٌّطغ١ش٠ٓ ٚ٘زج ِح ٠غّٝ ذحلاسضرحؽ 

 .ذ١ٓ ِطغ١ش٠ٓ ِغطم١ٍٓ

 (5-1)رًبسٍٚ 
b. 11أو  7الحصول على مجموع.  

واحدة،  ، سحبت كرة 20الى  1كرة متجانسة فً جمٌع عناصرها مرقمة من  20كٌس ٌحتوي على .7

 ما احتمال:
a.9اصغر من  الذي تحمله الكرة كون العدد 

b. 5اكبر من  العدد الذي تحمله الكرةكون 
 قرصان جد نسبة احتمال:  سحب 20الى  1قرص مرقم من  21صندوق ٌحتوي على .8

a. زوجٌانكلاهما القرصان 
b. لثانً فرديلقرص االاول زوجً واالقرص 

 احتمال:نسبة جد واحدة عشوائٌاً  سحبنا بطاقة، 50الى  1بطاقة مرقمة من  50لدٌنا .9

a. 5ٌقبل القسمة على العدد على البطاقة المسحوبة 

b. 7ٌقبل القسمة على العدد على البطاقة المسحوبة 

c. 7او  5ٌقبل القسمة على العدد على البطاقة المسحوبة 

 :ما احتمال طالبات 4طالب و  12ٌراد اختٌار لجنة طلابٌة تتكون من ثلاثة اشخاص بٌن .10

a.ن تكون اللجنة جمٌعها طلابأ 
b.ن ٌكون فً اللجنة طالب واحد فقطأ  

 إذا كان𝑛   جد قٌمة.11
a. 𝑃 

𝑛  11  
b. 𝑃5

𝑛  8𝑃4
𝑛 

c. 𝐶 
𝑛  55 

 احسب قٌمة:.12
 

  0
 𝑃3

7  8𝑃4
7  

 الترتٌب؟ ( مع مراعاةكم كلمة مختلفة الحروف مكونة من حرفٌن ٌمكن تكوٌنها من كلمة )القدس.13

تكون  ان مدرسٌن، فبكم طرٌقة ٌمكن 8طلاب و  5ٌراد تشكٌل لجنة من ستة اعضاء من بٌن .14

 دون مراعاة الترتٌب؟ على مدرسٌن اثنٌن اللجنة محتوٌة
على ان  اسئلة منها 7اسئلة وكان المطلوب حل  10إذا كان عدد اسئلة امتحان مادة الاحصاء هو .15

 مع مراعاة الترتٌب؟ الخمسة الاولى، فبكم طرٌقة ٌمكن الاجابةبٌن الاسئلة  منأربعة أسئلة  تختار
طرق  ددع عاً، جدكرات م 3كرات بٌضاء، سحبت  8كرات حمراء و  4صندوق ٌحتوي على .16

 دون مراعاة الترتٌب. حمراء وواحدة بٌضاء كرتٌنسحب 
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ذذلاٌس ل١ّس  yٚٚػؼٙح ذشىً ِؼحدٌس ذك١ع ٠ّىٓ جٌطٕرإ ِٕٙح ػٓ ل١ّس جٌّطغ١ش  x  ٚyٌطكذ٠ذ جٌؼلالس جٌكم١م١س ذ١ٓ 

 (           )ٚ٘زج ِح ٠غّٝ ذحلأكذجس  xجٌّطغ١ش 

 أغش ذذسجعس ج٘طّحِٗ وحْ ٚئرج ،سضرحؽجلإ ضك١ًٍ أعٍٛخ جعطخذَ ِطغ١ش٠ٓ ذ١ٓ جٌؼلالس دسجعس ٘ٛ جٌرحقع ج٘طّحَ وحْ فارج       

 :رٌه ػٍٝ جلأِػٍس ِٚٓ جلأكذجس، ضك١ًٍ أعٍٛخ جعطخذَ ج٢خش ػٍٝ جٌّطغ١ش٠ٓ أقذ

 .جٌؼحتٍٟ ٚجٌذخً جلإٔفحق. 1

 .ِٕٙح جٌّطٍٛذس ٚجٌى١ّس جٌغٍؼس عؼش. 2

 .جٌخرض ؽشجٚز ٚػّك جٌخرض ٌطخض٠ٓ جٌض١ِٕس جٌفطشز. 3

 .دسؾس جٌّؼذي جٌفظٍٟ ٌٍش٠حػ١حش ٚدسؾس جلاِطكحْ جٌٕٙحتٟ. 4

 .ّكظٛيجٌ ِٓ جلإٔطحؼ ٚو١ّس جٌّغطخذِس جٌغّحد و١ّحش. 5

 .فٟ جٌذَ جٌىٌٛغطشٚي ِٚغطٜٛ جٌرذ١ٔس جٌش٠حػس ِٓ ِؼ١ٓ ٔٛع ِّحسعس ِشجش ػذد. 6

 .جٌذَ ٚػغؾ جٌؿغُ ٚصْ. 7

 (                         )انخطٙ انجغٛظ   سرجبطالإ . 1.9.9

٘ٛ  سضرحؽضؿحٖ ٚلٛز جٌؼلالس ذ١ٓ ظح٘شض١ٓ أٚ أوػش ٚأذغؾ أٔٛجع جلإأ٠ركع فٟ  سضرحؽفاْ جلإشحسز وّح عرك جلإ

ذ١ٓ ظح٘شض١ٓ ٠ؼٕٟ أٔٗ ئرج صجدش  ئسضرحؽجٌزٞ ٠ركع فٟ لٛز جٌؼلالس ذ١ٓ ظح٘شض١ٓ ٚ٘ٛ ِٛػٛع دسجعطٕح، فٛؾٛد  سضرحؽجلإ

ؽشد٠ح أٚ ِٛؾرح فٟ جٌكحٌس  حئسضرحؽل١ُ جٌظح٘شز جلأٌٚٝ ٠طرؼٙح ص٠حدز أٚ ٔمظحْ فٟ ل١ُ جٌظح٘شز جلأخشٜ ٠ٚمحي أْ ٕ٘حن 

 -: (1-4)شىًجٌػىغ١ح أٚ عحٌرح فٟ جٌكحٌس جٌػح١ٔس وّح فٟ  حً ئسضرحؽجلأٌٚٝ ٚ

 .لا ضٛؾذ ػلالس ذ١ٓ جٌظح٘شض١ٓ .1

 .ػلالس ػىغ١س ذ١ٓ جٌظح٘شض١ٓ .2

 .ػلالس ؽشد٠س ذ١ٓ جٌظح٘شض١ٓ .3

 

 

جٌّؿطّغ قحٌس  فٟ ٌٗ ٠ٚشِض ِطغ١ش٠ٓ، ذ١ٓ جٌؼلالس ٚلٛز ٔٛع ضكذ٠ذ ٘ٛ جٌرغ١ؾ جٌخطٟ سضرحؽجلإ ضك١ًٍ ِٓ ٌغشعج

 ِغكٛذس ػ١ٕس ذ١حٔحش ِغ ٔطؼحًِ  ، جٌططر١م١س جٌٕٛجقٟ ِٓ وػ١ش فٟ إٔٔح ق١ع، ٚ  ذحٌشِض  جٌؼ١ٕس قحٌس ٚفٟ (سٚ)   ذحٌشِض
 جٌطكذ٠ذ ٚذغرد ٘زج جٌّؿطّغ، فٟ سضرحؽجلإ ٌّؼحًِ جٌؼ١ٕس وطمذ٠ش فٟ سضرحؽجلإ ِؼحًِ ذكغحخ فإٔح عٛف ٔٙطُ  جٌّؿطّغ، ِٓ

 :ّ٘ح ٔمطط١ٓ ػٍٝ ٠شوض أٔٗ ٔؿذ ،سضرحؽجلإ دسجعس ِؼحًِ ِٓ ٌٍغشع

 انؼلالخ َٕع (1
 :٠ٍٟ وّح سضرحؽجلإ ِؼحًِئشحسز  قغد أٔٛجع غلاظ ٚضأخز
a.  قذ أ، ضٛؾذ ػلالس ػىغ١س ذ١ٓ جٌّطغ١ش٠ٓ، ذّؼٕٝ ص٠حدز (      )عحٌرس  سضرحؽِؼحًِ جلإئشحسز ئرج وحٔص

 .جٌّطغ١ش٠ٓ ٠ظحقرٗ جٔخفحع فٟ جٌّطغ١ش جٌػحٟٔ ٚذحٌؼىظ
b.  قذ أ، ضٛؾذ ػلالس ؽشد٠س ذ١ٓ جٌّطغ١ش٠ٓ، ذّؼٕٝ ص٠حدز (      )ِٛؾرس  سضرحؽِؼحًِ جلإئشحسز ئرج وحٔص

 .جٌّطغ١ش٠ٓ ٠ظحقرٗ ص٠حدز فٟ جٌّطغ١ش جٌػحٟٔ ٚذحٌؼىظ

c. دي رٌه ػٍٝ جٔؼذجَ جٌؼلالس ذ١ٓ جٌّطغ١ش٠ٓ(       ) ل١ّطٗ طفشج سضرحؽحًِ جلإئرج وحْ ِؼ. 

 إَاع انؼلالخ ثٍٛ ظبْشرٍٛ أٔ يزغٛشٍٚ( 1-4)شاكم
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 انؼلالخ لٕح (5

ضمغ فٟ جٌّذٜ  سضرحؽْ ل١ّس ِؼحًِ جلإأ، ق١ع   ±٠ّٚىٓ جٌكىُ ػٍٝ لٛز جٌؼلالس ِٓ ق١ع دسؾس لشذٙح جٚ ذؼذ٘ح ػٓ 

 :جٌشىً ج٢ضٟ، ٚلذ طٕف ذؼغ جلاقظحت١١ٓ دسؾحش ٌمٛز جٌؼلالس ػٍٝ (          ) 

جٌّٛؾد ِؼحًِ جلإسضرحؽ سضرحؽلٛز جلإ   

. ألً ِٓ   ػؼ١ف ؾذجً    

 .   –   .  ػؼ١ف   

 .    .  ِطٛعؾ   

 .    .  لٛٞ   

 .    .  لٛٞ ؾذجً    

 ضحَ  

 :جٌؼ١ٕس، ٔغطخذَ جقذٜ جٌظ١غط١ٓ ج٢ض١ط١ٓ فٟ سضرحؽجلإ ِؼحًِ ٌٚكغحخ

  
∑     ̅      ̅ 

√∑     ̅  ×      ̅  
 

  
∑      

 ∑    ∑   
 

  ∑  
   

 ∑   
 

   ∑  
   

 ∑   
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :جٌمطٓ ٔرحش( عُ)ٌٍر١حٔحش ج٢ض١س ٚجٌطٟ ضّػً ؽٛي ٚػشع ٚسلس  سضرحؽجقغد ِؼحًِ جلإ

 13 19 13 18 14 17 14 17 15 16 (𝒙𝐢)ػشع انٕسلخ

 15 22 13 20 13 20 15 19 15 18 (𝒚𝐢)طٕل انٕسلخ 

 :الحل

𝒙𝐢. 𝒚𝐢  𝒚𝐢 
𝟐  𝒙𝐢 

𝟐 𝒚𝐢 𝒙𝐢 
195 225 169 15 13 
418 484 361 22 19 
169 169 169 13 13 
360 400 324 20 18 
182 169 196 13 14 
340 400 289 20 17 
210 225 196 15 14 
323 361 289 19 17 
225 225 225 15 15 
288 324 256 18 16 

 𝑥i. 𝑦i   71    𝑦i 
   98    𝑥i 

   474  𝑦i  17   𝑥i  156 
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𝑟  
∑𝑋𝑖𝑌𝑖; 

 ∑𝑋𝑖  ∑𝑌𝑖 

𝑛

  ∑𝑋𝑖
2; 

 ∑𝑋𝑖 
2

𝑛
  ∑𝑌𝑖

2; 
 ∑𝑌𝑖 

2

𝑛
 

  

𝑟  
 7 0; 

 156  170 

10

   474; 
 156 2

10
   98 ; 

 170 2

10
 

  

𝑟  
 7 0; 65 

√  474;  433.6   98 ;  890 
  

𝑟  
58

√ 40.4  9  
 

58

 37 6.8
 

58

60.97
  .95  

𝐫 ) سضرحؽْ ِؼحًِ جلإأ ٚق١ع   𝟎.  .٠ؼٕٟ ٚؾٛد ػلالس ؽشد٠س ل٠ٛس ذ١ٓ ؽٛي ٚػشع جٌٛسلس فأْ رٌه( 𝟗𝟓

 :دٔحٖأ  𝑦 ٚل١ُ 𝑥 ذ١ٓ ل١ُ  سضرحؽجلاجقغد ِؼحًِ 

 𝒙 15 20 10 5 25  لٛى

 𝒚 8 6 7 10 4  لٛى

 الحل:

𝒙𝐢. 𝒚𝐢  𝒚𝐢 
𝟐  𝒙𝐢 

𝟐 𝒚𝐢 𝒙𝐢 
120 64 225 8 15 
120 36 400 6 20 
70 49 100 7 10 
50 100 25 10 5 
100 16 625 4 25 

 𝑥i. 𝑦i  46    𝑦i 
   65   𝑥i 

  1375  𝑦i  35  𝑥i  75 

𝑟  
∑𝑋𝑖𝑌𝑖; 

 ∑𝑋𝑖  ∑𝑌𝑖 

𝑛

  ∑𝑋𝑖
2; 

 ∑𝑋𝑖 
2

𝑛
  ∑𝑌𝑖

2; 
 ∑𝑌𝑖 

2

𝑛
 

  

𝑟  
460; 

 75  35 

5

   375; 
 75 2

5
   65; 

 35 2

5
 

  

𝑟  
460; 5 5

√  375;    5   65;  45 
  

;65

√  50   0 
 

;65

 5000
 

;65

70.7 
   .9   

𝐫 ) سضرحؽجلاْ ِؼحًِ أ ٚق١ع   𝟎.  ..𝑦ٚل١ُ  𝑥ل١ُ ل٠ٛس ذ١ٓ  ػىغ١س٠ؼٕٟ ٚؾٛد ػلالس  فأْ رٌه( 𝟗𝟐
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 (                        )الخطً البسٌط  نحدار الأ. 5.9.9

 وّٟ ِطغ١ش ػٍٝ وّٟ ِطغ١ش أغش ٚضك١ًٍ دسجعس ٘ٛ جٌرغ١ؾ، جٌخطٟ جلأكذجس ضك١ًٍ أعٍٛخ جعطخذجَ ِٓ جٌغشع ئْ

 :٠ٍٟ ِح رٌه ػٍٝ جلأِػٍس ِٚٓ آخش،

 جٌذُٚٔ ئٔطحؾ١س ػٍٝ جٌغّحد و١ّس أغش دسجعس. 

 ىٍفسجٌ ػٍٝ جلإٔطحؼ أغش دسجعس. 

 جٌٛصْ فٟ جٌض٠حدز ػٍٝ جلأذمحس طٕحٌٚٙحض جٌطٟ جٌرشٚض١ٓ و١ّس أغش دسجعس. 

 جلاعطٙلاوٟ جلإٔفحق ػٍٝ جٌذخً أغش. 

 ٠ٙطُ جٌرحقع أْ ٔؿذ جٌرغ١ؾ جلأكذجس ضك١ًٍ فٟ، ٚٚجٌطؿحس٠س ٚجٌضسجػ١س جلالطظحد٠س جٌٕٛجقٟ ِٓ وػ١ش فٟ أِػٍس ٕٚ٘حن

 ذٗ، جٌّطٕرأ أٚ جٌطحذغ ذحٌّطغ١ش ٠ٚغّٝ جٌػحٟٔ جٌّطغ١ش ػٍٝ ِٕٗ، جٌّطٕرأ أٚ جٌّغطمً ذحٌّطغ١ش ٠ٚغّٝ جٌّطغ١ش٠ٓ أقذ أغش ذذسجعس

 فٟ وذجٌس جٌطحذغ جٌّطغ١ش ضؼىظ جلأٌٚٝ، جٌذسؾس ِٓ خط١س ِؼحدٌس شىً فٟ جٌخطٟ جلأكذجس ّٔٛرؼ ػشع ٠ّىٓ غُ ِٚٓ

.        -:٠ٍٟ  وّح جٌّغطمً جٌّطغ١ش  :أْ ق١ع   

 .٠طأغش جٌزٞجٌطحذغ  جٌّطغ١ش ٘ٛ:   

 .ش٠إغ جٌزٞ جٌّغطمً جٌّطغ١ش ٘ٛ:  

جٌّغطمً  جٌّطغ١ش جٔؼذجَ ل١ّس  قحٌس فٟ جٌطحذغ جٌّطغ١ش ل١ّس ، ٚ٘ٛ ٠ؼىظ  جٌؿضء جٌّمطٛع ِٓ جٌّكٛس  ٚ٘ٛ :( جٌفح)  

 (.(      جٞ فٟ قحٌس  ،  

ئْ جٌّؼحدٌس أػلاٖ ضغّٝ  .ذّمذجس ٚقذز ٚجقذز   ئرج ضغ١شش   ؾ جٌّغطم١ُ، ٠ٚؼىظ ِمذجس جٌطغ١ش فٟ جٌخ١ًِ  :( ذ١طح)  

 .ّ٘ح غٛجذص  ٚ   ِؼحدٌس خؾ جلأكذجس ٌٍّؿطّغ ٚجْ 

 ذحٌّمطغ    ٚضغّٝ ٔمطس ضمحؽغ خؾ جلأكذجس ِغ جٌّكٛس ضغحٚٞ طفش   ػٕذِح   ذحٔٗ ِؼذي ل١ّس    انضبثذ٠ؼشف 

 . ِٓ جٌؼ١ٕس ٠ٚشِض ٌٙح   ٠ّٚىٓ ضمذ٠ش                 أٞ   

ػٕذِح ضطغ١ش    فٟ ِؼذي جٌطغ١شذحٔٗ (    ػٍٝ   ٠ٚغّٝ ِؼحًِ جٔكذجس ) انضبثذ ثًٛم خظ الاَحذاس نهًغزًغ٠ؼشف 

 . ج١ًٌّ ِٓ جٌؼ١ٕس ٠شِض ٌٗ  ٚػٕذ ضمذ٠ش ل١ّس ٚجقذز   ل١ّس

 :ذحٌّؼحدٌس ج٢ض١سٚذزٌه ّٔػً ِؼحدٌس خؾ جلأكذجس ٌٍؼ١ٕس 

         

ػٕذ ِؼشفس    ِٓ ل١ُ    ِٚٓ جٌّؼحدٌس جػلاٖ ٠ّىٓ جٌطٕرإ ذم١ّس

 (.2-4)، ٚوّح ِٛػف فٟ جٌشىً  ٚ    جٌػٛجذص 

 

 

 -: حغبة يؼبيم الاَحذاس  كٛفٛخ

 :جٌّؼحدٌس ج٢ض١سٛجعطس ذ   ٚ ِح ٠غّٝ ج٠ؼح ١ًِ خؾ جلأكذجس  أ٠كغد ِؼحًِ جلأكذجس 

  
∑    x        

∑    x 
 

 bو  a( ٌمثل الانحدار الخطً مبٌناَ فٌه كل من 2-4شكل)
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         :جٚ ٠ّىٓ جعطؼّحي جٌّؼحدٌس جٌّخطظشز ج٢ض١س

  
∑  .    

 ∑    ∑   
 

∑    
  

 ∑   
 

 

 

   يغ انًحٕس     حغبة يؼبيم رمبطغ خظ الاَحذاس كٛفٛخ

 :ذحٌّؼحدٌس ج٢ض١س  ِغ جٌّكٛس     ٠ّىٓ قغحخ ِؼحًِ ضمحؽغ خؾ جلأكذجس

        

 اعزخذايبد رحهٛم الاَحذاس

 ٌستخدم تحلٌل الانحدار فً المجالات الآتٌة :

 الكمٌة بٌن المتغٌر التابع والمتغٌر المستقل.وصف العلاقة  -1

 بقٌم المتغٌر التابع عند مستوٌات محددة للمتغٌر المستقل. التنبؤ -2

 فٌه. السٌطرة على المتغٌر التابع عن طرٌق التحكم بمستوى المتغٌر المستقل الذي ٌؤثر -3

 
 

 

 

  
 𝛴 𝑥𝑖   5                𝛴𝑦i  8             𝛴 𝑥i

  446            𝛴𝑥i𝑦i  18             𝑛  1   

𝑎  8    1.1  × 5  13.6 

𝑦  13.6   1.1  .  6  

𝑦  6.88 ≅ 7 

ػذد غشف ( 𝑦)ٚضّػً  ذحلاعشز، ضّػً ػذد جلاؽفحي( 𝑥)عش، ٚوحٔص أ  1جخزش ػ١ٕس ِىٛٔس ِٓ 

 :ٚقظٍٕح ػٍٝ جٌٕطحتؽ ج٢ض١س ، جٌّغىٓ ٌلاعشز

 .فحي، غُ لذس ػذد جٌغشف ػٕذِح ٠ىْٛ ػذد جؽفحي جلاعشز ٠غحٚٞ  عطس جؽ جقغد ِؼحدٌس خؾ جلأكذجس

 الحل:

     :ذاعطخذجَ جٌؼلالس  𝑏ٔكغد ل١ّس  : جٚلاً 

𝑏  
∑𝑥𝑖.𝑦𝑖;

 ∑𝑥𝑖  ∑𝑦𝑖 

𝑛

∑ 𝑥𝑖 
2;

 ∑𝑥𝑖 
2

𝑛

   =
 80;

 50  80 

10

446;
502

10

  
 80;400

446; 50
  

;  0

 96
  1.1  

 𝑎ٔكغد ل١ّس : غح١ٔح 

𝑎  𝑦  𝑏𝑥        𝑥  
50

 0
 5          𝑦  

80

 0
 8    

 -:ٌزج ضىْٛ ِؼحدٌس خؾ جلأكذجس 

𝑦  13.6   1.1  . 𝑥   
 -:ػٕذِح ٠ىْٛ ػذد جلاؽفحي عطس ، ٔؼٛع ذحٌّؼحدٌس جػلاٖ   ٌٚطمذ٠ش ػذد غشف جلاعشز

 41 يضبل
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𝑎  7   × 1.5   4   

 :ٌٍر١حٔحش ج٢ض١س 𝑥ػٍٝ   𝑦جلأكذجس خؾ أٚؾذ ِؼحدٌس 

𝒙   0 1 2 3 

𝒚 4 6 8 10 

 الحل:

𝑦i
  𝑥i

  𝑥i. 𝑦i 𝑦i 𝑥i 

16 0 0 4 0 

36 1 6 6 1 

64 4 16 8 2 

100 9 30 10 3 

  𝑦i 
   16   𝑥i 

  14  𝑥i. 𝑦i  5   𝑦i   8  𝑥i  6 

 

𝑏  
∑𝑥𝑖.𝑦𝑖;

 ∑𝑥𝑖  ∑𝑦𝑖 

𝑛

∑ 𝑥𝑖 
2;

 ∑𝑥𝑖 
2

𝑛

  

𝑏  
5 ;

 6  28 

4

 4;
62

4

 
5 ;4 

 4;9
 

 0

5
     

𝑎  𝑦  𝑏𝑥       𝑥  
6

4
 1.5            𝑦  

 8

4
 7    

 -:ٌزج ضىْٛ ِؼحدٌس خؾ جلأكذجس

𝑦  4   𝑥   
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 :ذ١ٓ دجتّحً  سضرحؽضٕكظش ل١ّس  ِؼحًِ جلإ(1

a)غ١ش ِكذٚد b) ٓ1ٚ  0ذ١ c) ٓ1ٚ  1-ذ١ d) ٓ1-ٚ  0ذ١ 

 :، فٙزج ٠ؼٕٟ 1.2 سضرحؽئرج وحٔص ل١ّس ِؼحًِ جلإ(2

a)ٕ٘حن خطأ b)ؽشدٞ ضحَ سضرحؽجلإ c)ػىغٟ سضرحؽجلإ d)ؽشدٞ سضرحؽجلإ 

 :ّحفٟ ِؼحدٌس جلأكذجس دجت( جٌطٕرإ ذٗ)٠غّٝ جٌّطغ١ش جٌّطٍٛخ ضمذ٠شٖ (3

a)ًجٌّغطم b)ٟجٌؼشٛجت c)جٌطحذغ d)ٟجٌٛطف 

 

 عحذمس خلاي عٕٛجش  جٌر١حٔحش جٌٛجسدز فٟ جٌؿذٚي ج٢ضٟ ضر١ٓ ِؼذلاش جٌرطحٌس ٚجٌطلاق فٟ دٌٚس ِح .4

a. ػٍٝ جفطشجع أْ ٕ٘حن ػلالس خط١س ذ١ٓ ِؼذي جٌرطحٌس فٟ ٘زٖ جٌذٌٚس(𝑥   )ِٚؼذي جٌطلاق (𝑦 ) قذد

 ؟  𝑥ػٍٝ  𝑦جٔكذجس خؾ  ِؼحدٌس 
b. 12%لذس ِؼذي جٌطلاق ئرج ٚطً ِؼذي جٌرطحٌس. 
c.ذ١ٓ جٌظح٘شض١ٓ  سضرحؽأقغد ِؼحًِ جلإ. 

 𝑥  5.0 5.2 4.9 7.3 6.5 10.5 10.8 8.5 8.0 6.5   معدل البطالة

 2.5 2.4 3.1 4.3 3.8 5.0 4.8 4.1 8.3 2.8 (𝑦معدل الطلاق )

 

 ِٓ جٌر١حٔحش ج٢ض١س  𝑦ػٍٝ    𝑥جٚؾذ ِؼحدٌس جٔكذجس .  5

𝑥   4   5     1 

𝑦 6 1  15 7 8 

 

 :ذحْ ئرج ػٍّص. 6

𝒏  𝟏𝟎   𝒚𝒊 
𝟐  𝟔𝟑𝟑   𝒙𝒊 

𝟐  𝟐𝟎𝟎  𝒙 𝒊. 𝒚𝐢  𝟑𝟓𝟎  𝒚𝒊  𝟕𝟓  𝒙𝒊  𝟒𝟎 

a. ِؼحدٌس خؾ جلأكذجسجٚؾذ 
b.سضرحؽجٚؾذ ِؼحًِ جلإ 

 

 (2-9)رًبسٍٚ 


