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 ةالمقدم

تعد المناهج أحد أهم حلقات العملٌة التربوٌة حٌث أن للمناهج دور كبٌر فً إٌصال المعلومة إلى        

ناهج العلمٌة دور أساسً مهم فً تطوٌر مجمل العملٌة التعلٌمٌة كما المتلقً )الطالب( وأن لتطوٌر الم

ة الحٌاة الإنسانٌة المتجددة دوماً والعلم جزء من الحٌاة المتجددة لذلك لا بد أن تعكس مان التطور هو س

المناهج التطورات الحدٌثة فً مختلف مٌادٌن الحٌاة حٌث أن النمو المعرفً سرٌع جداً مما ٌحتم 

 متكاملة.تحدٌث المناهج بصورة مستمرة وان عملٌة التحدٌث والتطوٌر هً عملٌة 

فً  التعلٌمهذا لكل هذه التحدٌات وحاجات قطاع التعلٌم المهنً فً العراق لتحسٌن جودة  وإدراكاً      

تقوم شعبة المناهج فً المدٌرٌة العامة للتعلٌم المهنً بتنفٌذ مبادرة طموحة  مختلف قنواته التعلٌمٌة

متعلق بعلوم تهدف هذه المبادرة فً جانبها ال،  تهدف إلى إحداث تغٌٌر جوهري فً مناهجها الدراسٌة

مع المعاٌٌر العالمٌة والنظرٌات  ٌتلاءمالرٌاضٌات إلى إعداد الكتب الدراسٌة لمادة الرٌاضٌات بما 

رفع مستوى تحصٌل طلاب التعلٌم المهنً فً مادة الرٌاضٌات لٌتسنى  فضلاً عن  التربوٌة الحدٌثة

نوعٌة فً المناهج من حٌث الإعداد إحداث نقلة عن طرٌق لهم منافسة أقرانهم من طلبة التعلٌم العام 

 .لربط مع التطبٌقات الحٌاتٌةالعلمً وأسلوب العرض وا

وتقنٌة  وفرع الحاسوب لطلبة الفرع الصناعً الثالثالكتاب إن هذا الكتاب الذي بٌن أٌدٌكم هو     

 فٌماالاعداد المركبة فصول ٌتناول الفصل الاول موضوع  ستةوهو فً فً التعلٌم المهنً المعلومات 

لفصل الثالث وا تكملة لما تعلمه الطالب فً السنة السابقة فً القطوع المخروطٌةٌتناول الفصل الثانً 

العكسٌة للمشتقة وهو  العملٌةتلاه الفصل الرابع الذي تضمن  التطبٌقات على المشتقة تناول فقد 

استكمالا لما درسه الطالب فً الصف الهندسة الفراغٌة بحث فً الذي الفصل الخامس و ،تكاملال

  .نظرٌة الاحتمالفٌه  ناتناولاما الفصل السادس فلقد  الثانً ،

الحدٌثة فكان  تألٌفه الطرقوحاولنا ان نتبع عند  ، المقررة للأهدافلقد تم وضع هذا الكتاب وفقاً     

من الاذهان وتوخٌنا الاكثار من التمارٌن  انا منصباً على الشرح المفصل لكل مفرداته بما ٌقربهجهد

الوقت المخصص لكل  لىإ الإشارةوهنا لا بد من  العملٌة.العملٌة التً ٌصادفها الطالب فً حٌاته 

 هـــــوما مجموعسبوع الا فًص حص ثلاثوبمعدل  لاتًفصل والذي تم الاتفاق على ان ٌكون كا

 أسبوعاً(. 03)

 أسابٌع سبعة   الفصل الاول

 أسابٌع خمسة   الفصل الثانً

 أسابٌع خمسة   الفصل الثالث

 أسابٌع سبعة            لفصل الرابعا

 أسابٌع ثلاثة                     لفصل الخامسا

 أسابٌع ثلاثة         لسادسالفصل ا

فً ٌومه  رأٌت أنه لا ٌكتب أنسان كتاباً  )إنً ٌقول صاحبها التًالشهٌرة  بالمقولةشهد تنس وختاماً     

ولو  أفضل،ولو قدم هذا لكان  ٌستحسن،ولو زٌد كذا لكان  أحسن،لو غٌر هذا لكان  غده:إلا قال فً 

ستٌلاء النقص على جملة اوهو دلٌل على  للإنسان،وهذا من أعظم العبر  أجمل،ترك هذا لكان 

 الموفق.التطوٌر والله  بهدف مملاحظاتهبنا وٌوافأن  ٌنالمدرس ناناخوا. آملٌن من البشر(

 المؤلفون                                                                                                  
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 محتويات الكتاب    

 الصفحة                  الموضوع                       البند  

 الفصل الاول         

 الاعداد المركبة

   9       الحاجة إلى مزٌد من الأعدادإظهار  4-4

 9          تعرٌف العدد المركب  4-0

 42                (  قوى )  4-3

 40        جبر الأعداد المركبة   4-1

 07                                             بةلمعادلات فً حقل الأعداد المركحل ا  4-5

 31                     للإعداد المركبةالتمثٌل الهندسً   4-6

 35      الصٌغة القطبٌة للإعداد المركبة  4-7

 الفصل الثاني

 القطوع المخروطية

 15      القطوع المخروطٌة )مراجعة(   0-4

 16                القطع المكافئ  0-0

  62                القطع الناقص     0-3

 72         القطع الزائد  0-1

 الفصل الثالث

 تطبيقات على المشتقة

  82      مراجعة فً قواعد إٌجاد المشتقة            3-4

            80     استخدام المشتقة فً التقرٌب       3-0

            85           لدالة ومناطق التزاٌد والتناقصالنقاط الحرجة ل   3-3

 87           )النسبٌة( والصغرى المحلٌةالنهاٌات العظمى           3-1

           91           نقاط الانقلاب ومناطق التحدب والتقعر للدالة     3-5

 94                             رسم الدوال الحقٌقٌة    3-6

 100   تطبٌقات عملٌة على النهاٌات العظمى والصغرى   3-7
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 الصفحة                           الموضوع                    البند 

 الفصل الرابع

 التكامل

 427        مفاهٌم عامة   1-4

 108        الدالة المقابلة  1-0

 110        التكامل غٌر المحدد  1-3

 120     تطبٌقات على التكامل غٌر المحدد   1-1

 126               التكامل المحدد   1-5

  134   إٌجاد مساحة منطقة مستوٌة باستخدام التكامل المحدد    1-6

 139  المسافة ( -التطبٌق الفٌزٌاوي للتكامل المحدد)الإزاحة         1-7

 الفصل الخامس                   

 الهندسة الفراغية

    144                  تمهٌد             5-4

 411                              الزوجٌة والمستوٌات المتعامدةالزاوٌة             5-0

  417                     المبرهنة السابعة ونتٌجتها               5-3

    418                            المبرهنة الثامنة             5-1

 419                   المبرهنة التاسعة ونتٌجتها   5-5

   453                   الإسقاط العمودي على المستوي  5-6

  

 الفصل السادس

 نظرية الاحتمالات

 462       تعارٌف ومصطلحات  6-4

    465إٌجاد عدد  طرق وقوع الأحداث باستخدام التبادٌل والتوافٌق              6-0

 إٌجاد عدد طرق سحب عٌنة من مجتمع مع الارجاع وبدونه   6-3

 468       وبالترتٌب  وبدونه                

  474                نسبة الاحتمال  6-1
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 بعض المختصرات والرموز المستعملة في الكتاب                     

الطرف الاٌسر:                        

 الطرف الاٌمن:                      

مجموعة الحل:                    

 المحور الأفقً         

 المحور العمودي       

 مجموعة الاعداد المركبة  

 مجموعة الاعداد الحقٌقٌة  

النسبٌة الأعدادمجموعة      

الصحٌحة الأعدادمجموعة      

 مجموعة الاعداد الطبٌعٌة   

لكل      

 ٌوجد على الاقل   

 ٌنتمً    

 الإزاحة    
الزمن      
 السرعة   
 التعجٌل   
المٌل  :      
 ( ) :  الدالة       

   :   x  التغٌر فً قٌمة 

    
   

لغاٌة عندما تقتربا  من   :    
  

  
 المشتقة الأولى  ( )        

   

       
 المشتقة الثانٌة    ( )      

                                                      التكامل بالنسبة للمتغٌر        ∫
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الأولالفصل       

 (complex numbers) المركبة الأعداد   

 السلوكٌة: الأهداف

 :الفصل ان ٌكون قادراً على ان هذا لطالب فً نهاٌة لٌنبغً 

بسبب وجود عدد من المعادلات  الأعدادالتوسع فً مفهوم  إلىٌدرك الحاجة  .1

مجموعة عددٌة جدٌدة أكبر من مجموعة  استحداثجذورها  إٌجادالتً ٌقتضً 

 .الحقٌقٌة الأعداد

  و حقٌقًعدد   حٌث    التخٌلً والتعبٌر عنه بصٌغة  الجزءٌتعرف على  .2

 .(  )تمثل الجذر التربٌعً للعدد 

 .المركبة الأعدادٌتعرف على كٌفٌة جمع  .3

 الأعداد النظٌر الجمعً للعدد المركب ومنه كٌفٌة طرحٌتعرف على مفهوم  .4

 .المركبة

 .المركبة الأعداد ضرب كٌفٌةٌتعرف على  .5

 .المركبة الأعداد قسمةللعدد المركب ومنه كٌفٌة  المرافقٌتعرف على مفهوم  .6

تساوي عددٌن مركبٌن ومنه كٌفٌة حل المعادلات التً ٌتعرف على مفهوم  .7

 .مركبة أعداداتحتوي 

 المركب. استخراج الجذرٌن التربٌعٌٌن للعدد كٌفٌةٌتعرف على   .8

 .المركبة الأعدادكٌفٌة حل المعادلات ضمن حقل ٌتعرف على   .9

 .ربٌعٌة التً علم جذرٌها المركبٌنالمعادلة الت إٌجادٌتمكن من   .11

 .ٌهعل ةالمركب الأعداد( وٌتمكن من تمثٌل وساكمستوي )ٌتعرف على   .11

ومفهوم  تهلسع الأساسٌةٌتعرف على مفهوم مقٌاس العدد المركب والقٌمة   .12

 .عدد مركب لأي إٌجادهماتمكن من ٌوسعة العدد المركب 

 .وٌلر )الصٌغة القطبٌة (أٌتمكن من التعبٌر عن العدد المركب بصٌغة  .13
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الأولالفصل   

    (complex numbers)ةالمركب الأعداد

 المحتوى العلمً

 الأعدادمزٌد من  إلىإظهار الحاجة    1-1

 تعرٌف العدد المركب         1-2

  ( )قوى          1-3

 المركبة جبر الأعداد         1-4

 المركبة الأعدادجمع  1-4-1

 المركبة الأعداد طرح   1-4-2

 المركبة الأعداد ضرب  1-4-3

 مفهوم مرافق العدد المركب   1-4-4

 المركبة الأعدادسمة ق        1-4-5

 عاملٌن مركبٌن إلى حقٌقًالعدد التحلٌل   1-4-6

 تساوي عددٌن مركبٌن   1-4-7

 ٌجاد الجذرٌن التربٌعٌٌن للعدد المركب إ  1-4-8

 المركبة الأعدادمعادلات فً حقل الحل   1-5

 التمثٌل الهندسً للؤعداد المركبة  1-6

 الصٌغة القطبٌة للعدد المركب  1-7

 والسعة للعدد المركبالمقٌاس   1-7-1

 ر(وٌلأصٌغة  (المركب بالصٌغة القطبٌة التعبٌر عن العدد   1-7-2
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 الأوللفصل ا

   (complex numbers) المركبة الأعداد

 الأعدادمزٌد من  إلىإظهار الحاجة  1-1

فً  تأأنشحٌث  .تقدٌم مجموعات عددٌة مختلفة إلىعبر مختلف العصور عمد علماء الرٌاضٌات 

وهو الحرف الاول   والتً رمز لها بالرمز عداد العد( أالطبٌعٌة ) الأعدادمجموعة  الأمر أول

  .    حٌث         وتعنً )طبٌعً( لحل المعادلات التً بالصٌغة   Naturalمن كلمة 

 ستحٌلة الحل فً البنٌةم      حٌث         لما كانت بعض المعادلات من الشكل 

أستحدث الباحثون مجموعة الأعداد  فلقد    (     ) كالمعادلة  (   ) الرٌاضٌة
فأصبح حل الطبٌعٌة  الأعدادمجموعة  إلىالأعداد السالبة ضافة با      حٌث    الصحٌحة 

(  )    ا هووحله(   ) ة الرٌاضٌةٌهذه المعادلة ممكناً فً البن ولما كانت ،        
  (   )   ة الرٌاضٌةالبنٌمستحٌلة الحل فً        :أيـل الخطً المعادلات من الشك بعض

         حٌث  نسبٌة حدث الباحثون مجموعة الأعداد التاسفلقد      كالمعادلة 

   هوفٌها حل هذه المعادلةالتً ٌكون و
 

 
       لما كانت بعض المعادلات من الشكل، و 

الحقٌقٌة  الباحثون مجموعة الأعداد فلقد أستحدث(   ) الحل فً البنٌة الرٌاضٌة  لهٌستحم

  ℝٌثـح        ℝ  المجموعةفٌها ه       حل المعادلةمجموعة تكون ثٌبح ً 

بدون حل       ℝ         ت من الشكل لاالمعاد ، مع ذلك بقٌت { √   √ }

للدلالة على   ( )ولقد قدم العالم السوٌسري )اوٌلر( ما سمً بالوحدة التخٌلٌة      كالمعادلة 

 حٌث  ℂالامر الذي مهد لظهور مجموعة الاعداد المركبة (  ) الجذرٌن التربٌعٌٌن للعدد الحقٌقً

      ℝ  ℂ  على ٌد +     *فٌها هو        والتً ٌكون حل المعادلة

 ةـــــــــدد بالصٌغــ( والذي له الفضل بوضع تعرٌف العدد المركب كعوساك) الألمانًالعالم 

 (    ) 

 .      √    ℝ     :  حٌث 

 تعرٌف العدد المركب 1-2

بالعذد المشكب        √    ℝ      :حٍث (    )ٌطلق على العدد بالصٌغة 

تخٍلً للعذد المشكب البالجضء   وٌسمى الجضء بالجضء الحقٍقً للعذد المشكب   وٌسمى الجضء 

كما تسمى  .بالصٍغة الجبشٌة ) الاعتٍادٌة ( للعذد المشكب (    )ة ــــوتسمى الصٍغ

 :المجمىعة 

ℂ  {           ℝ    √       } 
ٌّنا فً البند السابق تمثل المجموعة  الأعدادبمجموعة  وتكون للؤعداد الأوسعالمركبة وهً كما ب

 .ℝ   ℂ      حٍث   مجموعة جزئٌة منها  ℝالحقٌقٌة  الأعدادمجموعة 
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الأتٌةالمركبة  دانظر للؤعدا  :( 1مثال     

 العدد المركب الجزء الحقٌقً الجزء التخٌلً

    𝑎            𝑧     𝑖           

𝑏      𝑎            𝑧      𝑖       

   𝑏        𝑎                           

𝑏    𝑎                       

   𝑏     𝑎               𝑧    𝑖     𝑖 

𝑏    𝑎              𝑧       𝑖     

 ( )قوى   1-3

 :فان       √  بما ان        

       √     √             

                      

   (  )  (  )        

 

الى اس صحٌح موجب فان الناتج ٌكون احد عناصر المجموعة  ( )عند رفع  عام فانه وبشكل 

هو واعتبار باقً القسمة  4على العدد  الأسقسمة طرٌق وذلك عن  +         * 

 . الجدٌد الأس
 :ذلك توضح  الأتٌة والأمثلة

ابسط صورة إلى ٌأتًبسط ما   :( 2مثال                           :  

 :الحل       

(            1 ان الباقً هو أي بدون باق 4ٌقبل القسمة على  28)العدد             
(2وباقً القسمة هو 4ٌقبل القسمة على  62)العدد                         

(1وباقً القسمة هو 4ٌقبل القسمة على  37)العدد                        

        (3وباقً القسمة هو 4ٌقبل القسمة على  23)العدد                     
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بسط العدد  :( 3مثال    :ابسط صورة  إلى (      )   

 :الحل      

                

       (   )      

                 ( )   (  ) 

            (  ) 

       

       

      بدلالة  الأتٌةعبر عن الجذور السالبة   :( 4مثال 

√                √           √         √    

-الحل:   

 √   √  (  )   √  √       

 √     √    (  )   √    √        

 √   √  (  )   √  √     √    

 √    √   (  )   √   √    √      √    

 :كالاتًفً الملاحظة السابقة  ذكرناها القاعدة التً الحل باستخدامخطوات  اختصاروٌمكننا      

 √    √       

 √      √          

 √   √    

 √    √      √   

   

√   √            ℝ     

اننا نستطٌع التعبٌر عن الجذر التربٌعً لأي عدد      √  ٌترتب على كون  : ملاحظة

 وفقاً للقاعدة الأتٌة :   سالب بدلالة 
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المركبة الأعدادجبر   1-4  

 المركبة الأعدادجمع   1-4-1

  :  لٌكن تعرٌف

                      ℂ    

 فان :             

      (     )   (      )   

              (    )   (    )  

(   ) (    )وحٌث ان      ℝ  عملٌة الجمع(تأثٌرالحقٌقٌة مغلقة تحت  الأعداد)مجموعة اي 

  :ٌكونلذلك    

      (    )   (   )  ℂ 

 .عملٌة الجمع تأثٌرالمركبة مغلقة تحت  الأعدادان مجموعة  أي   

 .عددٌن مركبٌن هو عدد مركب أٌضاً وهذا ٌعنً ببساطة شدٌدة ان مجموع     

(    ) (     )  جد مجموع العددٌن المركبٌن   :( 5مثال     

 :الحل    

(     )   (    )  (    )  (   )  

                      

(  √   ) (   √   )جد مجموع العددٌن المركبٌن   :( 6مثال     

 :الحل    

(   √   )   (   √  )  (     )  ( √   √ )  

                                                                     (  √ )        √   

(    ) (  )جد مجموع العددٌن المركبٌن   :( 7مثال      

(   )                :الحل          (    )  (    )  (    ) 

                                 (    )  (   )  

                     

 



 

13 
 

 المركبة الأعدادخواص عملٌة الجمع فً مجموعة 

 : الأتٌةالمركبة بالخواص  الأعدادتتمتع عملٌة الجمع فً مجموعة ،    ℂ              لٌكن   

 

 

 

       (    )  (    )                      

(    )  (    )       

 (    )  (    )  (    )  (    ) 

 

 

 

 

(    )  ,(      )  (    )-   

                             (    )  (     )                     

    ,(    )  (      )-  (    ) 

                                           (     )  (    )                     

 (    )  ,(      )  (    )- 

                                                             ,(    )  (      )-  (    ) 

 

 

 

والذي لو      المركبة هو العدد المركب  الأعدادان العنصر المحاٌد فً مجموعة  أي

 .اضٌف الى اي عدد مركب لبقً الناتج دون تغٌٌر

 
(    )  (    )  (   )  (    )  

                          

 

 

               

 :ٌة أي لالخاصٌة الإبدا (1

    (     )  (        )     
 : أية تجمٌعٌالخاصٌة ال (2

                      

 : أي وجود العنصر المحاٌدخاصٌة  (3
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أي انه لكل عدد مركب نظٌر جمعً هو العدد المركب ذاته بعد تغٌٌر إشارات كل من جزئٌه الحقٌقً 

والتخٌلً وعند جمع النظٌر الجمعً مع العدد الأصلً ٌكون الناتج هو العنصر المحاٌد لعملٌة الجمع 

      وهو  

 
 

  

 
 
 
 
 
 
 

 .  البندفً هذا الخواص  هذهبرهنة  إلىلن نتطرق وسوف 

 المركبة الأعدادطرح  1-4-2

  :  لٌكن تعرٌف

                    ℂ    
 فان :             

         (   )  (     )   (      )   

                                                    (    )   (    )  

 - :ٌكون الطرح لذلكعملٌة  تأثٌرالحقٌقٌة مغلقة تحت  الأعدادمجموعة وحٌث ان     

(    ) (   )  ℝ 
 وهذا ٌعنً  طرحعملٌة ال تأثٌرتحت  أٌضاالمركبة مغلقة  الأعدادمجموعة  وٌترتب علٌه ان    

 أٌضاً.عددٌن مركبٌن هو عدد مركب حاصل طرح شدٌدة ان  ببساطة    

 مع  الأول: ان حاصل طرح عددٌن مركبٌن ٌساوي حاصل جمع العدد المركب ملاحظة

 : أي .المركب الثانً للعدد النظٌرالجمعً          

         (   ) 

    ℂ  (  )  ℂ   (  )  (  )           

 : أي ة النظٌر الجمعً خاصٌ (4

   (  )      
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(      ) الاتً : حاصل الطرح جد   :( 7مثال    (    )    

  :الحل

            (     )   (    )  (     )   (     ) 

             ,   (  )-   ,  (  ) -        

(      )جد حاصل الطرح  الاتً :  :( 8مثال    (    )     

      :الحل         

(      )   (    )  (      )   (     ) 

                                           ,(  )  (  )-   ,  (  ) -  

                                                  

 المركبة الأعداد ضرب  1-4-3

  :  لٌكن تعرٌف

                      ℂ    

 فان :             

        (     ) (      )   

                    (      )   (      )  

 :فان  ات الجمع والطرح والضربعملٌ تأثٌرالحقٌقٌة مغلقة تحت  الأعدادمجموعة وحٌث ان 

(      ) (     )  ℝ   

                                         (      )   (     )   ℂ 

 وهذا ٌعنً  ، لضربعملٌة ا تأثٌرتحت أٌضاً المركبة مغلقة  الأعدادمجموعة   وٌترتب علٌه ان

 .عددٌن مركبٌن هو عدد مركب أٌضاً  ضربببساطة شدٌدة ان حاصل 

(    ) (     )الاتً :  ضربجد حاصل ال :( 9مثال    

(     ) (    )  (    )  ,(  )       :الحل          -(  ) 

               (  )  (   )  
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(    ) (     )جد حاصل الضرب الاتً :  :( 11مثال     

(     ) (    )  (  (   ))             :الحل          -(   )   , 

                        (    )  (     )        

 المركبة الأعدادفً مجموعة  ضربخواص عملٌة ال

 : الأتٌة المركبة بالخواص الأعدادفً مجموعة  ضربال تتمتع عملٌة،    ℂ        لٌكن     

 

 

   

  (      ) (    )  ,  (   )-  (   (   ))      

                               (    )  (     )        

 (    ) (    )  ,  (   )-  (      )  

                            (    )  (      )        

                     (    ) (    )  (    ) (    ) 

 

 

(    ) ,(   ) (   )- 

                              (    ) [(  (  ))  (    ) ]    

                                      (    ) (   ) 

                                      (  (  ))  (  (  ))  

                                      (   )  (   )       

,(    ) (   )- (   )   [(  (  ))  (  (  )) ] (   ) 

                                                           ,(   )  (   ) - (   ) 

                                                            (   ) (   ) 

                                                           (   )  (   )       

           (    ) ,(   ) (   )-  ,(    ) (   )- (   ) 

                

 : أي ٌةلالإبداالخاصٌة  (1

   (     )  (       )    
 : أيالخاصٌة التجمٌعٌة  (2
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والذي لو      المركبة هو العدد المركب  الأعدادان العنصر المحاٌد فً مجموعة  أي

 .عدد مركب لبقً الناتج دون تغٌٌر أي ضرب به

 
(    ) (    )  (   )  (    )       

 

       وان حاصل العدد المركب ذاته مقلوب هو ربً ضنظٌر  (    انه لكل عدد مركب عدا ) أي

     وهو   الضربالعنصر المحاٌد لعملٌة  ٌنتج المركب بنظٌره الضربًالعدد  ضرب

 

 

 .برهنة هذه الخواص فً هذا البند   إلىوسوف لن نتطرق         

 : المركبة الأعدادمهارات جبرٌة حول ضرب 

     (    ) بسط المقدار الاتً   :( 11مثال 

                         :الحل         (    )(    )  (    )

              (   )  (   )  

                                                                 

 

                       
 :اي      الضربً وهوخاصٌة وجود العنصر المحاٌد  (3

   (    )   ℂ  (
 

 
)  ℂ   (

 

 
)  (

 

 
)           

 : أي  ضربًخاصٌة النظٌر ال (4

  ( 
 

 
) 

 

 
 

  

(    ) .
 

    
/        

    
 

     

(    ) .
 

    
/        
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 :كالاتً           (   )الناتج باستخدام طرٌقة مربع حدانٌة  إٌجادوٌمكننا 

 (    )          (  ) 

                                               (     )     

            

    (   )بسط المقدار الاتً  :( 12مثال 

 :الحل

(   )  (   ) (   )   

                          (       ) (   ) 

                                (     (  ))
 
(   ) 

               (      ) (   ) 

                  

            

       

    (   )  بسط المقدار الاتً  :( 13مثال 

               :الحل        

                                 (   )  ((   ) )  

                                                 (        )  

                                                 (      )  

                                                 (     )  
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     (   )  (   )بسط المقدار الاتً  :( 14مثال           

 (        )(   )        مكعبٌن باستخدام قانون مجموع  :الحل       

(   )  (   )  

               ,(   )  (   )-,(   )  (   )(   )  (   ) - 

                        , -,(       )  (    )  (       )- 

                        , -[(     (  ))  (  (  ))  (     (  ))] 

                        , -,(  )  ( )  (   )- 

                        , -, ( )-            

 :طرٌقة ثانٌة  

   (   )  (   )  ,(   ) (   )-  ,(   ) (   )- 

 ,       -(   )  ,       -(   ) 

             ,     (  )-(   )  ,     (  )-(   ) 

                         ,    -(   )  ,    -(   ) 

                          (      )  (       ) 

                       (     )  (     ) 

                         (     )           

       (   )  أثبت أن  :( 15مثال 

الحل :       (   )                                                       

              ,(   ) -  ,       -  

               (   )                     
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 .مفهوم مرافق العدد المركب  1-4-4

 فان العدد المركب المرافق له  عدداً مركباً          لٌكن:   تعرٌف

̅  هو              (     ) 

  فٌه. التخٌلً الجزء  إشارةهو العدد المركب ذاته بعد تغٌٌر  مرافق مركب  انه لكل عدد  أي     

 

  

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مركبة ومرافقاتها وحاصل ضربهما  أعدادتجد فٌه   الآتًتأمل الجدول 

    ̅ ̅   

                  

                  

                

              

                      

                        

 فتحقق من صحة                          ارا كان :( 16مثال 

 .أعلاهفً الملاحظة    اصٌةالخ                                

  )           ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   (    )  الحل:                                   (    ) 

             (    )        

 )       ̅       ℝ 

 )        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ̅    ̅ 

 )        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ̅   ̅ 

 )     ̿     

 ) (
  
  
)

̅̅ ̅̅ ̅̅
 
(  )̅̅ ̅̅ ̅

(  )̅̅ ̅̅ ̅
          

 :سنقبل دون برهان خواص مرافق العدد المركب وهً كالاتً   :ملاحظة

             )      ̅                    
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                ̅    ̅   (    )  (    )          

                                          

   )             ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  (    )  (    ) 

          (    )  (     )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅              

           ̅    ̅   (    )  (    ) 

         (    )  (     )        

(    )(    )(   )أثبت أن   :( 17مثال       

 :ولذلك ٌكون  (   ) فً البند أوردناكما                      :تذكر ان :الحل         

                  (   )(  (  ))(  (  )) 

                          (   )( )(   ) 

                          ( )(   )(   ) 

                          ( )(   )   ( )( )           

  وضعه بالصٌغة          جد النظٌر الضربً للعدد المركب  :( 18مثال 

 .ثم تحقق من صحة الحل ،المركب  للعدد الاعتٌادٌة                       

 العدد المركب الاتً: هو        ان النظٌر الضربً للعدد المركب    :الحل            

 

 
 

 

     
 

 وللحصول علٌه بالصٌغة الاعتٌادٌة للعدد المركب نضربه بمرافق المقام اي:                    

 
 

 
  

 

     
 
    

    
   

    

   
  
    

 
   

  

 
 
 

 
  

  الضربً هوالعدد بنظٌره ضرب  لابد من التأكد ان حاصلولكً ٌكون الحل صحٌحاً              

 كالأتً :     المحاٌد لعملٌة الضرب وهو    العنصر             

  (
 

 
)  (     ) (

  

 
 
 

 
 )   ( 

  

 
 
  

 
)  (

  

 
 
  

 
)    

              ( 
  

 
 
 

 
)  (

  

 
 
 

 
)    
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  المركبة الأعدادقسمة  1-4-5

 :فان  ان مركب انعدد                       :  لٌكن تعرٌف

  
  
 
    

    
 

   نــــــالمركب ع )الاعتٌادٌة( للعدد ةالجبرٌ الصٌغة إلى الناتج ٌمكن تبسٌطو   

̅  المقام  )مرافقوالمقام بـ  البسطضرب طرٌق            ). 

  .تً بالصٌغة الجبرٌة ) الاعتٌادٌة ( للعدد المركبٌأضع كلاً  مما  :( 19مثال  

 ) 
 

   
            ) 

  

    
            )   

    

    
 

 :الحل          

 ) 
 

   
         

 

   
  
   

   
                     

                        
     

   
    

     

 
    

   

 
 
 

 
       

 )  
  

    
        

  

    
 
   

   
 

                          
      

    
   

     (  )

  
 

                          
    

  
  
    

  
  
 

  
 
 

 
          

 )  
    

      
    

    

    
 
    

    
 

                          
(    )  (    (   )) 
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 عاملٌن مركبٌن إلى حقٌقًتحلٌل العدد ال  1-4-6

ل ــــــــٌمكن تحلٌ (     )بالاعتماد على الحقٌقة التً توصلنا لها فً بداٌة الفصل هذا وهً   

كما   (    )حاصل ضرب عددٌن مركبٌن كل منهما بالصٌغة  إلى       المقدار الجبري 

   : ٌأتً

              (    )(    )  

    ℝ     حٌث(    )بالصورة الى عاملٌن      ًالعدد الحقٌقحلل  :( 21مثال 

 :الحل             

 الثانًالحل  الأولالحل 

                        

                            

                      (   )(   )                    (    )(    ) 

 تساوي عددٌن مركبٌن 1-4-7

 :فان  ان مركب انعدد                       لٌكن:   تعرٌف

                  

  . ℝ        ٌث ح            

 : ٌأتًكما  أعلاهصٌاغة التعرٌف  إعادةونستطٌع            

ن ءاوٌتساوى الجز ،ن لكل منهما ان الحقٌقٌءااذا تساوى عددان مركبان ٌتساوى الجز

 .ن لكل منهما ، والعكس صحٌح االتخٌلٌ

  : الأتٌةالحقٌقٌتان اللتان تحققان المعادلة      كل من  جد قٌمة :( 21مثال 

(    )       (   )  

 :باستخدام تعرٌف تساوي عددٌن مركبٌن    :الحل            

                

           
 

 
         

       (   )             
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  : الأتٌةالحقٌقٌتان اللتان تحققان المعادلة      كل من جد قٌمة  :( 22مثال 

      (    )(    )     

(     )            :الحل  (    )   

                 (     )                    

 : إلىومن تعرٌف تساوي عددٌن مركبٌن نتوصل                   

        ( ) 

       ( ) 

  ( لنحصل على قٌمة 2نبسط المعادلة )                  

  
  

  
     

 :نحصل على  الأولىفً المعادلة   قٌمة وبتعوٌض                     

                              

 

 

 

 
 :ضع كلاً مما ٌأتً بالصٌغة الاعتٌادٌة للعدد المركب  .1

                               (   )  

 :مما ٌـأتً بالصٌغة الاعتٌادٌة للعدد المركب  كلجد ناتج  .2

 )  (   )  (   )                  )   (     )  (     ) 

 )   (   )  (    )                  )   (    )   

 )   (    )  (   )                 )   (
    

   
)
 

 

 )  
    

(    ) 
                                )  

(    ) 

    
   

( 1-1تمرٌن )
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 :الحقٌقٌتان اذا علمت ان     جد قٌمة كل من  .3

 )  (      )(   )  
   

   
                 

 )       (   )(   )    

 )   (
   

   
)
 

 (     )  (    )         

 )   (    )  (   )  
      

     
 

 :أثبت أن  .4

 )  
             

       
   

 )  
 

(    ) 
 

 

(    ) 
 
  

  
 

 )    
(   ) 

   
 
(   ) 

   
     

    ℝ    حٌث      حاصل ضرب عاملٌن مركبٌن بالصورة  إلى الأتٌة الأعدادحلل كلاً من  .5

.                  

 أٌجاد الجذرٌن التربٌعٌٌن للعدد المركب ( 1-4-8)

   √ عدد حقٌقً موجب ، ٌوجد عددان حقٌقٌان هما   حٌث       تعلمنا سابقاً ان  للمعادلة 

اما اذا كانت   ان المعادلة وٌسمى كل منهما بالجذر التربٌعً للعدد الحقٌقً الموجب ـــــٌحقق

       وكذلك الحال بالنسبة للمعادلة ذاتها  فانه ٌوجد جذر واحد فقط هو الصفر أٌضاً.    

ٌحققان المعادلة وٌسمى كل      √  هما  مركبان ن وجد عدداعدد حقٌقً  سالب، ٌ  حٌث 

فانه ٌوجد جذر واحد فقط هو     اما اذا كانت     سالبمنهما بالجذر التربٌعً للعدد الحقٌقً ال

 :الجذرٌن التربٌعٌٌن للعدد المركب  إٌجادوالان سوف نتعلم كٌفٌة  .      العدد المركب 

  .        جد الجذرٌن التربٌعٌٌن للعدد المركب  :( 23مثال 

  :نفرض ان  :الحل 

     √      

 :وبتربٌع الطرفٌن نحصل على  
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(     )                     

 : إلىومن تعرٌف تساوي عددٌن  مركبٌن نتوصل         

(     )      ( ) 

                  ( ) 

 :من المعادلة الثانٌة وكما ٌأتً    بدلالة   نستخرج        

  
  

  
   

 

 
 ( ) 

 :( وبذلك نحصل على 1فً المعادلة )  نعوض قٌمة  الأن

   (
 

 
)
 

       
  

  
   

 :فتصبح بالصورة الاتٌة    نضرب المعادلة بالمقدار 

          

              

   (    )(    )    

            أما              

(    )                 

  فأن       عندما    
 

 
     وهذا ٌعنً ان الجذر الاول هو     

  فأن        عندما    
 

  
      وهذا ٌعنً ان الجذر الثانً هو      

(    )                      أو                       

   √        

   ٌهمل لأننا أفترضنا ان   .هً الجزء الحقٌقً من العدد المركب 

 : هما        ان الجذرٌن التربٌعٌٌن للعدد  المركب  أي

 .( ومن الواضح ان احدهما هو النظٌر الجمعً للآخر(      )  (     
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  المركبة الأعدادمعادلات فً حقل الحل  1-5

         ℝ        ثـــحٌ            التً بالصٌغة تعلمنا سابقاً بأن المعادلة 

ون ــــــا بطرٌقة القانــــــتسمى معادلة من الدرجة الثانٌة بمتغٌر واحد ولها جذران ٌمكن استخراجهم

 : (الدستور)

  
   √       

  
 

بالعامل الممٌز( عندما ٌكون سالباً والذي ٌسمى )       ونتذكر أٌضاً ان المقدار الجبري  

والان بعد ان تعرفنا على  .ℝالحقٌقٌة  الأعدادكنّا نقول ان المعادلة لٌس لها جذور فً مجموعة  فأننا

جذري المعادلة التً عاملها الممٌز كمٌة سالبة  إٌجادة اصبح من الممكن ـــــمجموعة الاعداد المركب

 .نان مركباكون الجذرٌن هما عدد

  .المركبة  فً مجموعة الاعداد          حل المعادلة  جد مجموعة :( 24مثال 

 :الحل              

                                    

                          
   √       

  
 

                          
 (  )  √ (  )        

   
 

                          
  √     

 
          

                         
  √   

 
 

                         
    

 
 

                        
 (    )

 
 

                                               

           *         + 
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  .        جد المعادلة التربٌعٌة التً جذرٌها :( 25مثال 

  كالاتً : مجموع الجذرٌن   نجد :الحل 

(    )  (     )         

 :حاصل ضرب الجذرٌن )لاحظ أنهما عددان مركبان مترافقان (  نجد الأن  

(    ) (     )         

( حاصل ضرب الجذرٌن)  (مجموع الجذرٌن)    : نستخدم الصٌغة                  

           

  :2ملاحظة 

المعادلة عددٌن مركبٌن مترافقٌن فان المعادلة التربٌعٌة تكون  اأذا كان  جذر (1

كانت المعادلة التربٌعٌة ذات  )إذاوالعكس صحٌح أي  ذات معاملات حقٌقٌة

 .مترافقان(معاملات حقٌقٌة فان جذرٌها 

المعادلة عددٌن مركبٌن غٌر مترافقٌن فان المعادلة التربٌعٌة  اأذا كان جذر (2

والعكس صحٌح أي )إذا كانت المعادلة  تكون ذات  معاملات لٌست حقٌقٌة

 مترافقان(.غٌر  حقٌقٌة فان جذرٌها لٌست  التربٌعٌة ذات معاملات 

  العـــدد  جذرٌها  جد المعادلة التربٌعٌة ذات المعاملات الحقٌقٌة والتً احد :( 26مثال   

       المركب                               

  .نان مترافقان مركباحٌث ان المعادلة التربٌعٌة ذات معاملات حقٌقٌة فان جذرٌها عدد  :الحل

 .     هو   الأخران الجذر أي         

(    )  :مجموع الجذرٌن                      (     )         

(     ) (    ):الجذرٌنحاصل ضرب                                

                          :المعادلة التربٌعٌة هً                    

( حاصل ضرب الجذرٌن)  (مجموع الجذرٌن)       

  :1ملاحظة 

حٌث             التً بالصٌغة ٌمكننا الاستنتاج بسهولة انه فً المعادلة 

      ℝ         فان: 

مجموع جذري المعادلة هو               
  

 
و حاصل ضرب الجذرٌن هو   

 

 
  

 :وعلٌه فأننا نستطٌع التوصل إلى ان المعادلة ٌمكن كتابتها بالصٌغة الأتٌة 
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       (   )    هو احد جذري المعادلة(    )اذا كان  :( 27مثال 

 ؟   وما قٌمة   فما هو الجذر الاخر                       
 :  الصٌغةوبالمقارنة مع      نفرض ان الجذر المجهول هو   :الحل 

( حاصل ضرب الجذرٌن)  (مجموع الجذرٌن)       

 ان : إلىٌمكننا التوصل                     

                                  (    )                         

                                   (   )  (    ) 

                                   (   )  (     )                         

تساوي حاصل  أنهانلاحظ     قٌمة ولإٌجاد ،      ان الجذر الثانً هو   أي

 : أيضرب الجذرٌن 

  (    )(    )  (   )  (   )                               

  .ℂ   المركبة الأعدادفً مجموعة      للعذد   وس التكعٍبةجذ الجز :( 28مثال 

                                                 :نفرض ان   :الحل

                         (   )(       )    

(   )                                    أما          

(       )               أو                        

  
   √ ( )       

   
 

  
   √    

 
                  

 
   √   

 
                      

 
    √  

 
                       

                             
 (   √  )

 
     √                         

     {     √      √  } 
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  .ℂ   فً مجموعة  الاعداد المركبة    للعذد   ةس التكعٍبٍوجذ الجز :( 29مثال 

                                 :نفرض ان   :الحل

            

 ل  ـــــلتكتم( 1-2كما بٌنا بالبند )  (     )   لأن (    )الى  (   )نحول الحد 

                   الفرق بٌن مكعبٌن صٌغة 

 (    )(          )    

(    )(        )    

(    )                              أما       

       

(        )                                أو       

  
    √ (  )      (  )

   
 

  
    √      

 
     

 
    √     

 
 

                                                      
    √  

 
   

                                                      
     √ 

 
         

                                                      
 (   √ )

 
  

                                                         √    

                                                       √                

     {      √    √   } 
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(   √)كون المعادلة التربٌعٌة ذات المعاملات الحقٌقٌة اذا كان احد جذرٌها  (1
 

. 

 ؟   وما قٌمة  الأخرفما هو الجذر  الآتٌةهو احد جذري المعادلة (   )اذا كان  (2

      (    )    

   قٌمة  ها ومااٌساوي ضعف جذرها الثانً فما جذر الأولجذرها  الأتٌةاذا كانت المعادلة التربٌعٌة  (3

    (   )  (  
 

 
 )    

 ؟    فما قٌمة              هو احد جذري المعادلة   (    )اذا كان  (4

 .                جد مجموعة حل المعادلة : (5

 : الأتٌةة د المركباعدجد الجذرٌن التربٌعٌٌن للؤ (6

 )   √              )  
     

   
                  ) 

      

   
  

 اذا علمت ان :      √ المقدار   ما قٌمة  (7

     
    

   
 

 .ℂ   المركبة الأعدادفً مجموعة         للعذد   ةس التكعٍبٍوجذ الجز  ( 

 

 التمثٌل الهندسً للأعداد المركبة  1-6

 لمانًالأالعالم  إلىنسبة  )كاوس(ٌسمى مستويمتعامد  مستوي  المركبة هندسٌاً فً  الأعدادتمثل 

 .(Complex Plane)   بـ( وسوف نسمٌه بشكل مبسط بالمستوي المركوساك)فرٌدرٌك  الشهٌر

التً تمثل  الأشكالالمركبة هندسٌاً حٌث تسمى  الأعدادبعض العملٌات على سوف نتناول فً هذا البند 

فً المستوي  الأفقًٌسمى المحور .العالم أرجاند إلى)أشكال أرجاند( نسبة  فً المستوي المركب بـ

 كما ٌسمى المحورالعمودي بـ.)المحور الحقٌقً( وٌمثل علٌه الجزء الحقٌقً للعدد المركب المركب بـ

      ان العدد المركب وبالتالً ف عدد المركبـلل تخٌلًوٌمثل علٌه الجزء ال)المحورالتخٌلً( 

 الاتً : 1-1كما فً الشكل (   )ٌمثل هندسٌاً بالنقطة 

 

(2-1تمرٌن )
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عددٌن مركبٌن  ممثلٌن بالنقطتٌن                                      :لو كان الأن 

 :فأن   (     )       (     )  

      (      )   (      ) 

      (     )   (       )  

 المتجهــات مستخدمٌن معلوماتنا فً (           )  أي ان المجموع ٌمكن تمثٌله بالنقطة 

⃗⃗     :حٌث  الاتً 2-1كما فً الشكل  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :ان  إلىٌمكننا التوصل  الأسلوبوبنفس 

         (   )  (      )  (       ) 

⃗⃗   ٌمكن الحصول علٌه بٌانٌاً من دوران المتجه     حٌث ان المتجه  ⃗⃗ ⃗⃗  حول نقطة الاصل  ⃗ 

 وٌمكن تمثٌل عملٌة الطرح بٌانٌاً بأكمال رسم متوازي الاضلاع        دارهاقم بزاوٌة

 الاتً: 3-1وكما فً الشكل 
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                                                       3 

 

 

   : أسجاوذ  مثل العملٍات الاتٍة هىذسٍاً فً شكل  :( 31مثال 

 )     (    )  (    )           

            )     (    )  (    )          

 :الحل               

 )     (    )  (    )       
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  )    (    )  (    )    (    )  (     )      

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ل ــها الجمعٌة فً شكرونظائ الأعدادالمركبة الآتٌة ثم مثل  الأعدادأكتب النظٌر الجمعً لكل من  .1

 .بصورة مستقلةأرجاند لكل حالة 

                                    

 د ــفً شكل أرجان ومرافقاتها الأعدادالمركبة الآتٌة ثم مثل  الأعدادلكل من  العدد المرافق أكتب  .2

 بصورة مستقلة.منها لكل     

                                  

 :د ما ٌأتً ـفمثل على المستوي المركب بشكل ارجان        اذا كان  .3

       ̅  (  ) 

 

        ( 3-1تمرٌن )
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 الصٌغة القطبٌة للعدد المركب 1-7

 المقٌاس والسعة للعدد المركب 1-7-1

 (   ) المجاور بالنقطة  6-1 عدداً مركباً ممثلاً على المستوي المركب فً الشكل      لٌكن 

هما الاحداثٌان  (   )الزوج المرتب  إحداثًٌنقول ان   .

القطب   حٌث تمثل نقطة الاصل   القطبٌان للنقطة 

⃗⃗⃗⃗  والضلع    :ٌمثل الضلع الابتدائً وهذا ٌعنً ⃗ 

  ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

       
 

   :ان  وحٌث

     
 

 
        

 

 
  

 :ٌمكننا ان نقول 

 ( )         
 ( )         

 

 .دد المركبـمن الع تخٌلًٌرمز للجزء ال ( )  ٌرمز للجزء الحقٌقً من العدد المركب و  ( ) حٌث 

  ‖ ‖أو  (     )زــبمقٌاس العدد المركب وهو عدد حقٌقً غٌر سالب وٌرمز له بالرم   ٌسمى 

‖ ‖   حٌث فان قٌاسها ٌسمى سعة العدد المركب واختصاراً  الزاوٌة أما       √ 

 ( )     تكتب 

  .    √    لسعة العذد المشكب واجذ المقٍاط   :( 31مثال 

 :الحل           

          ‖ ‖  √      √   (√ )
 
 √    √    √  

 

 ملاحظة :

 .فإنها تسمى القٌمة الأساسٌة لسعة العدد المركب  -    ,  إذا كانت    

 عدداً لا نهائٌاً من القٌم لعدد صحٌح من الدورات ونقول ان السعة    وٌمكن ان ٌكون لـ   

     حٌث  (     )هً    
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√ 

 √ 
 
 

 
       

 

 
 

 

 √ 
 
√  √ 

 √ 
 
√ 

 
 

   للسعة هً الأساسٌةوهذا ٌعنً ان القٌمة     
 

 
  أما السعة فهً    

 

 
           . 

    .        جذ المقٍاط والسعة العذد المشكب  :( 32مثال 

 :الحل          

          ‖ ‖  √      √(  )     √    √   √  

                      
 

 
 

 

 √ 
 
 

√ 
        

 

 
 
  

 √ 
 
  

√ 
 

  ثانًتقع فً الربع ال  بة نستنتج ان سال      وإشارةموجبة       إشارةوحٌث ان 

  هً  الأسنادوفٌه تكون قٌمة زاوٌة 
 

 
 : للسعة هً الأساسٌةوهذا ٌعنً ان القٌمة . 

 (   )  .    
 

 
/  

  

 
.   :  السعة فهً أما    

  

 
    /         

  جذ المقٍاط والسعة العذد المشكب  :( 33مثال 
 

  √  
    

   :الحل           

       
 

  √  
 
  √  

  √  
 
   √  

   
   

                                                     
   √  

 
   

  
 (  √  )

 
   √                  

    ‖ ‖  √       

  √   ( √ )
 
   

         √    √     

     
 

 
 
 √ 
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تقع فً الربع الرابع   موجبة نستنتج ان       وإشارةسالبة       إشارةوحٌث ان 

هً  الأسنادزاوٌة وفٌه تكون قٌمة 
 

 
 :ًللسعة ه الأساسٌةوهذا ٌعنً ان القٌمة  

  (    )  .    
 

 
/  

  

 
. : أما السعة فهً

  

 
    /      

والقٍمة الاساسٍة لسعته هً   عذد مشكب مقٍاسه  :( 34مثال 
  

 
  الجبشي، جذ شكلٍه  

 .والذٌكاستً                      

   حٍث ان    :الحل           

  
  

 
 
      

 
      

 :لأن      وهً صاوٌة تقع فً الشبع الثالث وصاوٌة الاسىاد لها هً         

                

 :لزلك فان          

   
  

 
 
  

 
        

  

 
 
 √ 

 
       

          (
 √ 

 
)    √    

                        (
  

 
)               

           √           :الشكل الجبري للعدد المركب هو      

  (    √  ) :                     الشكل الدٌكارتً فهو أما       

 وٌلر(أصٌغة  (ة القطبٌة ٌغالتعبٌر عن العدد المركب بالص 1-7-2 

بالصورة القطبٌة   (   )وشكله الدٌكارتً        ٌعبّر عن العدد المركب الذي شكله الجبري 

 (          )                             : الأتٌة

  .بالصٍغة القطبٍة      √    عبشّ عه العذد المشكب  :( 35مثال 

    :الحل        

   ( )    √      √(  √ )
 
 (  )  

                                         √     √     
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  √ 

  
 
 √ 

 
 

تقع فً الربع الثالث وفٌه   سالبة نستنتج ان       وإشارةسالبة       إشارةوحٌث ان 

هً  الأسنادزاوٌة تكون قٌمة 
 

 
 :وهذا ٌعنً ان القٌمة الاساسٌة للسعة هً 

   ( )  (    )  .   
 

 
/  

  

 
 

   )    :لذلك فان الصٌغة القطبٌة لهذا العدد المركب هً 
  

 
     

  

 
) 

  .بالصٍغة القطبٍةة الاتٍة د المشكباعذعبشّ عه الأ :( 36مثال 

 )            )               )               )       

 :الحل            

 )           

   ( )    √      √        

     
 

 
 
 

  
             

 

 
 
 

  
   

( )    :ان  يا              :لذلك فان الصٌغة القطبٌة لهذا العدد المركب هً     

   (            ) 

 الاتً : 7-1وكما موضح بالشكل          
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 )    

   ( )    √      √        

     
 

 
 
 

  
            

 

 
 
 

  
   

( )     :ان  أي              
 

 
 :لذلك فان الصٌغة القطبٌة لهذا العدد المركب هً    

   (   
 

 
     

 

 
) 

 الاتً : 8-1وكما موضح بالشكل             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 )       

   ( )    √      √(  )       

     
 

 
 
 

  
               

 

 
 
  

  
    

( )     :ان  أي  لذلك فان الصٌغة القطبٌة لهذا العدد المركب هً       

   (          ) 

 : الاتً 9-1وكما موضح بالشكل 
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 )       

   ( )    √      √   (  )    

     
 

 
 
  

  
                     

 

 
 
 

  
   

( )    :ان  أي  
  

 
 :لذلك فان الصٌغة القطبٌة لهذا العدد المركب هً  

   (   
  

 
     

  

 
) 

 : الاتً  11-1 وكما موضح بالشكل              
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 :ان نلخص ما توصلنا الٌه فً المثال السابق كما ٌلً  الأننستطٌع   

 الصٌغة القطبٌة العدد المركب

 )               (            ) 

 )                   .   
 

 
     

 

 
/ 

 )                (          ) 

 )                 (   
  

 
     

  

 
)   

 للؤعدادالصٌغ القطبٌة  إٌجادالمركبة وصٌغها القطبٌة فً  الأعدادعلى هذه حٌث ٌمكننا الاعتماد 

        بالصٌغة  أو       التً شكلها الجبري بالصٌغة  الأخرىالمركبة 

  ومثلها بالشسم . عبشّ عه الأعذاد المشكبة الاتٍة بالصٍغة القطبٍة :( 37مثال 

 )            )                  )               )        

 :الحل           

   )        (    )      (            ) 

   )        (     )      (          ) 

   )       (    )      (   
 

 
     

 

 
) 

 )       (   )       (   
  

 
     

  

 
)    

Y          
 

 
 

  

                                                                                                          X 
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 :جذ المقٍاط والسعة لكل مه الاعذاد المشكبة الاتٍة  . 

 )        √        

 )     
 

 
      

 )     (
   

   
)
 

      

 )     
 

√ 
 
 

√ 
  

 

 :أكتب الأعذاد المشكبة الاتٍة بالشكلٍه الجبشي والذٌكاستً  . 

 )      ( )   √               ( )  
 

 
 

 )      ( )                ( )  
  

 
 

 )      ( )                ( )  
 

 
 

 )     ( )    √               ( )  
  

 
 

 

 .الاتٍة بصٍغة أوٌلش ) الصٍغة القطبٍة (ضع الاعذاد المشكبة  . 

 )     (   )                       )       √                   )     ( √   ) 

 )      √                  )     (    )                   )     (     ) 

 )     
 

 
 
√ 

 
             )     

  √  

  √  
                  )     

 

  √   
 

 )     
   √ 

√   
                  )     

  

  √  
                 )     (

   

   
)
 

 

    

( 4-1تمرٌن )  
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 الثانًلفصل ا      

 (Conic Sections )لقطوع المخروطٌةا

 :الاهداف السلوكٌة
 :الفصل ان ٌكون قادراً على ان هذا لطالب فً نهاٌة لٌنبغً 
كأحد القطوع المخروطٌة وكٌفٌة تكوٌنه عن طرٌق  المكافئ ٌتعرف على مفهوم القطع  .1

 .عمود على قاعدته و  ط الدائري القائم بمستوقطع المخر
وٌتمكن من ادراك  الأصلالذي راسه نقطة  المكافئ ٌتعرف على الشكل الهندسً للقطع  .2

 .العلاقة بٌن بؤرته ودلٌله 
وبؤرته على  الأصلالذي راسه نقطة  المكافئ المعادلتٌن القٌاسٌتٌن للقطع  إلىٌتوصل  .3

 .باستخدام التعرٌف الإحداثٌٌناحد المحورٌن 
بؤرته ومعادلة دلٌله ان  إحداثًٌ استخراجفً  المكافئ ٌستخدم المعادلتٌن القٌاسٌتٌن للقطع  .4

 علمت معادلته.
 أخرىمعلومات  أوأٌةمعادلة دلٌله أوبؤرته  إحداثًٌعلم  ان المكافئٌستخرج معادلة القطع  .5

 كافٌة.
كأحد القطوع المخروطٌة وكٌفٌة تكوٌنه عن طرٌق  ناقص ٌتعرف على مفهوم القطع ال .6

 .قاعدتهلا ٌوازي بمستو  قطع المخروط الدائري القائم 
تحدٌد وٌتمكن من  الأصلالذي راسه نقطة  ناقصٌتعرف على الشكل الهندسً للقطع ال .7

 .لهه ومحورٌه وٌتعرف على مفهوم الاختلاف المركزي رأسٌقطبٌه وه وٌبؤرت مواقع
ه على احد اوبؤرت الأصلالذي راسه نقطة  ناقصالمعادلتٌن القٌاسٌتٌن للقطع ال إلىٌتوصل  .8

 .باستخدام التعرٌف الإحداثٌٌنالمحورٌن 
 قطبٌه،هرأسٌ، هٌبؤرت إحداثًٌ استخراجفً  ناقصٌستخدم المعادلتٌن القٌاسٌتٌن للقطع ال .9

 ان علمت معادلته.وطول كل من محورٌه  ومساحته ومحٌطه 
 .لذلك كافٌةال معلومات ال ت عنهان علم ناقصٌستخرج معادلة القطع ال .11
  .ٌرسم القطع الناقص على الورق البٌانً  .11

كأحد القطوع المخروطٌة وكٌفٌة تكوٌنه عن طرٌق قطع  زائدٌتعرف على مفهوم القطع ال .12
 .مستوي مولدٌن من مولداتهٌوازي ستو  بمالمخروط الدائري القائم 

وٌتمكن من تحدٌد  الأصلالذي راسه نقطة  زائدٌتعرف على الشكل الهندسً للقطع ال .13
 .لهه ومحورٌه وٌتعرف على مفهوم الاختلاف المركزي رأسٌمواقع بؤرتٌه وقطبٌه و

ه على احد اوبؤرت الأصلالذي راسه نقطة  زائدالمعادلتٌن القٌاسٌتٌن للقطع ال إلىٌتوصل  .14
 .باستخدام التعرٌف الإحداثٌٌنالمحورٌن 

وقطبٌه  ،ه رأسٌ ،بؤرتٌه إحداثًٌ استخراجفً  زائدٌستخدم المعادلتٌن القٌاسٌتٌن للقطع ال .15
 وطول كل من محورٌه ان علمت معادلته.

 .الكافٌة لذلك ان علمت عنه المعلومات زائدٌستخرج معادلة القطع ال .16
 .نٌن المحاذٌٌعلى الورق البٌانً باستخدام المستقٌم زائدٌرسم القطع ال .17

 

 



 

44 
 

 الفصل الثانً

 (Conic Sections)القطوع المخروطٌة

 المحتوى العلمي

 القطوع المخروطٌة )مراجعة(               1-2

    المكافئ القطع               2-2
 المكافئ تعرٌف القطع            2-2-1

 المكافئ معادلة القطع            2-2-2

 القطع الناقص              3-2

 ناقصتعرٌف القطع ال           2-3-1
 ناقصمعادلة القطع ال           2-3-2

 رسم القطع الناقص            2-3-3
 القطع الزائد              4-2

 زائدتعرٌف القطع ال           2-4-1
 زائدالقطع المعادلة            2-4-2
  زائدرسم القطع ال           2-4-3
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 الفصل الثانً

 (Conic Sections)القطوع المخروطٌة

 القطوع المخروطٌة )مراجعة(  1-2

دورة كاملة حول احد     القائم الزاوٌة فً      ٌتولد المخروط الدائري القائم من دوران المثلث 

نلاحظ انه ٌنتج  فإننا( 2-2فً الشكل ) أما( 1-2للدوران كما فً الشكل )الضلعٌن القائمٌن كمحور 

عن دوران مستقٌم حول محور ثابت بزاوٌة ثابتة بٌنهما  مخروط  دائري قائم وان مولدي المخروط 

 . ٌتقاطعان عند الرأس 

خروط محور المخروط والذي ٌمكن ان نعرّفه بانه ) قطعة المستقٌم المحددة براس الم  ⃡ ٌسمى 

̅̅  وٌسمى ومركز قاعدته ( ،  والذي ٌمكن ان نعرّفه بانه ) قطعة المستقٌم المحددة  مولد المخروط  ̅̅

 .(احدى نقاط قاعدتهبراس المخروط و

 

 

 

 

 

 

 

   

 2-2الشكل                                                   2-1الشكل                  

ٌّنة تسمى  الأشكالان  الهندسٌة الناتجة من قطع المخروط الدائري القائم بمستوِ فً حالات مع
 : ٌأتًكما  قطوعاً مخروطٌة وهً 

 : ونحصل علٌها من قطع سطح المخروط الدائري القائم بمستوِ عمود (Circle)الدائرة  (1)

  ـــــًوتكبر هذه الدائرة كلما ابتعدنا عن الراس كما ف القاعدة،وٌوازي    ⃡ على المحور     

 المنصرم.العام  منهجدرسناها فً  . وقد    الشكل     

 لقائم امن قطع سطح المخروط الدائري   ونحصل علٌه:  (Parabola) المكافئ قطع ال (2)

 .         موازِ لأحد مولداته  كما فً الشكل بمستوِ         
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غٌر من قطع سطح المخروط الدائري القائم بمستوِ : ونحصل علٌه  (Ellipse)القطع الناقص  (3)

      .   كما فً الشكل  لقاعدته ولا ٌوازي احد مولداتهموازِ 

من قطع سطح المخروط الدائري القائم بمستوِ :ونحصل علٌه  (Hyperbola)  القطع الزائد  (4)

 .     لمحوره وٌقطع مولدٌن من مولداته كما فً الشكل موازِ 

 

     (Parabolaالمكافئ )القطع  2-2  

    بؤرة لقطع مكافًء ، لاحظ الشكل   (   ) دلٌلاً، ولتكن النقطة  ⃡ لٌكن المستقٌم 

  المرسوم عمودٌاً من       ⃡   أن المستقٌم  .المجاور

 .(المكافئ ٌسمى )محور القطع   ⃡ على الدلٌل 

̅̅  النقطة المنصفة لقطعة المستقٌم    لتكن ، بما  ̅̅

نقطة   ، فأن   ٌساوي بعدها عن  ⃡ عن   ان بعد

    ٌطلق على النقطة  ، المكافئواقعة على القطع 

والشكل ،   (      )( المكافئ رأس القطع (

ّ ان البؤرة تقع داخل القطع   المكافئٌوضح أٌضا

ٌقع على جهة واحدة من دلٌله  مكافئقطع  أيوان 

 فٌها.وهً الجهة التً تقع البؤرة 

 

 

 تعرٌف القطع المكافئ  2-2-1
  المستوي والتً ٌكون بعدها عن نقطة معلومة ثابتة ٌساوي النقاط فًهو مجموعة كل      

 والمستقٌم المعلوم (  Focus )البؤرةالنقطة المعلومة تسمى  معلوم،بعدها عن مستقٌم      

 .(  Directrix )الدلٌل ٌسمـــــى     
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 المكافئ على القطع  اٌة نقطة (   ) اذا كانت  المكافئ،واعتماداّ على تعرٌف القطع  الأن

̅̅̅̅̅  فأن  ⃡ هو العمود النازل على الدلٌل  ̅̅̅̅̅  وكان      ̅̅ وٌمكننا        ان أي  ̅̅

 .المكافئٌجاد معادلة القطع لإ استخدام هذه المساواة

 المكافئ القطع  معادلة 2-2-2

 .   ودلٌله ٌوازي المحور الأصلرأسه نقطة  المكافئ الذيأولاً( معادلة القطع 

ودلٌله  (   )  الأصلراسه نقطة  المكافئ وانهً بؤرة القطع   (   ) ان لنفرض

     الذي معادلته و   ٌوازي المحور

هذا هو  المكافئ وٌكون محور تماثل القطع 

 المجاور.     الشكلكما فً   المحور 

ع ـــــــــالقط على  (   ) لنأخذ أٌة نقطة

 ⃡ عموداً على الدلٌل   ̅̅̅̅̅   المكافئ وننزل

 ون  ــــــــــٌك المكافئوحسب تعرٌف القطع 

          ̅̅̅̅̅     ̅̅ ̅̅  

 وباستخدام قانون المسافة بٌن نقطتٌن        

 نحصل على المعادلة الاتٌة :     

√(   )  (   )    √(   )  (   )      

 :ٌنتج وبتربٌع الطرفٌن      

(   )   (   )     

                             

                          

                (   ) 

         ودلٌله     حٌث  (   ) بؤرته  المكافئ الذيوهً معادلة القطع 

 . وتقع بؤرته على الجزء الموجب من المحور ورأسه نقطة الاصل  

تبقى ذاتها  (   )سالباً فان كل خطوات إشتقاق المعادلة   أما أذا أخذنا العدد الحقٌقً 

 :ونحصل على المعادلة الاتٌة 

                 (   ) 
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ورأسه نقطة       ودلٌله     حٌث  (    ) الذي بؤرته  المكافئ وهً معادلة القطع 

9 كما موضح فً الشكل  . من المحور  السالبوتقع بؤرته على الجزء  الأصل  .الاتً    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .  ودلٌله ٌوازي المحور  الأصلرأسه نقطة  المكافئ الذي( معادلة القطع ثانٌاً 

  ر ودلٌله ٌوازي المحو   (   ) راسه نقطة  المكافئ وانهً بؤرة القطع   (   ) لنفرض ان 

ل لشكا كما فً  هذا هو المحور  المكافئ وٌكون محور تماثل القطع      والذي معادلته هً 

 الاتً :       
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وحسب تعرٌف  ⃡ عموداً على الدلٌل   ̅̅̅̅̅   المكافئ وننزلعلى القطع   (   ) لنأخذ أٌة نقطة 

 :ٌكون  المكافئ القطع 

  ̅̅̅̅̅     ̅̅ ̅̅           

√(   )  (   )    √(     )  (   )  

 :وبتربٌع الطرفٌن ٌنتج      

(   )     (   )  

                          

               

            (   ) 

ورأسه نقطة          ودلٌله     حٌث  (   ) بؤرته  المكافئ الذيوهً معادلة القطع 

 . وتقع بؤرته على الجزء الموجب من المحور الاصل 

تبقى ذاتها ونحصل  (   )سالباً فان كل خطوات إشتقاق المعادلة   أما أذا أخذنا العدد الحقٌقً 

 :على المعادلة الاتٌة 

                 (   ) 

ورأسه نقطة         ودلٌله     حٌث  (    ) الذي بؤرته  المكافئ وهً معادلة القطع 

 لـــح فً الشكـــا موضـــكم لـــالأسفو ــنحوتكون فتحته   الاصل ومحوره منطبق على المحور 

 .الاتً       
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  ورأسه (   ) الذي بؤرته المكافئ التعرٌف جد معادلة  القطع  باستخدام :( 1مثال 

 ارسمه. ثم اكتب معادلة الدلٌل الأصل نقطةفً                            

          لذلك معادلة الدلٌل   (   ) حٌث ان البؤرة   :الحل

 كمــــا    ⃡  ـلعموداً على الدلٌ  ̅̅̅̅̅   المكافئ وننزلعلى القطع   (   ) أخذ أٌة نقطة ن        

̅̅   ٌكون ئـــــالمكافتعرٌف القطع  حسب الاتً و      فً الشكل موضح          ̅̅     ̅̅̅̅̅ 

 :لذلك ٌكون و       

√(   )  (   )    √(   )  (     )                

 :ٌنتج  هماوبتربٌع الطرفٌن وتبسٌط             

              (   )  (   )                                 

             9        9         
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   ( √   ) ه ــــالذي بؤرت المكافئالتعرٌف جد معادلة  القطع  باستخدام :(2مثال

 ارسمه.معادلة الدلٌل ثم  اكتب الأصلقطة ورأسه فً ن                       

     √    معادلة الدلٌل فان  لذلك   ( √   ) حٌث ان البؤرة    :الحل

    كما  ⃡ عموداً على الدلٌل   ̅̅̅̅̅   المكافئ وننزلعلى القطع   (   ) نأخذ أٌة نقطة         

̅̅  ٌكون   المكافئ تعرٌف القطع  وحسبالاتً      موضح فً الشكل          ̅̅     ̅̅̅̅̅     

 :ولذلك ٌكون        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

√(   )  (  √ )
 
   √(   )  (  √   )

 
              

 :وبتربٌع الطرفٌن وتبسٌطهما ٌنتج               

             (  √ )
 

 (  √ )
 
                               

          √            √      

         √     √                                          

       √                                                             
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      (   √  ) الذي بؤرته  المكافئالتعرٌف جد معادلة  القطع  باستخدام  :( 3مثال 

 .اكتب معادلة الدلٌل ثم ارسمه  الأصلنقطة  ورأسه فً                        

   √     معادلة الدلٌل لذلك تكون (   √  )  ة هً بؤرحٌث ان ال   :الحل         

  ا ــــكم ⃡ عموداً على الدلٌل   ̅̅̅̅̅   المكافئ وننزلعلى القطع   (   ) نأخذ أٌة نقطة            

̅̅  ٌكون   المكافئ وحسب تعرٌف القطع الاتً      ل موضح فً الشك            ̅̅     ̅̅̅̅̅   

  :ولذلك ٌكون          

√(   √ )
 

 (   )    √(   √   )
 

 (   )               

 -ٌنتج:  هماوبتربٌع الطرفٌن وتبسٌط

(   √ )
 

    (   √ )
 

 

    √             √          

       √    √   

          √                         



 

53 
 

   (   ) ه ــــــــالذي بؤرت المكافئالتعرٌف جد معادلة  القطع  باستخدام  :( 4 مثال

 .اكتب معادلة الدلٌل ثم ارسمه الأصلورأسه فً نقطة                           

     معادلة الدلٌل  لذلك تكون (   ) بؤرة هً  حٌث ان ال :الحل   

 ا ــــكم ⃡ عموداً على الدلٌل   ̅̅̅̅̅   المكافئ وننزلعلى القطع   (   ) نأخذ أٌة نقطة         

̅̅  ٌكون   المكافئ وحسب تعرٌف القطع الاتً      موضح  فً الشكل          ̅̅     ̅̅̅̅̅  

  

 :ولذلك ٌكون         

√(   )  (   )    √(    )  (   )               

 :وبتربٌع الطرفٌن وتبسٌطهما ٌنتج                

(   )     (   )  
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) وبؤرته  الأصلالذي رأسه نقطة  المكافئجد معادلة القطع  :( 5مثال 
 

 
  وجد   (  

 لٌله.معادلة د                         
 :لذلك نستخدم العلاقة    المحورب من موجبما ان البؤرة تنتمً للجزء ال :الحل 

           

  وبتعوٌض قٌمة                
 

 
 : وهً المكافئ نحصل على معادلة القطع   

     (
 

 
)   

                  

              :أما معادلة الدلٌل فهً           
 

 
            

    (     ) وبؤرته  الأصلالذي رأسه نقطة  المكافئجد معادلة القطع  :( 6مثال 

 وجد معادلة دلٌله.                            

 :لذلك نستخدم العلاقة     المحورمن  سالببما ان البؤرة تنتمً للجزء ال :الحل 

           

 :وهًالمكافئ نحصل على معادلة القطع       وبتعوٌض قٌمة

           

                  أما معادلة الدلٌل فهً                          

    ( √   ) وبؤرته  الأصلالذي رأسه نقطة  المكافئجد معادلة القطع  :( 7مثال 

 دلٌله. وجد معادلة                           
  لذلك نستخدم العلاقة     المحورمن  موجببما ان البؤرة تنتمً للجزء ال :الحل 

           

  :وهً المكافئنحصل على معادلة القطع    √   وبتعوٌض قٌمة               

     √   

      √         أما معادلة الدلٌل فهً                
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  ) وبؤرته  الأصلالذي رأسه نقطة  المكافئجد معادلة القطع  :( 8مثال
  

 √ 
)                             

 وجد معادلة دلٌله.                          
 وهً  (   )لذلك نستخدم العلاقة     لمحورابما ان البؤرة تنتمً للجزء السالب من  :الحل 

  وبتعوٌض قٌمة                    
 

 √ 
 :ًوهالمكافئ نحصل على معادلة القطع   

    
 

 √ 
        

 

 √ 
         √   

      : أما معادلة الدلٌل فهً                                  
  

 √ 
 

  هـــــــــــلٌلدمعادلة و الأصلالذي رأسه نقطة  المكافئجد معادلة القطع    :( 9مثال

                                       .  

  )والتً نحصل منها على          معادلة الدلٌل هًبما ان  :الحل 
 

 
 فان  لذلك (

  ) ستكون  المكافئ بؤرة القطع        
  

 
  نـــالبؤرة تنتمً للجزء السالب م، نلاحظ أن   (

  وبتعوٌض قٌمة            :لذلك نستخدم العلاقة    محورال     
 

 
 نحصل على   

 :وهً المكافئ معادلة القطع       

      (
 

 
)          

  لهـــــــومعادلة دلٌ الأصلالذي رأسه نقطة المكافئ جد معادلة القطع  :( 11 مثال

                                      .  

  )والتً نحصل منها على         بما ان معادلة الدلٌل هً :الحل 
  

 
   ناـلذلك ف  (

) ستكون  المكافئ  بؤرة القطع        
 

 
   نــم بــالموج، نلاحظ أن  البؤرة تنتمً للجزء  (  

  وبتعوٌض قٌمة               :لذلك نستخدم العلاقة   المحور         
 

 
 نحصل على   

 :وهً المكافئ معادلة القطع         

      (
  

 
)      
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   ىــــــــــــوتقع بؤرته عل الأصلالذي رأسه نقطة المكافئ جد معادلة القطع  :( 11 مثال

 .(     )    دلٌله بالنقطة  وٌمر     لمحورا                             

 لذلك تكون معادلة الدلٌل  على المحور ةبؤرالوتقع  (     )بما ان الدلٌل ٌمر بالنقطة  :الحل 

  موجبنلاحظ أن  البؤرة تنتمً للجزء ال،  (   )   وبالتالً فان البؤرة هً                 

    ض قٌمة ـــــــــــوبتعوٌ          العلاقة  : لذلك نستخدم     المحورمن           

  :وهً  المكافئ نحصل على معادلة القطع           

      (  )         

   ـــــىـــــوتقع بؤرته عل الأصلالذي رأسه نقطة المكافئ جد معادلة القطع    :( 12 مثال

  )    بالنقطة  دلٌله وٌمر     المحور                         
√ 

 
). 

  )بما ان الدلٌل ٌمر بالنقطة  :الحل 
√ 

 
لذلك تكون معادلة   وتقع البؤرة على المحور (

    ل ــــالدلٌ
√ 

 
  )   وبالتالً فان البؤرة هً 

 √ 

 
، نلاحظ أن  البؤرة تنتمً للجزء   (

  وبتعوٌض قٌمة             العلاقة  :  نستخدم  لذلك    المحورمن  لب السا
√ 

 
  

  :وهً  المكافئ نحصل على معادلة القطع 

   (   ) 
√ 

 
       √   

    (     ) وٌمر بالنقطة الأصلالذي رأسه نقطة  المكافئ جد معادلة القطع  :( 13 مثال

 .   المحور ودلٌله ٌوازي                                  

لذلك نستخدم العلاقة    المحور إلىفأن البؤرة تنتمً    المحور الحل: بما ان الدلٌل ٌوازي 

فان هذه النقطة تحقق   (    )ٌمر بالنقطة  المكافئ وبما ان القطع                  

 :لنحصل على              نعوض فٌها  اـأنن أي معادلته

( )        (  ) 

            
  

 
 

  وبتعوٌض قٌمة        
  

 
 :وهً المكافئ نحصل على معادلة القطع  أعلاهفً العلاقة     

       (  
  

 
)         
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    (     )ةوٌمربالنقط الأصلالذي رأسه نقطة المكافئ جد معادلة القطع  :( 14 مثال

 .  المحور ٌوازي  ودلٌله                           
ة ــــلذلك نستخدم العلاق    المحور إلىفأن البؤرة تنتمً    المحورالحل: بما ان الدلٌل ٌوازي 

 فان هذه النقطة تحقق   (     )ٌمر بالنقطة  المكافئ وبما ان القطع                  

 :لنحصل على                نعوض فٌها أننا أي  معادلته      

(  )        (  )                
  

 
           

  وبتعوٌض قٌمة                
  

 
 :وهً المكافئ نحصل على معادلة القطع  أعلاهفً العلاقة     

       (
 

 
)         

   نــــــــوٌمر بالنقطتٌ الأصلالذي رأسه نقطة  المكافئ جد معادلة القطع  :( 15 مثال

( √   √ ) ( √  √ ) الأتٌتٌن                            

 ع ـــــلذلك فان بؤرة القط   المحوربما ان النقطتٌن متناظرتان حول الجزء الموجب من  :الحل

  ن ــــم أيكما ان             الجزء هذا ولذلك نستخدم العلاقة  إلىتنتمً  المكافئ        

     √      √   نعوض فٌها  أننا أي  تحقق معادلته ٌمكن ان  تٌنالنقط اتٌنه       
 :لنحصل على        

(√ )
 

     √   

       √        
 

 √ 
 

 

 √ 
 

  وبتعوٌض قٌمة              
 

 √ 
 :وهً المكافئحصل على معادلة القطع ن أعلاهفً العلاقة   

       
 

 √ 
     

 

 √ 
 

   هـلذي معادلتا المكافئجد بؤرة ومعادلة دلٌل القطع  :( 16 مثال
 

 
        

 .وأرسمه                             
 :الحل          

     
 

 
          

 

 
           (    ) 

            

 :نتوصل الى ان               صٌغة القٌاسٌة    مع ال ةبالمقارن               



 

58 
 

             
 

 
   

 تمثٌل  ولأجل        هً ومعادلة دلٌله  (    ) هً  المكافئ لذلك تكون بؤرة القطع   

 : م الجدول الاتًـننظبٌانٌاً  المكافئ القطع   

  

 
 
 
 
 
 

 وٌكون التمثٌل البٌانً للقطع المكافً كما فً      
 :المجاور     الشكل       
 
 

  ادلتهـــــالذي مع المكافئ  بؤرة ومعادلة دلٌل القطع  إحداثًٌجد  :( 17 مثال

 وأرسمه                                        

         :الحل 

                 

              

 :ان  إلىنتوصل               مع الصٌغة القٌاسٌة    بالمقارنة                     

                
   

  
   

      ومعادلة دلٌله هً   (     ) هً  المكافئ لذلك تكون بؤرة القطع                     

 :بٌانٌاً ننظم الجدول الاتً  المكافئ تمثٌل القطع  ولأجل                

 

          

          
 

 الاتً:     وٌكون التمثٌل البٌانً للقطع المكافً كما فً الشكل                 
 
 
 
 
 

        

     √      
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 .ثم مثلها بٌانٌاً  الأتٌةجد البؤرة ومعادلة الدلٌل للقطوع المكافئة  . 

  )                                              )            

 )                                                  )           

 )                                                       )             

 .لــــالأصورأسه فً نقطة  (    )    (   )الذي ٌمر بالنقطتٌن  المكافئ جد معادلة القطع  . 

 ورأسه   المحوروبؤرته تنتمً الى  ( √   )الذي ٌمر بالنقطة  المكافئ جد معادلة القطع  . 

 .الأصلفً نقطة     

 )ٌمر بالنقطة دلٌله الذي  المكافئ جد معادلة القطع  . 
 

 
       المحور إلىوبؤرته تنتمً  (  

 .الأصلورأسه فً نقطة    

 ) تٌنالذي دلٌله ٌمر بالنقط المكافئ جد معادلة القطع  . 
 

 
 
 

 
) ،( 

 

 
  

 

 
 طة ـورأسه فً نق (

 الاصل     

  نقطةورأسه فً  (      ) ،(    )الذي ٌمر بالنقطتٌن  المكافئ جد معادلة القطع  . 

 .  الأصل    

 

 

( 1-2تمرٌن )
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 (Ellipseالقطع الناقص ) 3-2 

. تسمٌان بؤرتً القطع الناقص      ،  حٌث ان النقطتٌن الثابتتٌن  الاتً    لاحظ الشكل 

  :ٌكون  (   ) التعرٌف ٌنص على ان لأي نقطة على المنحنً فً القطع الناقص مثل 

   
̅̅ ̅̅ ̅̅     

̅̅ ̅̅ ̅̅             اي     

والنقطتان  التً هً منتصف المسافة بٌن البؤرتٌن هً المركز،   النقطة  .تالعدد الثابهو    حٌث 

 . أما القطعة المستقٌمةالقطع الناقص اقطبهما       والنقطتان  القطع الناقص ، ارأسهما       

     
̅̅ ̅̅     القطعة المستقٌمة فهً تمثل المحور الكبٌرو ̅̅

̅̅ ̅̅ ̅̅  .تمثل المحور الصغٌر ̅

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 معادلة القطع الناقص  2-3-2

 .   المحور إلىه ٌنتمٌان اوبؤرت الأصلنقطة  مركزهالذي  ناقصأولاً( معادلة القطع ال

  (   ) لتكن  .  ، وأن البعد الثابت    (    )   (   )  ًه البؤرتٌن إحداثٌاتلنفرض ان 

     ب التعرٌف ٌكون ــــأٌة نقطة على القطع الناقص وبموج
̅̅ ̅̅ ̅     

̅̅ ̅̅ ̅     

9   لاحظ الشكل   تً:الا  

 

 

 

 

 

 

 ناقصتعرٌف القطع ال 2-3-1
 هو مجموعة كل النقاط  فً المستوي والتً ٌكون مجموع بعدي كل منها عن نقطتٌن

(،   Focusمعلومتٌن تساوي عدداً ثابتاً ، كل من النقطتٌن المعلومتٌن تسمى ) البؤرة 

 .(Centerالناقص   عالبؤرتٌن  )مركز القط النقطة المنصفة  للمسافة بٌن تسمىكما 
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     :لما كان و  
̅̅ ̅̅ ̅  √(   )                 √(   )       

                                                :فأن   

√(   )        √(   )        

√(   )           √(   )     

 وبتربٌع الطرفٌن   

(   )           √(   )     (   )     

 من الطرفٌن    وبحذف 

(   )          √(   )     (   )   

 ) مربع حدانٌة (  الأقواسوبفتح 

                √                       

 من الطرفٌن      وبحذف 

            √                   

            √               

             √             نحصل على :    ( وبقسمة المعادلة على )

(          طرفً المعادلة )أبدال                                         √     

 وبتربٌع طرفً المعادلة مرة ثانٌة 

  (            )  (      )  

                                   

 من الطرفٌن       وبحذف المقدار 

                                               

  (      )          (     )  ( ) 

    حٌث           وبفرض ان          دائماً فأن     وبما أن 

           ( ) 

                نحصل على :      (  ( فً ) وبتعوٌض )

 :على  نحصل     وبقسمة طرفً المعادلة على 

  

  
 

  

  
       (   )  

 .ومركزه نقطة الاصل  المحور  إلىوهً المعادلة القٌاسٌة للقطع الناقص الذي بؤرتاه ٌنتمٌان 
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 .  المحور  إلىه ٌنتمٌان اوبؤرت الأصلنقطة  مركزه( معادلة القطع الناقص الذي ثانٌاً 

 الاتً :      ـــل لاحظ الشك   (    )   (   )  البؤرتٌن هً  إحداثٌاتلنفرض ان  

ة ـــــالحصول على معادل  نستطٌع بطرٌقة مماثلة 

  المحور  إلىٌنتمٌان  الذي بؤرتاه القطع الناقص 

  .ومركزه نقطة الاصل 

  

  
 

  

  
       (   )  

 :هامة  اتملاحظ 

ومحوراه  الأصلفً القطع الناقص الذي مركزه نقطة  

 :منطبقان على المحورٌن الاحداثٌٌن 

       طول المحور الكبٌر (1

     رصغٌطول المحور ال (2

       المسافة بٌن البؤرتٌن (3

4)            

البؤرتان والراسان دائماً على نفس المحور بٌنما ٌقع القطبان فً المحور المخالف للبؤرتٌن  (5

 .نرأسٌوال

6)                  

  المركزي  الاختلاف (7
 

 
   

    أنصاف الأقطار البؤرٌة هً كل من   (8
̅̅ ̅̅ ̅      

̅̅ ̅̅ ̅   

      مساحة القطع الناقص  (9

√    محٌط القطع الناقص :    (11
     

 
 

قطع ناقص معادلته    :( 18 مثال
  

  
 

  

  
                                        ه وبؤرتٌهرأسٌ إحداثٌاتجد    

 ه ـــومقدار اختلافوالمسافة بٌن بؤرتٌه من محورٌه   وقطبٌه وطول كل                           

 .المركزي ثم استخرج مساحته ومحٌطه                 

مع الصٌغة القٌاسٌة    ةبالمقارن  :الحل
  

   
  

 :ان  إلىنستطٌع ان نتوصل       

                              (   )   (    )   احداثًٌ الرأسٌن 
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احداثًٌ القطبٌن   (    )   (   )                                

               9                   

 (    )   (   )     :البؤرتٌن  إحداثًٌ

                وحدة طول         :طول المحور الكبٌر 

                  وحدة طول       : صغٌرطول المحور ال

         وحدة طول             :المسافة بٌن بؤرتٌه

           :الاختلاف المركزي 
 

 
 

 

 
       

                  وحدة مربعة       :المساحة              

       :المحٌط               

    √
     

 
   √

     

 
   √

  

 
 وحدة طول     

 ه ـــرأسٌ داثٌاتــإحد ـج       9     قطع ناقص معادلته   :( 19 مثال

 قدار ــوطول كل من  محورٌه  والمسافة بٌن بؤرتٌه وم بؤرتٌه وقطبٌهو                              

 .اختلافه المركزي ثم استخرج مساحته ومحٌطه                        

       9              :الحل      

    :نحصل على      بقسمة طرفً المعادلة على           
  

 
 

  

  
   

مع الصٌغة القٌاسٌة    ةبالمقارن         
  

   
  

 :ان  إلىنستطٌع ان نتوصل       

                           (    )   (    ) الرأسٌن إحداثًٌ   

    9                       (   )   (    ) احداثًٌ القطبٌن   

            9                   

 (    )   (   )          : البؤرتٌن إحداثًٌ                

          وحدة طول             :طول المحور الكبٌر                 

           وحدة طول         :طول المحور الصغٌر 

         وحدة طول              :المسافة بٌن بؤرتٌه
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           :الاختلاف المركزي 
 

 
 

 

 
       

                  وحدة مربعة                      :المساحة 
              :المحٌط 

    √
     

 
   √

   9

 
  وحدة طول     √   

 هابؤرت وإحداثًٌ الأصلالذي مركزه نقطة ناقص الطع جد معادلة الق  :( 21 مثال

 .(    )   (   )   قطباه وإحداثًٌ (     )   (    )                                             
 :الحل        

             

        9 

         

       9 

     9 

 نعوض القٌم الناتجة فً الصٌغة القٌاسٌة :   المحور وبما ان البؤرتان واقعتان على          

  

  
 

  

  
   

  

9
 

  

  9
   

 اهــــــــبؤرت وإحداثًٌ الأصلجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة  :( 21 مثال

 .(     )   (    )   رأساه وإحداثًٌ،  (     )   (    )                            
 :الحل      

             

             

                    

             9 

  نعوض القٌم الناتجة فً الصٌغة القٌاسٌة :   المحور  وبما ان البؤرتان واقعتان على          

  

  
 

  

  
      

  

   
 

  

  9
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 على  ناوبؤرتاه ٌقع  الأصلالذي مركزه نقطة  الناقصأكتب معادلة القطع   :( 22 مثال

       ارــــــــدمقب هـــــرأسٌعن  ـــدبعت بؤرتٌه ىأذا علمت أن أحد   المحور                          
 .حداثٌٌنالإالمحورٌن  وحدات على الترتٌب وٌنطبق محوراه على                          

                                         :الحل             

          

                                                      9 

                                   

 9                9         

 فان القانون المناسب هو   المحور  ىوبما ان البؤرتان واقعتان عل                  

 
   

  
 

  

  
     

  

  
 

  

  
   

                                                     Y-axis      

 

 

 

 

 

 

                                                  X-axis   
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 وحدة    جزءاً طوله    رلذي ٌقطع من المحواجد معادلة القطع الناقص  :(23 مثال

 .وحدات    جزءاً طوله     المحور ومن                        

 ذلك ـــل   أكبر من الجزء المقطوع من المحور   ر حٌث ان الجزء المقطوع من المحو :الحل       

   المحور  إلىالناقص ٌنتمٌان  بؤرتً القطع فان              

                                         

                                       

 :المعادلة القٌاسٌة للقطع الناقص هً فان     المحور إلىبما ان البؤرتان تنتمٌان                   

  

  
 

  

  
   

 وبالتعوٌض نحصل على:                   
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قطع ناقص معادلته    :(24 مثال
  

  
 

  

  
  تنتمً  (   ) أثبت ان النقطة     

 . القطرٌن البؤرٌٌن للقطع المرسومٌن من  نصفً له ثم جد طولً                      

 تنتمً للقطع الناقص لا بد لنا من ان ندقق انها تحقق  (   )  لأثبات ان النقطة :الحل               

 فً المعادلة والحصول على عبارة          معادلته وٌتم ذلك بتعوٌض                       

 : أي ، ةئبرٌاضٌة صا                      

  

  
 

  

  
   

9

  
 

  

  
   

 

  
 

 

 
   

 

 
   

 .صــــتنتمً للقطع الناق (   )  النقطةمما ٌعنً ان  صائبةوهً عبارة رٌاضٌة                       

 النقطة لا بد لنا أولاً  نصفً القطرٌن البؤرٌٌن للقطع المرسومٌن منطولً  ولإٌجاد                     

 :القطع الناقص وكما ٌأتً  بؤرتً من استخراج                     

                

                                 

 .(    )   (   )  :ان بؤرتً القطع الناقص هً  أي                     

 

 

 

 

 

 

 

    
̅̅ ̅̅ ̅  √(   )  (   )    

    
̅̅ ̅̅ ̅  √     √   

)نصف القطر البؤري الصغٌر (        
̅̅ ̅̅ ̅̅  وحدة     √  

    
̅̅ ̅̅ ̅  √(   )  (   )    

    
̅̅ ̅̅ ̅  √      √   

(  كبٌر)نصف القطر البؤري ال        
̅̅ ̅̅ ̅  وحدة      √  
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 رسم القطع الناقص    - - 

 : الأتٌةلرسم القطع الناقص لابد من اتباع الخطوات 

  (    )   (   )  أو (    )   (   )    نرأسٌموقع ال الإحداثًنعٌن على المستوي  ( 

 .حسب الحالة  

 (    )   (   )  أو  (    )   (   )  قطبٌنموقع ال الإحداثًنعٌن على المستوي  ( 

 .حسب الحالة    

 . على الترتٌب بمنحنً متصل               الأربعنصل بٌن النقاط  ( 

 (    )   (   )  أو  (    )   (   )    بؤرتٌنموقع ال الإحداثًعلى المستوي  نعٌن ( 

 .حسب الحالة     

    كما ٌمكن رسم القطع الناقص عملٌاً بأخذ خٌط طوله أكبر من 
̅̅ ̅̅  أدناه     لاحظ الشكل  .̅̅

الخٌط علٌهما ، ثم ٌشد الخٌط برأس  رأسًثم نثبت  .بؤرتً القطع الناقص      حٌث تمثل كل من 

 .قلم وٌحرك على الورقة بحٌث ٌكون الخٌط مشدوداً فٌنتج شكل القطع الناقص
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           نبؤرتٌالبٌن  من المحورٌن والمسافة كلوطول  نقطبٌالو نبؤرتٌالو نرأسٌال إحداثٌاتجد  . 

 -: الأتٌةلكل من القطوع الناقصة  محٌطالو ةمساحالثم استخرج  الاختلاف المركزيومقدار     

 )                

 )              

 )                 

 )               

 )              

 الذي معادلته وٌمر بنقطتً تقاطع المستقٌم الأصلنقطة  مركزهجد معادلة القطع الناقص الذي  . 

 .ثم أرسمهمع المحورٌن الاحداثٌٌن               

 ة ــوالمساف  المحور  إلىوبؤرتاه تنتمٌان  الأصلنقطة  مركزهجد معادلة القطع الناقص الذي  . 

 .ثم أرسمهوحدة    وحدات ومجموع طولً محورٌه ٌساوي   بٌن بؤرتٌه تساوي     

 ةوحد   الكبٌرٌساوي الذي طول محوره  الأصلالذي مركزه نقطة  جد معادلة القطع الناقص . 

 اذا علمتوحدة      للقطع ٌساوي التً تنتمً  (   ) المحدد ببؤرتٌه والنقطةومحٌط المثلث    

 .   ان بؤرتٌه ٌنتمٌان للمحور    

 المحوروطول محوره الصغٌر المنطبق على  الأصلجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة  . 

 .ثم أرسمه  (   )وحدات وٌمر بالنقطة   ٌساوي        

 الذي المكافئواحدى بؤرتٌه هً بؤرة القطع  الأصلجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة  . 

 .ثم أرسمهوحدة    وطول محوره الكبٌر ٌساوي         معادلته    

 طول و  روبؤرتاه تنتمٌان إلى المحو الأصلجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة  . 

 .وحدات  بؤرتٌه ٌساوي   والبعد بٌن اتوحد  محوره الكبٌر ٌساوي     

 

( 2-2تمرٌن )
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 (    Hyperbola)القطع الزائد 4-2 

 

 .زائدلا تسمٌان بؤرتً القطع        حٌث ان النقطتٌن الثابتتٌن  تًالآ     لاحظ الشكل 

 :ٌكون  (   ) مثل  الزائدالتعرٌف ٌنص على ان لأي نقطة على المنحنً فً القطع 

|   
̅̅ ̅̅ ̅     

̅̅ ̅̅ ̅|     

|     |  : اي ان  العددهو   حٌث     

  .الثابت

 

     وٌسمى كل من
̅̅ ̅̅ ̅̅     

̅̅ ̅̅ ـ )نصفً القطرٌن ب ̅

 (.    النقطةالبؤرٌٌن المرسومٌن من 

وتسمى المسافة بٌن البؤرتٌن )البعد البؤري( ،بٌنما 

ف المسافة بٌن ـــــالتً هً منتص   النقطة  تسمى

كما ان نقطتً تقاطع  ، (لمركزابـ )البؤرتٌن 

النقطتان هما والمحور الرئٌس مع القطع الزائد 

أما القطعة  .الزائد القطع  رأسً تسمٌان       

    المستقٌمة 
̅̅ ̅̅ وطوله  حقٌقًفهً تمثل المحور ال ̅̅

أما المحور العمودي على المحور    ٌساوي 

الحقٌقً والمار بمركز القطع فانه ٌسمى 

)المحور التخٌلً( أو )المحورالمرافق( وطوله 

 .    ساوي ٌ

 

 

 

 

ان رسم القطع الزائد  إلى الإشارةولا بد لنا من  

وأضلاعه  نرأسٌٌستوجب رسم مستطٌل ٌمر بال

وٌقطع المحور التخٌلً ،  لمحورٌنا وازيت

هذا  اوٌكون قطر )القطبٌن( بنقطتٌن تسمى

ن للمنحنً الذي ٌمثل القطع ٌالمستطٌل محاذٌ

 .الاتً     لاحظ الشكل  .الزائد

 تعرٌف القطع الزائد 2-4-1
هو مجموعة كل النقاط  فً المستوي والتً ٌكون القٌمة المطلقة لفرق بعدي أي منها عن 

( Focusنقطتٌن معلومتٌن تساوي عدداً ثابتاً ، كل من النقطتٌـن المعلومتٌـن تسمــى )البؤرة 
 (.Centerكما تسمـــى النقطة المنصفة للمسافة بٌن البؤرتٌـن )مركز القطع الزائد  
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 زائدمعادلة القطع ال 2-4-2

 .  المحور  إلىنتمٌان ته اوبؤرت الأصلنقطة  مركزهالذي  زائدأولاً( معادلة القطع ال
  .  ، وأن البعد الثابت    (    )   (   )  البؤرتٌن هً  إحداثٌاتلنفرض ان     
   :وبموجب التعرٌف ٌكون  زائدأٌة نقطة على القطع ال (   ) لتكن     

|   
̅̅ ̅̅ ̅     

̅̅ ̅̅ ̅|     
 :ولما كان فً الصفحة السابقة        لاحظ الشكل    

    √(   )            √(   )     

|     |                                          :فأن          

                           

√(   )       √(   )         

√(   )            √(   )     

 :نحصل على وبتربٌع الطرفٌن      

(   )            √(   )     (   )     

 :نحصل على من الطرفٌن     وبحذف      

(   )          √(   )     (   )   

 :نحصل على ) مربع حدانٌة (  الأقواسوبفتح      

                 √                       

 نحصل على: من الطرفٌن      وبحذف      

             √                  

             √              

  :ٌنتج  (  وبقسمة المعادلة على )     

          √             

 نحصل على : وبتربٌع طرفً المعادلة مرة ثانٌة           

                (            ) 

 :بدال الطرفٌن نتوصل إلى وأ وبأجراء عملٌة فتح القوس         

                                   

  نحصل على : من الطرفٌن      وبحذف المقدار      
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  (      )          (     )  ( ) 

 نلاحظ ان     ومن الشكل       

              وبالتالً         لذلك ٌكون                           

 ٌكون     حٌث           وبفرض ان       

            ( ) 

 :ٌنتج (  ( فً ) وبتعوٌض )      

                  

 :نتوصل الى       وبقسمة طرفً المعادلة على       

  

  
 

  

  
       (   )  

 .ومركزه نقطة الاصل  المحور  إلىنتمٌان تالذي بؤرتاه  زائدالمعادلة القٌاسٌة للقطع الوهً    
 د الزائة القطع فً معادل الأٌمنالطرف  ستبدالبا المحاذٌٌنالمستقٌمٌن وٌمكن استخراج معادلة   

 : ٌأتًكما و  دل العددب  بالعدد   

  

  
 

  

  
      

 

 
       (     ) 

 .  المحور  إلىه ٌنتمٌان اوبؤرت الأصلنقطة  مركزهالذي  زائدمعادلة القطع الثانٌاً( 
 ستطٌع بطرٌقة مماثلة الحصول على ، ن   (    )   (   )  البؤرتٌن هً  إحداثٌاتلنفرض ان 

  .ومركزه نقطة الاصل   المحور إلى نتمٌانتالذي بؤرتاه  زائدمعادلة القطع ال

  

  
 

  

  
       (   )  

 وفً الحالة هذه تكون معادلة المستقٌمٌن المحاذٌٌن هً:         
  

  
 

  

  
      

 

 
       (     ) 

 
 :هامة اتملاحظ

 : الإحداثٌٌنومحوراه منطبقان على المحورٌن  الأصلالذي مركزه نقطة  زائدفً القطع ال

      حقٌقً طول المحور ال (1

     المرافق (تخٌلً ) طول المحور ال (2
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     المسافة بٌن البؤرتٌن (3

4)            

  .البؤرتان والراسان دائماً على نفس المحور بٌنما ٌقع القطبان فً المحور المخالف للبؤرتٌن (5

    و  أ      و أ         دائماً وٌمكن ان ٌكون          (6

  المركزي  الاختلاف (7
 

 
   

    أنصاف الأقطار البؤرٌة هً كل من  (8
̅̅ ̅̅ ̅    

̅̅ ̅̅ ̅  

معادلته   زائدطع ق :( 25 مثال
  

  
 

  

  
  ه وبؤرتٌه وقطبٌه رأسٌ إحداثٌاتجد    

 وطول كل من  محورٌه  والمسافة بٌن بؤرتٌه ومقدار اختلافه المركزي                            

 .معادلة المستقٌمٌن المحاذٌٌنثم استخرج                            

                                     :الحل       
  

  
 

  

  
   

مع الصٌغة القٌاسٌة    ةبالمقارن               
  

   
  

 :ان  إلىنستطٌع ان نتوصل       

 احداثًٌ الراسٌن  (    )   (   )                  

 احداثًٌ القطبٌن (    )   (   )                     

                                               √     √   

   ( √    )   (  √    )     :البؤرتٌن إحداثًٌ                            

         وحدة طول             : حقٌقًطول المحور ال                

            وحدة طول         : مرافقطول المحور ال                 

   √    √      وحدة طول             :المسافة بٌن بؤرتٌه                

  :الاختلاف المركزي                 

  
 

 
 

 √  

 
       

    :  معادلة المستقٌمٌن  المحاذٌٌن                
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  ه وبؤرتٌه رأسٌ إحداثٌاتجد       9   9قطع زائد معادلته   :( 26 مثال

       محورٌه  والمسافة بٌن بؤرتٌه ومقدار اختلافه  من  كل  وطول  وقطبٌه                      

 .المحاذٌٌن المستقٌمٌن معادلة المركزي ثم استخرج                      

 :المعادلة  نحصل على   بقسمة المعادلة على العدد     :الحل     

  

9
 

  

9
   

مع الصٌغة القٌاسٌة  ةبالمقارن                      
  

   
  

 :ان  إلىنستطٌع ان نتوصل       

   9           (   )   (    ) احداثًٌ الراسٌن                                      

    9            (   )   (    ) احداثًٌ القطبٌن                  

                           9  9         √     √  

  (   √ )   (    √ )       :البؤرتٌن احداثًٌ                                

          وحدة طول             :طول المحور الحقٌقً                       

               وحدة طول         :طول المحور المرافق                      

  √   √      وحدة طول                :المسافة بٌن بؤرتٌه                    

           :الاختلاف المركزي                     
 

 
 

 √ 

 
 √        

           :معادلة المستقٌمٌن  المحاذٌٌن  
 

 
       

 

 
          

  هاــــرأسو الأصلالذي مركزه نقطة  زائدجد معادلة القطع ال :(  27 مثال

 .(    √ )   (    √)  ه ابؤرتو                           (    √ )   (    √)  

           √                            :الحل            

    √               

                                     

  فان المعادلة القٌاسٌة هً  على المحور  البؤرتان تقعانبما ان                        
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 رسم القطع الزائد  2-4-3 
 : الأتٌةلابد من اتباع الخطوات  زائدلرسم القطع ال

       (    )   ،(   )  أو  (    )   ،(   )    نرأسٌموقع ال الإحداثًنعٌن على المستوي  . 

 .حسب الحالة     

       (    )   ، (   )  أو (    )   ،(   )  موقع القطبٌن الإحداثًنعٌن على المستوي  . 

 .حسب الحالة   

 .نـــــــــالإحداثٌٌوالقطبٌن أضلاعه توازي المحورٌن  نرأسٌنرسم مستطٌلاً ٌمر بال . 

 .ئدالزا لمنحنً القطع رج حدوده فٌكونان هما المستقٌمان المحاذٌنان خٌنرسم قطري المستطٌل ممتد . 

  ي ـــرقط ةذااـــــــــٌمٌناً وٌساراً وبمحٌرسم المنحنً   على المحور  نارأسن والاالبؤرتتكون عندما  . 

 ــــل   الأسفو ىــالأعلنحو  ٌرسم المنحنً    ن على المحوررأسٌالبؤرتٌن والتكون المستطٌل وعندما    

 .قطري المستطٌل ةوبمحاذا   

    (    )   ،(   )   أو (    )   ،(   )  ن ٌموقع البؤرت الإحداثًنعٌن على المستوي  . 

 .الحالةسب ح  

  : ارسم القطع الزائد الذي معادلته  :( 28 مثال

  

  
 

  

  
   

                                    :الحل    

                                

          

                     

 هـــــــــبؤرتٌو (    )   (   )  ه وقطبٌ(    )   (   )   ان رأسً القطع الزائد  أي 

المحورٌـــن نرسم مستطٌلاً ٌمر بالرأسٌن والقطبٌن أضلاعه توازي  ثم   (     )   (    )  

لمنحنً المحاذٌان م قطري المستطٌل ممتدٌن خارج حدوده فٌكونان هما المستقٌمان ـثم نرس الإحداثٌٌن

ما ك القطع الزائد شكل و نرسم المنحنً ٌمٌناً وٌساراً وبمحاذاة قطري المستطٌل وٌكون  القطع الزائد 

 :الاتً      الشكل  ـــــًف
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                                                Y- axis  

  

 

 

 

 

                                                                                                                                X- axis 

 

 

 

 

             9   ارسم القطع الزائد الذي معادلته :(29 مثال

 :( نحصل على    بقسمة طرفً المعادلة على ) :الحل             

                      
  

  
 

  

9
   

            

       9          

          

      9 

          √   

 : ان أي                   

  (    )   (   )  رأسً القطع الزائد                           

  (    )   (   )  قطبً القطع الزائد                           

  (  √   )   (  √  )  بؤرتً القطع الزائد                        
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ثم نرسم قطري  الإحداثٌٌن: نرسم مستطٌلاً ٌمر بالرأسٌن والقطبٌن أضلاعه توازي المحورٌن  الأن

المنحنً  نرسمو المستطٌل ممتدٌن خارج حدوده فٌكونان هما المستقٌمان المحاذٌان لمنحنً القطع الزائد

 :الاتً      شكل القطع الزائد كما فً الشكل وبمحاذاة قطري المستطٌل وٌكون  واسفل اعلى
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  ختلاف الاومقدار  نبؤرتٌالوالمسافة بٌن  نمحورٌالمن  كل  وطول  ن والقطبٌن والبؤرتٌنرأسٌجد ال .1

 :الأتٌةلكل من القطوع الزائدة المحاذٌٌن  المستقٌمٌن معادلة المركزي ثم استخرج   

 )                                              )            

 )                                        )             

 )                                             )            

   ن ـــــالمسافة بٌو  المحور  إلىوبؤرتاه تنتمٌان  الأصلجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة  .2

 . طول محوره المرافق  ٌساويطول محوره الحقٌقً  ووحدات  8تساوي  بؤرتٌه   

 (     )   ،(    )  بؤرتاه  إحداثًٌو الأصلجد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة  .3

 .وحدة   وطول محوره الحقٌقً ٌساوي 

بؤرة هً معادلة قطع زائد مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتٌه  (            )لتكن  . 

 .  ، جد قٌمة           الذي معادلته  المكافئ القطع 

ه  ــــــمعادلت ئـكافم وأحد بؤرتٌه هً بؤرة قطع الأصلالذي مركزه نقطة  زائدجد معادلة القطع ال . 

 .(  √   )ٌمر بالنقطة  زائداذا علمت ان القطع ال             

             ومعادلته الأصلالقطع الزائد الذي مركزه نقطة  إلىتنتمً   (   ) النقطة  .6

    فً الجهة الٌمنى من النقطة ثم أستخرج طول نصف القطر البؤري للقطع المرسوم  جد قٌمة      

 : الأتٌةارسم كل من القطوع الزائدة  .7

 )   
  

9
 

  

 
                                             )   

  

  
 

  

 
   

 )       9   9                                        )               

 والبعد  (    )   ،(   )  قطبٌه  وإحداثٌات الأصلارسم القطع الزائد الذي مركزه نقطة  .8

 القطع.وحدات واستخرج معادلة كل من المستقٌمٌن المحاذٌٌن لمنحنً    ٌساوي  بٌن بؤرتٌه

 

( 3-2تمرٌن )
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 الفصل الثالث

 Applications on the derivativeتطبيقات على المشتقة 

 :السلوكية الأهداف
 الفصل ان ٌكون قادراً على ان: هذا لطالب فً نهاٌة لٌنبغً 

ٌستذكر المعلومات التً تعلمها الطالب فً الصف الثانً فٌما ٌخص  .1

 المشتقة.

قرٌبٌة للجذور والدوال القٌم الت إٌجادٌتمكن من استخدام مفهوم المشتقة فً  .2

 .الهندسٌة المستوٌة والمجسمة  الأشكالومساحات وحجوم 

ٌتعرف على مفهوم النقاط الحرجة للدالة ومناطق تزاٌدها وتناقصها  .3

وٌتمكن من تحدٌد نوع النقطة الحرجة باستخدام أسلوب فحص إشارة 

  .الأعدادالمشتقة على خط 

مفهوم تقعر وتحدب منحنٌها ٌتعرف على مفهوم نقطة الانقلاب للدالة و .4

 .الأعدادالمشتقة الثانٌة على خط  إشارةفحص  أسلوبدام ــــــــــباستخ

ٌتعرف على الخطوات اللازم إتباعها لرسم بٌان الدوال كثٌرات الحدود  .5

وٌتمكن من إظهار الرسم على الورق البٌانً باستخدام المعلومات التً 

 .حصل علٌها من الخطوات آنفة الذكر

كن من استخدام ما تعلمه فً موضوع النهاٌات فً حل المسائل العملٌة ٌتم .6

 .المتعلقة بها

 لمحتوى العلميا

 المشتقة إٌجادقواعد  مراجعه   1-3 

 فً التقرٌب المشتقةاستخدام     3-2

 التزاٌد والتناقصومناطق  للدالة الحرجةالنقاط     3-3

 (بٌةالنس) المحلٌةالنهاٌات العظمى والصغرى     3-4

 وتقعر الدالةنقاط الانقلاب ومناطق تحدب     3-5

 الدوال الحقٌقٌة  رسم   3-6

  تطبٌقات عملٌة على النهاٌات العظمى والصغرى   3-7
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 الفصل الثالث

 Applications on the derivativeتطبيقات على المشتقة 

 المشتقة. إيجادمراجعة عامة في قواعد  1-3

  : على قواعد أٌجاد المشتقة وهً  ً أٌضاتكون الدالة قابلة للاشتقاق وتعرف سبق للطالب أن تعلم متى 

 دالتٌن قابلتٌن للاشتقاق          ،      لتكن 

    
 

  
[ ]  كمٌة ثابتة            

    
 

  
[      ]    

 

  
  كمٌة ثابتة       [     ]

    
 

  
[  ]        

    
 

  
[         ]  

 

  
[     ]  

 

  
[     ] 

    
 

  
[         ]      

 

  
[     ]      

 

  
[     ] 

    
 

  
[
    

    
]  

    
 

  
[     ]      

 

  
[     ]

[    ] 
         

        
 

  
             

  

  
 

  Using the derivatives in approximationالتقريب: استخدام المشتقة في  2-3
كما      هو عدد ٌنتمً إلى مجال الدالة   نفرض أن لالة قابلة للاشتقاق ود          لتكن 

  ولٌكن   رطفٌف فً قٌمة المتغٌ( هو تغٌر  وتقرأ )دلتا    نفرض أن 

                 

وان                   أن:ٌنص مبدأ التغٌر التقرٌبً على  .التغٌر المقابل فً قٌمة الدالةوهو  

 :تساوي  ∆   بمقدار  عندما تتغٌر   لدالة لالتقرٌبٌة  القٌمة

                 

 : الخطوات الاتٌةتقرٌبٌة علٌنا أتباع القٌمة ال هذه  ولإٌجاد 

 السؤال.لها صورة المقدار المعطى فً   نفرض الدالة  1- 

   همن الجذر أو عد استخراجهوٌكون قرٌب من العدد الموجود بحٌث ٌمكن   نفرض قٌمة لـ  2-

 بسٌط. لــــــبشك    

 المفروضة.  دلالة قٌمة ب ' وكذلك   نجد قٌم 3- 

  .القٌمة المفروضة –القٌمة الأصلٌة    ∆    نجد قٌمة4- 

 .وٌمثل التغٌر التقرٌبً               حٌث   ∆ نجد 5- 

 المطلوبة. التقرٌبٌة القٌمة لإٌجاد                  نطبق قانون6- 
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   -جد باستخدام التفاضلات وبصورة تقرٌبٌة ما ٌلً:    :( 1مثال 

                               √                                 
 

      

    √                                                                                       الحل :  

  √     :    نفرض      

                                                                          نفرض قٌمة   لـ     

 القٌمة المفروضة  القٌمة الأصلٌة      ∆        

              

     √                                          المفروضة   بتعوٌض قٌمة  

  √       
 

 √ 
         نستخرج مشتقة الدالة                                            

   
 

  √  
    

 

   
    

 

  
              بتعوٌض قٌمة                            

         

         .   

    قٌمة التغٌر التقرٌبً                                                         

      √                      

                               القٌمة التقرٌبٌة                                     

         
 

                                                 

                      :نفرض   الحل:
 

  

         

                            ،             ولتكن   نفرض قٌمة       

                
 

          
 

         

      
 

 
  

  

 
      

 

 
  

 

  
 

 √ 
  

 نحصل على :فً المشتقة     بتعوٌض قٌمة           

      
 

 √ 
   

 

   
 

 

 
       

        .                                  
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         جد حجمه بصورة تقرٌبٌة ؟       مكعب طول ضلعه    :( 2مثال 

      ونفرض طول الضلع  ،     نفرض حجم المكعب  الحل :  

 مكعب طول الضلع     حجم المكعب 

       

                                                                                                         

                                                 

                            المفروضة  بتعوٌض قٌمة 
        

           

         

 نحصل على :  بتعوٌض قٌمة         

                         

                                 

                  

 حجم المكعب بصورة تقرٌبٌة                                                

                    

 بصورةطول نصف قطرها فما            مساحتها حدٌقة دائرٌة: (3 مثال

 تقرٌبٌة ؟   

    ونفرض نصف قطرها       نفرض مساحة الدائرة                  الحل :          

 النسبة الثابتة   مربع نصف القطر      مساحة الدائرة                          

          

               بتعوٌض قٌمة المساحة                   

بقسمة طرفً المعادلة على                                       

                                بجذر طرفً المعادلة  √        

                  √                      

                    √                    

  √          
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 √ 
 

        
 

 √  
 

        
 

   
  

         
 

  
 

               

         

 الخطأ التقرٌبً                                            

                                              

  نصف قطر الحدٌقة   القٌمة التقرٌبٌة لطول      

 تمثل مقدار التغٌر أو الخطأ التقرٌبً.      ملاحظة                

  سٌرامٌك الطبقة من ب       الصلب قطرها الحدٌد منمصنوعة كرة غطٌت  :(4مثال 

  رٌبٌة ؟بصورة تق السٌرامٌك اللازم  حجمما        بسمك                  

    ، ونفرض نصف قطر الكرة        نفرض حجم الكرة    الحل : 

    حجم الكرة                     
 

 
  النسبة الثابتة    مكعب نصف القطر    

   
  

 
    

        
القطر

 
      

 

 
       

  معطى فً السؤال                                      

 بإٌجاد المشتقة للدالة                                 

     بتعوٌض قٌمة     وتربٌعها                                                    

                                                

    السٌرامٌك حجم              
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  التفاضلات  باستخدامجد  .                    كانت  اذا  :( 5مثال 

  .            للمقدار   تقرٌبٌةقٌمة                   

                                                             :الحل         

                                   

                                                                          

 فً الدالة نحصل على :   بتعوٌض قٌمة                                  

                                                             

  باشتقاق الدالة                                           

                                    بتعوٌض قٌمة       

                 

                                               

 التغٌر التقرٌبً                                                           

 القٌمة التقرٌبٌة                                

 

 

 

 

              إذا كان  .1
 

         باستخدام التفاضلاتفجد بصورة تقرٌبٌة     

           باستخدام التفاضلات  فجد بصورة تقرٌبٌة                    كان  إذا .2

  :التفاضلات وبصورة تقرٌبٌة قٌمة كل من  باستخدامجد  .3

    √  
 

 √             √
  

  

 
    

 
       

 

          √                      
 

  

فإذا كان سمك الحدٌد المستخدم       رمن الحدٌد بقطمجوفة فً أحدى الورش صُنعت كرة  .4

 ؟ حجم الحدٌد وحجم الكرةوباستخدام التفاضلات د بصورة تقرٌبٌة فج             

 طول ضلع المكعب ؟وباستخدام التفاضلات بصورة تقرٌبٌة  جد         مكعب حجمه  .5

           وقٌس نصف قطرها فوجد من الخارج انه   الصفٌح من دائرٌة مجوفة صنعت حلقة  .6

 .مساحة الحلقة الدائرٌةبصورة تقرٌبٌة وباستخدام التفاضلات  جد      ونصف قطرها من الداخل     

 

 (1-3)تمرين 
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 والتناقص:الحرجة للدالة ومناطق التزايد  النقاط 3-3

 :المثال التالً  لنتأمل فًفً مجموعة جزئٌة منه  والتناقص للدالة فً مجالها أو لمعرفة معنى التزاٌد  

                 والتناقص للدالة   مناطق التزاٌد جد  :( 6مثال  

                 الدالة فٌكون نجد مشتقة -أولا  الحل:  

  المعلوم أٌضا ً  ومن   هذه المشتقة تمثل مٌل المماس فً أي نقطة  أن سابقا ً  وكما مر         

       ي  ٌمثل ظل الزاوٌة أ مٌل المماس  أن          

 مشتقة الدالة مساوٌة إلى الصفر أي  نجعل -ثانٌا ً           

                    

وأن  اتٌنالسكون موازٌاً لمحور ٌ       ا ٌعنً ان مماس المنحنً عندما وهذ

تكون زواٌا مٌلها ) التً تصنعها      جمٌع المماسات التً ترسم للمنحنً عندما 

 لاحظ الشكل ،  المحور السٌنً( حادة وبذلك ٌكون مٌلها موجبا ًالجزء الموجب من مع 

لدالة نلاحظ أن قٌمة الدالة تكبر أو تزداد وفً هذا الجزء من مجال ا  ادناه     

  .متزاٌدة هافتكون الدالة فً هذا الجزء من مجال  تبعا ً لازدٌاد قٌمة 

    ة ـــــجمٌعا مًنفرج زواٌا مٌلها فتكون      أما المماسات التً ترسم للمنحنً عندما                 

 ـرأن قٌمة الدالة تصغ من مجال الدالة نلاحظ هذا الجزء مٌلها سالبا ً، وفً ٌكون وبذلك                

 ظ ـــ، لاح متناقصة مجالها من فتكون الدالة فً هذا الجزء  قٌمة  لازدٌادأي تتناقص                 

 :اهـادن      الشكل                 

           

 

 

 

 

 

 

 

  حٌث نعٌن قٌمة        الةالد مشتقة إشارةوتعٌن علٌه  الأعداد خط رسم وٌمكن

دها تكون وعن           فٌكون       المستخرجة من المشتقة ثم نأخذ قٌمة  

وعندها تكون الدالة          تكون قٌمة     وعندما نأخذ قٌمة  .متزاٌدة الدالة

صغرى  فتمثل ) فً هذه الحالة ( نهاٌة           ا ــالتً فٌه أما النقطةمتناقصة 

 ة والتً سٌأتً ذكرها بالتفصٌل لاحقا ً.ٌلمح

Y=axis 

x=axis 

Y=axis 

x=axis 
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لمستخرجة ا   عن قٌمة  أصغر أو أكبر مشتقة الدالة مهما أخذت قٌم إشارةتتغٌر أما إذا لم 

 النقطة حرجة فقط وسٌأتً ذكرها لاحقا ً. فعندها تكون

 باستخدام الةالتزاٌد والتناقص للد اختباروالبحث السابق ٌمكن أن نستنتج  للشكلٌن بالرجوع 

 .المشتقة الأولى

     وقابلة للاشتقاق فً الفترة [   ]دالة مستمرة فً الفترة المغلقة    لتكن :  تعريف

 فان:         لمفتوحةا          

             متزاٌدة               0           

              متناقصة                     

  والتناقص للدوال التالٌة ؟  جد مناطق التزاٌد :( 7مثال 

                                                          

                                                                                            الحل      

الدالة  مشتقةباٌجاد                                                                   

نجعل المشتقة تساوي صفر                                                                       

                  

                

 + + + +    - - - - - -       أشارة                                                                        

                                   

 مناطق التزاٌد          {             }        

                             

           {                }          مناطق التناقص

                                  

          –     – المشتقة للدالة                  بإٌجاد           

المشتقة = صفر نجعل                                                                        
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       و     ة للعددٌن رالمشتقة الأولى بالتعوٌض بقٌم مجاو إشارةنختبر على خط الأعداد 

  الأولى المشتقة فً 

 +  +  +      - - ـ -       +   +  +         اشارة                                           

 

 

 مناطق التزاٌد   {                             }

 مناطق التناقص{                      }

كالاتً:: ٌمكن كتابة مناطق التزاٌد والتناقص بصٌغة أخرى  ملاحظة  

{        }      او             {      } :   مناطق التزاٌد   

         الفترة المفتوحة  :مناطق التناقص        

    متزاٌدة فً                 أثبت أن الدالة    :(8مثال 

                                               نلاحظ ان          أي دالة  الأولى للمشتقة النجد    :الحل             

         

   الدالة متزاٌدة فً   أي ان        

 :النهايات العظمى والصغرى المحلية )النسبية( 4-3

 نتمً إلى الفترة التً ت     وقابلة للاشتقاق عند    دالة مستمرة على الفترة المغلقة      لتكن

     : فإذا   المفتوحة  

تمثل نقطة           فالنقطة     السالب حول الموجب إلى من      إشارةتغٌرت  .1

 .   فً الفترة        بالقٌمة العظمى للدالة        نهاٌة عظمى محلٌة وٌسمى العدد 

نقطة تمثل          )فالنقطة    ن السالب إلى الموجب حول م        إشارةتغٌرت  .2

 .   لفترةا فً     للدالةلصغرى ا بالقٌمة       نهاٌة صغرى محلٌة وٌسمى العدد

فالنقطة   cحول    نقصت قٌمةهما ازدادت أو م       إشارةأما إذا لم تتغٌر  .3

  .لا تمثل نهاٌة صغرى أو عظمى  محلٌة ولكنها حرجة فقط            
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مشتقة الأولى وإٌجاد مناطق ولإٌجاد نقاط النهاٌات العظمى والصغرى للدالة واختبارها بواسطة ال

  :الأتٌةالتزاٌد والتناقص نتبع الخطوات 

 للدالة.نجد المشتقة الأولى  .1

 الناتجة.هذه المشتقة تساوي صفر ثم نجد الجذور الحقٌقٌة للمعادلة  نجعل .2

    ة لـ ـــالفترات وذلك بأخذ قٌم إشارةالمستخرجة على خط الأعداد ثم نختبر    نمثل قٌم  .3

 ا( ـــالمستخرجة )هذه القٌمة نختارها حسب أرادتن  مرة أكبر ومرة أصغر من قٌمة تكون     

 ونعوضها فً المشتقة الأولى فإذا كانت القٌمة موجبة أشرنا بسهم صاعد على خط الأعداد     

 .بسهم نازلوإذا كانت سالبة أشرنا      

          ا سالبة أي وبعده        ة أي ـــموجب  قبل قٌمة  الاشارة إذا كانت .4

 ة صغرى ــــفهذا ٌعنً أن النقطة تمثل نهاٌة عظمى محلٌة ، وإذا كان العكس كانت النهاٌ     

 حرجةأوعظمى وأنما  فالنقطة لا تمثل نهاٌة صغرى        إشارةإذا لم تتغٌر  أما .محلٌة     

 الدالة.هً تفٌدنا فً رسم و آنفاً( ذكره مر )كمافقط      

 ة ــلكتاب  قٌمة  لاستخراجوالتً تمثل الجذور الحقٌقٌة فً المعادلة الأصلٌة    وض قٌمة نع .5

 .النهاٌات كأزواج مرتبة ثم نكتب مناطق التزاٌد والتناقص للدالة   

 : الأتٌةكما فً الأمثلة 

  طق  التزاٌد  والتناقص للدالة:ومنا المحلٌةجد  النهاٌات  العظمى  والصغرى :( 9مثال 

                    

               –            

 :الحل 

                  

            نجد المشتقة الأولى                         

        صفر                           المشتقة =  نجعل                    

                        

                            

 على خط الأعداد  نختبر قٌمة  الأن              

                                                       

 اشارة     

 

 

 كالاتً: فً الدالة  بتعوٌض قٌمة       عندما   نستخرج قٌمة 
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                             بأجراء عملٌة تبسٌط                                   

 تمثل نهاٌة عظمى محلٌة          النقطة                              

 {                    }مناطق التزاٌد                         

 {             }    مناطق التناقص                      

                       

                 نستخرج المشتقة الأولى للدالة                        :الحل

               المشتقة = صفر                 جعلن                  

                      

             

               

                                 

                                

المستخرجة على خط الاعداد  ونأخذ  من كل فترة قٌمة  نختارها  ونعوضها فً المشتقة    مثل قٌم ن

 .فقط  أشارتهالمعرفة 

            إشارة+ + + + +       1-   ــ ـ - - - -  4+   +  + ++ + +                   

 

 نعوضها فً المشتقة        نختار   

                                

                         نعوضها فً المشتقة       نختار  

                             تقة   نعوضها فً المش    نختار   

  فً الدالة الأصلٌة لاستخراج قٌمة       نعوض قٌمة 
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 تمثل نهاٌة عظمى محلٌة ) لاحظ خط الاعداد(       النقطة  

 الثانٌة   فً الدالة الأصلٌة لاستخراج قٌمة     قٌمة  نعوض الأن 

                               

 تمثل نهاٌة صغرى محلٌة )كما ٌتضح من خط الاعداد(           النقطة     

{            }مناطق التزاٌد               {         } 

 {              }                    مناطق التناقص          

      والتـــً                     المنحنً ط علىاالنق جد :(11مثال 

 .اتلمحور السٌنٌكون فٌها المماس موازٌا ً                 

                                                                            الحل :

                      بإٌجاد مشتقة الدالة           

أي ان  اً صفر ٌساوي ٌكون المماس موازٌاً لمحور السٌنات عندما ٌكون مٌل المماس

 تلك النقطة.المماس عند  هً مٌللأن مشتقة الدالة  تساوي صفراً مشتقة الدالة 

         

[           ]    

         

             

                                                                        أما

                                                                      أو

  فً الدالة الأصلٌة     نعوض قٌمة 

                            
                            

                النقطة الأولى     
 فً الدالة الأصلٌة       نعوض قٌمة  الأن

                                 
             النقطة الثانٌة      
 الاتٌتٌن : نٌالنقطتما النقاط التً ٌكون فٌها المماس موازي لمحور السٌنات ه        

                 (     )     
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 .لانقلاب ومناطق تحدب وتقعر الدالةانقاط  5-3

 تقعر وتحدب  المنحنٌات :تعريف : 

أولى مشتقه وقابلة للاشتقاق          [   ]دالة معرفة فً الفترة المغلقة   لتكن  

 :               وثانٌة على الفترة المفتوحة

                   إذا كانت    ة مقعرة على الفترة المفتوحة دالتكون ال1-

                   كانتإذا    تكون الدالة محدبة على الفترة المفتوحة 2-

   : ٌأتًحدد شكل منحنى الدالة ) محدب ، مقعر ( لكل مما   :( 11مثال 

                                       

 :الحل 

                                                            

                                             نجد المشتقة الأولى                     

                                                                            نجد المشتقة الثانٌة    

                     

    أي ان الدالة  مقعرة عند جمٌع القٌم الحقٌقٌة.    

                 

                                            نجد المشتقة الأولى                          

                                                                             نجد المشتقة الثانٌة     

                         

 الحقٌقٌة.جمٌع القٌم  عندمحدبة  الدالةأي ان 

       Points of inflection الانقلابنقاط 

ه النقطة إذا كان له مماس فً هذ    الدالة   على منحنًنقطة انقلاب           ٌقال أن النقطة  

  إشارةتغٌر ت بحٌث         عندها ٌكون والتً       تحوي القٌمة   فترة مفتوحة  ووجدت

 .بالعكسأو      إلى  سالب  حول موجب ن ــم         

 :ولإٌجاد نقاط الانقلاب ومناطق التقعر والتحدب للدالة نتبع الخطوات التالٌة 

 للدالة.نجد المشتقة الثانٌة 1-

 صفر ثم نجد الجذور الحقٌقٌة للمعادلة الناتجة ولنفرض أن أحد الإلى  الثانٌة مساوٌةالمشتقة  جعلن2-

    الجذور     
 إذا ــــفً المشتقة الثانٌة ف نها قلٌلاً ثم أكبر منها قلٌلا وًنعوضهام أي أصغر  نأخذ قٌمة قرٌبة من 3-

 كما فً لابـانقموجبة أو بالعكس فالنقطة تمثل نقطة المشتقة الثانٌة من سالبة إلى  إشارةتغٌرت     
  : الأتٌةالأمثلة 
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  جد نقاط الانقلاب ومناطق التقعر والتحدب للدالة  :( 12مثال 

              

 الحل :

                          

                 

             إشارة       - - - -                       ++++             

                                                                                                 

  فً الدالة الاصلٌة لاستخراج قٌمة      نعوض   

                       

 تمثل نقطة أنقلاب  للدالة       اي ان النقطة 

  {                   }ب:  لتحدمناطق ا  

 {                      } :  مناطق التقعر   

ومناطق التزاٌد والتناقص ونقاط المحلٌة جد النهاٌات العظمى والصغرى  :( 13مثال   

  :التحدب والتقعر للدالة ومناطق  الانقلاب

                   

 ىالأول المشتقة نجد  :الحل 

                         

                                       المشتقة = صفر           نجعل

                                            بقسمة طرفً المعادلة على

                                                                                    

                                                                 بجذر طرفً المعادلة

       إشارة      +++++  1 ++++

 

لا توجد للدالة نهاٌة عظمى أو صغرى محلٌة             

 نعوض 1   ج           ٌنتف                           
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 حرجة فقط  والدالة متزاٌدة فً مجالها        النقطة            

                                   

                                                  نجد المشتقة الثانٌة    

                                المشتقة الثانٌة = صفر   نجعل

                                                           12على بقسمة طرفً المعادلة

 الأعدادنفحص إشارة المشتقة الثانٌة على خط ن الا  

        اشارة    - - - - - - -   ++++++++                              

                                     U              ∩           

 { {              :ناطق التحدب  م

 {                   }  :مناطق التقعر    

 

 

 

 

نقلاب التالٌة ونقاط الا والتناقص للدوال جد النهاٌات العظمى والصغرى المحلٌة ومناطق التزاٌد

 وجدت؟ والتحدب أن ومناطق التقعر

                  

          
  

   
 

                    

           
 

 
   

 

 
        

             
 

 
 

                   

                   

           
 

   
 

                       

                  

( 2-3تمرٌن )
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  graphing real valued Functionsالدوال الحقيقية    رسم 6-3

والاستمرارٌة والمشتقتٌن الأولى والثانٌة  التناظرسبق أن درسنا بعض خواص رسم الدوال مثل 

التزاٌد والتناقص للدالة  تفترا نجد فمنهافً رسم الدوال  ةأكثر فائدالتً تزودنا بخواص أخرى 

الانقلاب وكذلك المحاذٌات التً  والصغرى ونقاطونقاط النهاٌات العظمى  بالتقعر والتحدوفترات 

 النسبٌة. تفٌدنا كثٌرا ً فً رسم الدوال

ل ـــــولأجل تسهٌل عم.هذه المعلومات نستطٌع بسهولة رسم الدالة وبشكل دقٌق إٌجاد فإذا تمكنا من

 -ٌلً :  االمطلوبة. وكمللحصول على المعلومات  لب نلخص الخطوات الأساسٌة اللازمةالطا

 .تعٌٌن أوسع مجال للدالة .1

 .ونقطة الأصل  عٌٌن تناظر الدالة بالنسبة للمحورت .2

 )إن أمكن (   والمحور   تعٌٌن نقاط التقاطع مع محور   .3

 والتناقص.اٌد التزتعٌٌن نقاط النهاٌات العظمى والصغرى المحلٌة ومناطق  .4

 ن(أمك )أن بالتقعر والتحدتعٌٌن نقاط الانقلاب ومناطق  .5

  أخرىنقاط  إحداثٌاتعدد النقاط المستخرجة قلٌلة ولأجل الدقة ٌمكن إٌجاد  نحالة كوفً  .6

 .بها مخطط الدالة ٌمر     

من  اوً ٌتمكنالبٌانٌة لعدد من الدوال كمخططات ال مرسب بالقٌام الأعزاءنوصً طلبتنا وأخٌرا 

 كل ما ورد للتذكٌر. القابلٌة والمهارة فً هذا المجال وسوف نعطً نبذة مختصرة عن اكتساب

ط التً ستمثل علٌه ابما ان مستوى الرسم هو مستوى حقٌقً فأن النق -: للدالةوسع مجال أ .1

 كان هناكٌجب أن تكون حقٌقٌة فقط أي النقاط التً ٌكون كل من إحداثٌها عددا ً حقٌقٌا ً فإذا 

جعل القٌمة المقابلة للمتغٌر الآخر خٌالٌة أو غٌر محددة )كما فً قٌما ً لأحد المتغٌرٌن ت

فأننا لا ٌمكننا وضع هذه النقط على المستوى الحقٌقً لذلك  المالانهاٌة(الجذور الخٌالٌة أو قٌم 

 الدالة.فإن تلك القٌم تكون خارج مجال 

  :التناظر .2

(a التالً:إذا تحقق الشرط    تكون الدالة متناظرة مع المحور 

           

(b التالً:الدالة متناظرة مع نقطة الأصل إذا تحقق الشرط  تكون 

             

فردٌة فأنها متناظرة مع نقطة الأصل وإذا بالدالة  ( )المتغٌر أسس جمٌعوبشكل عام إذا كانت 

ا وإذا كانت الدالة تحوي أسس   زوجٌة فأن الدالة متناظرة مع المحور جمٌع الاسس كانت 

 . ( فلٌس هناك أي تناظر لا مع نقطة الأصل ولا مع المحور  )فردٌة وزوجٌة للمتغٌر 

 :الإحداثٌٌن ٌنالتقاطع مع المحور .3

لأن جمٌع    ل المعادلة الناتجة فً ونح     نعوض    محور الط التقاطع مع الإٌجاد نق

ط التقاطع انفس الطرٌقة لإٌجاد نقوب ،        فٌها نٌكو   محور الط التً تقع على االنق
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وضع توثم نعمل جدول  .  ل المعادلة الناتجة  فً ونح      نعوض عن   محور المع 

 النقاط فً الجدول 

 : الإحداثٌٌنالمحورٌن مع               نقاط تقاطع الدالة ٌجادلإ :فمثلا ً 

                                         

    تقاطع الدالة مع المحورتمثل        نقطةال       

                         

                 

            

                        

            نقاط تقاطع الدالة مع المحور                                            

 

 

 

 

 اـــــذكره مر ) وقد:للدالة التناقص إٌجاد نقاط النهاٌات العظمى والصغرى ومناطق التزاٌد و .4

  سابقا( مفصلا

 سابقا( مفصلا ذكرها أٌضا مر ) وقد:التقعر والتحدب لانقلاب ومناطق إٌجاد نقاط ا .5

     د نقاط أخرى خصوصا ً فً بعض الدوال الكسرٌة ولأجل الدقة ٌمكن إٌجا أخرىإٌجاد نقاط  .6

   رٌـلمتغ) التً لا مجال لذكرها ( وفً بعض الدوال المتعددة الحدود وذلك بأخذ قٌم لـ

 .لزٌادة نقاط الدالة التً ٌمر بها المخطط   ختارها ونعوضها فً الدالة لإٌجاد قٌم ن

 ثم نصل بٌن النقاط لاستخراج شكل الدالة نعٌن النقاط المستخرجة فً الجدول على ورق بٌانً  .7

  الدوال التالٌة ؟كل من باستخدام معلوماتك فً التفاضل أرسم منحنٌات :( 14مثال 

                                       

                                                                                            :الحل 

 لأنها دالة متعددة حدود.    ٌكون أوسع مجال هو جمٌع الأعداد الحقٌقٌة   للدالة:مجال  وسعأ .1

                                                            مع المحورa )  التناظر: .2

                                                       

      إذا ً الدالة متناظرة مع المحور      

b                )  التناظر مع نقطة الأصل                                    
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 الأصلأي ان الدالة غٌر متناظرة مع نقطة                       

 : الاحداثٌٌن نالتقاطع مع المحورٌ .3

            
                 

محورال             النقطة       تمثل تقاطع المنحنً مع 
                        

             
                  

                   

   المحور ان نقاط التقاطع معاي                
 التزاٌد ومناطقالمحلٌة  والصغرى العظمى النهاٌات إٌجاد نقاط .4

 للدالة: والتناقص
                                                                                       

                                                    
                 نجعل المشتقة = صفر        

             اشارة             - - - -                     + + + +     0

 

             بالتعوٌض فً الدالة الأصلٌة         
 تمثل نهاٌة صغرى محلٌة       النقطة     

 {          }مناطق التناقص          
 {         }مناطق التزاٌد            
    التقعر والتحدبنقاط الانقلاب ومناطق  إٌجاد .5

                 
                                                                  

  جالهامأي انه لٌس لهذه الدالة نقطة انقلاب والدالة مقعرة فً            
 .جدول قٌم مساعدة6

   
 
 
 
 
 

 

      
 
 

مجاوركما فً الشكل ال المخطط البٌانً للدالة  ثم نرسم   
 
 

تالملاحظا            

 تقاطع+صغرى            

 اضافية            

 اضافية              

لملاحظاتا                     

 تقاطع       0         2            

 تقاطع        0         2-         

(1,-3) (-1,-3) 

3-3الشكل   

x=axis 

y=axis 
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 الحدود.لأن الدالة متعددة   لدالة جمٌع الأعداد الحقٌقٌة  هذه اأوسع مجال ل للدالة:أوسع مجال  .1

  التناظر: .2

a) التناظر مع المحور    

                         

                                              

 (  ) الة غٌر متناظرة مع المحور الد           

  (b مع نقطة الأصل          ) التناظر                   

                                                                              

             

 نقطة الأصل                                                             الدالة غٌر متناظرة مع                     

 الإحداثٌٌن.نقاط التقاطع للدالة مع المحورٌن  .3

                     

            

                        

                  مع المحورتقاطع   نقطة تمثل        النقطة        

         

             

  بأخراج عامل مشترك                

                                                

 أما        
     او          

  – المعادلةبجذر طرفً               
       

 للدالة:ومناطق التزاٌد والتناقص المحلٌة نقاط النهاٌات العظمى والصغرى اٌجاد  .4
               

                    المشتقة       بإٌجاد
                           نضع المشتقة = صفر

                    3طرفً المعادلة على ةقسمب          

                
               
          

 
         إشارة+++        1 - - - - 3+++                  
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من كل فترة وتعوٌضها فً المشتقة   قٌم لـ   ن الإشارات على خط الاعداد بأخذٌحٌث استطعنا تعٌ

 .الأولى

                    تكون               عندما   

                بالتعوٌض وإجراء التبسٌط        

نهاٌة صغرى               النقطة     )       ,  )     

                  تكون                    عندما            

                      التبسٌط     وأجراءبالتعوٌض 

 نهاٌة عظمى             النقطة      

 {        1 : }      :مناطق التزاٌد

 مناطق التناقص      {            }

 مناطق الانقلاب ومناطق التقعر والتحدب  اٌجاد .5

                 

             

                                    المشتقة الثانٌة نجعل       

                 

 ةفً الدالة الأصلٌ    نعوض قٌمة         

                 

                  

               

 مرشحة كنقطة انقلاب     النقطة    

         اشارة      - - - -                                           + + + +   2  

                                                                                                                             
 ٌتضح من و الإشارةونعوض فً المشتقة الثانٌة لمعرفة     حٌث نختار من كل فترة قٌمة    

 حقٌقٌة  انقلابتمثل نقطة       أن النقطة  الأعداد خط    

  {          }    :مناطق التحدب      

 {          :  }  :لتقعر مناطق ا       

  لأجل الدقة فً الرسم نختار قٌم أخرى لـ  -: إضافٌةنقاط  .6

  الأصلٌةفً الدالة         نعوض    
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 الاتًثم نرسم المخطط البٌانً للدالة  كما فً الشكل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                           

 4-3الشكل                                                    

 

                             

 الملاحظات          
 تقاطع          
 تقاطع            
 عظمى          
 صغرى          
 انقلاب          
 اضافٌة                

x=axis 

y=axis 

 



 

100 
  

    

 

 :الأتٌةمعلوماتك فً التفاضل ارسم منحنٌات الدوال  باستخدام 

                                                                     

                                                         

                                                  

                                            

                                                     

 عملية على النهايات العظمى والصغرى تطبيقات 7-3

 قل قٌمة لمتغٌر ما ضمن شروط معٌنةلأجل حل المسائل العملٌة التً ٌطلب فٌها إٌجاد أكبر قٌمة أو أ

  :فً المسألة نتبع الخطوات التالٌة معطاة 

 .ه الأجزاء المهمةٌنرسم شكلاً توضٌحٌا ً للمسألة ) إن أمكن ( ، ونؤشر عل .1

 .نختارهانعٌن الثوابت والمتغٌرات فً المسألة ونفرضها برموز   .2

 ما ـــرأكب والتً ٌعبر عنها بعبارة )قٌمتها العظمى أو الصغرى  إٌجادنعتبر الكمٌة المطلوبة   .3

 ر ــــــ( ونعب ( كمتغٌر أساسً ونفرضه ) مثل ….اقرب ما ٌمكن أوٌمكن أو أصغر ما ٌمكن    

 .(  عنه بدلالة متغٌر واحد مستقل )مثل    

 فٌجب أن نعبر عنها كلها   Y إذا كان هناك متغٌرات أخرى ٌعتمد علٌها المتغٌر الأساسً .4

 مبرهنة   :مثلوذلك باستعمال علاقات جبرٌة وهندسٌة معروفة (  المتغٌر المستقل )بدلالة     

 (  بحٌث ٌبقى لدٌنا متغٌر مستقل واحد )….( فٌثاغورس أو قانون مساحة أو حجم أو طول     

 الأخرى.وٌتم هذا من معطٌات السؤال     

     النهائٌة وجعلها مساوٌة  العلاقة باشتقاقالقٌم العظمى والصغرى أي  إٌجادنطبق طرٌقة  .5

 سابقا.لصفر ثم نكمل الحل كما مر إلى ا   

 نوع القٌمة هل هً صغرى أم عظمى  اختبارمعظم المسائل العملٌة لا نحتاج إلى  : فًملاحظة

 الحل:كما فً الأمثلة التالٌة التً توضح طرٌقة  ةواحد نقطة حرجةكان للدالة  إذا وخاصة ً          

 

 

( 3-3تمرٌن )
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  ، جد كل من بعدٌها بحٌث       قطعة أرض مستطٌلة الشكل محٌطها :( 15مثال 

 تكون مساحتها أكبر ما ٌمكن ؟     

 

 فتكون   وان المساحة هً     ،    الحــــل : نفرض أن أبعاد المستطٌل هً   

 العرض   مساحة المستطٌل = الطول              

                

 نجعل المساحة بدلالة المتغٌرٌن  ٌجب أن              

      العرض (   محٌط المستطٌل = ) الطول                     

   [          ]      

         

                 

 فنحصل على  (1) ( ف2ًادلة رقم  )نعوض مع

                                                                       

          

          

صفر                نجعل المشتقة 

                 

  
   

 
  طول أحد الضلعٌن            

           

         

 طول الضلع الآخر          

لمشتقة المستخرجة فً ا  هً القٌمة العظمى نأخذ المشتقة الثانٌة ثم نعوض قٌمة   تأكد ان قٌمة ولل

ى وإذا كانت الإشارة ـــالثانٌة فإذا كانت اشارة القٌمة النهائٌة للمشتقة سالبة فالقٌمة تمثل نهاٌة عظم

 :موجبة فالنهاٌة تمثل نهاٌة صغرى محلٌة كما فً المثال 

                

                          نأخذ المشتقة الثانٌة للدالة    

        شتقة سالبة فتكون نهاٌة عظمى عند وبما ان القٌمة للم
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  ومجموع مربعٌهما أقل ما ٌمكن ؟ 20ما العددان اللذان مجموعهما   :( 16مثال   

      نفرض العدد الأول       الحل :

       نفرض العدد الثانً               

     ونفرض مجموع مربعٌهما              

              

                                                      

 هو  ٌنمجموع مربعً العدد                        

                                   …………..               (2)                               

 (2) ( فً المعادلة رقم 1نعوض معادلة رقم )                       

             

                               

              

  

  
       

 المشتقة = صفر  نجعل                 

                  

          

 العدد الأول           

        

             العدد الثانً                      

 : كالاتًالمشتقة الثانٌة  نستخرجهً قٌمة صغرى     قٌمة  نللتأكد أو

 
   

   
         

 .وبما ان القٌمة موجبة فهً نهاٌة صغرى
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    قطرهاجد حجم أكبر أسطوانة دائرٌة قائمة ٌمكن رسمها داخل كرة نصف :( 17مثال 

 ؟                          

    نفرض نصف قطر الأسطوانة  الحل :           

       نفرض ارتفاع الأسطوانة                     

 المجاور( 5-3)انظر الشكل                      

 حسب مبرهنة فٌثاغورس و الأن                    

                    

                  

                    

 : ( ٌنتج2( فً معادلة )1المعادلة ) بتعوٌض               

             

            

 
  

   
          

                           [          ]                           

         

      

   √   

  ٌهمل   √                  √     

 الارتفاع             √   

            

 نصف القطر        √  =  √  

          

         √   

 حجم الأسطوانة            √    
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 .برهن أن حاصل ضربهما أكبر ما ٌمكن عندما ٌكونان متساوٌان   عددان مجموعهما  .1

 ٌن فً مكعب الجزء الآخر ئن حاصل ضرب أحد هذٌن الجز( إلى جزأٌن بحٌث أ  )العدد قسم  .2

 .ٌكون أكبر ما ٌمكن    

 .(    ٌمكن رسمه داخل كرة نصف قطرها ) متساوي الساقٌن مثلثأكبر  مساحةجد  .3

 بعـــــــدي جد قائمة. ، أدٌر حول أضلاعه فكون أسطوانة دائرٌة       لوح مستطٌل محٌطه   .4

 .الأسطوانة المتكون ٌكون أكبر ما ٌمكنالمستطٌل بحٌث أن حجم    

 حدٌقة منزلٌة مستطٌلة الشكل ٌحدها المنزل من أحدى جهاتها جد أكبر مساحة من الأرض ٌمكن  .5

 .    بسٌاج طوله تسٌٌجها    

 .      وتكون أقرب ما ٌمكن من النقطة          التً تقع على المنحنً   طاجد النق .6

 .مع مقلوبه أصغر ما ٌمكن هٌث ٌكون حاصل جمعموجب بح حقٌقًجد عدد  .7

         اــــــدم لعملهــــــ، جد أبعادها بحٌث أن كمٌة المعدن المستخ       أسطوانة دائرٌة حجمها   .8

 .)اي مساحتها السطحٌة( أقل ما ٌمكن إذا كانت الأسطوانة مفتوحة من الأعلى   

 .      ه داخل كرة نصف قطرها جد حجم اكبر مخروط دائري قائم ٌمكن وضع .9

  قاعدته جد حجم أكبر أسطوانة دائرٌة قائمة ٌمكن وضعها داخل مخروط دائري قائم طول قطر .11

 .       وارتفاعه             

 

( 4-3تمرٌن )
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رابعالفصل ال      

  Integration التكامل

 السلوكٌة: الأهداف

 :الفصل ان ٌكون قادراً على ان هذا لطالب فً نهاٌة لٌنبغً 

 مفهوم التكامل كعملٌة عكسٌة للمشتقة. إلىٌتعرف على مفهوم الدالة المقابلة للتوصل  .1

 إٌضاحاتله مع  الأساسٌةٌتعرف على مفهوم التكامل غٌر المحدد وٌستوعب القواعد  .2

مضروبة  لأقواسالمتنوعة التً تحتوي تكاملات  الأسئلةحول كٌفٌة التعامل مع 

 ا.دوال مقسومة على بعضه أواس  إلىمرفوعة  أقواس أوببعضها 

 .معادلة  المنحنً اذا علم مٌل المماس له( إٌجادالتطبٌق الهندسً )ٌتمكن من حل مسائل  .3

 .(لالتعجٌ –السرعة -الإزاحة) الفٌزٌائًالتطبٌق   ٌتمكن من حل مسائل .4

 إٌجادوٌتمكن من استخدامها فً  وخواصهٌتعرف على مفهوم التكامل المحدد  .5

 .بٌن منحنً دالتٌن أوالمساحات المحددة بمنحنً الدالة ومحور السٌنات 

 (.الإزاحة –)المسافة المحدد ٌتمكن من حل مسائل التطبٌقات الفٌزٌائٌة للتكامل  .6
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لرابعالفصل ا  

  Integrationالتكامل 

 المحتوى العلمً

   مفاهٌم عامة     4-1

   الدالة المقابلة     4-2

  غٌر المحددالتكامل      4-3

  غٌر المحددللتكامل  الأساسٌةالقواعد    4-3-1

 خواص التكامل غٌر المحدد   4-3-2

 هارات فً استخراج قٌمة التكاملم    4-3-3

   دغٌر المحد على التكامل تتطبٌقا 4-4              

 له(معادلة المنحنً اذا علم مٌل المماس  )إٌجادالتطبٌق الهندسً      44-1-

 التعجٌل( – السرعة-الإزاحة) الفٌزٌائًالتطبٌق     4-4-2

 التكامل المحدد   5-4

 خواص التكامل المحدد   1-5-4

 المنطقة المستوٌة باستخدام التكامل المحدد  مساحة إٌجاد   4-6

  المحوربٌن منحنً الدالة و المحددةالمستوٌة نطقة الم ةمساح    4-6-1

 دالتٌن بمنحنً المحددةالمنطقة المستوٌة  مساحة    2- 4-6

 المسافة(-الإزاحة) للتكامل المحدد الفٌزٌائًالتطبٌق    4-7
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  لرابعالفصل ا

  Integrationالتكامل 

 مفاهٌم عامة 4-1

 :ٌدرس علم التفاضل والتكامل المسألتٌن الاتٌتٌن والمسائل المتفرعة منهما 
 .        منحنً الدالة   إلى التً تنتمً        ( حساب مٌل المماس عند النقطة 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    بٌن النقطتٌن        أسفل المنحنً   ( حساب المساحة 2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ْٕ فشع يٍ فشٔع انشٌاضٍاخ ٌُذسج ذحد حساب  ( (Differential calculus ساب انرفاضمح

           ٔنركٍ انذانـــــــح، ٌخرص تذساسح يؼذل ذغٍش دانح يا  (Calculus) انرفاضم ٔانركايم

 .      انُسثح نهًرغٍش انًسرقمت

ػُذ           يشرقح انذانح .ْزا انفشع انشٌاضً تذساسرٓا ْٕ الاشرقاق ىانًسائم انرً ٌؼُأٔل 

ػُذ انُقاط انقشٌثح جذاً يُٓا،  َقطح يا ذصف انسهٕك انشٌاضً ٔانُٓذسً نهذانح ػُذ ْزِ انُقطح أٔ

ٔانًشرقح الأٔنى نهذانح ػُذ َقطح يؼٍُح ذسأي قًٍح يٍم انًًاط نهذانح ػُذ ْزِ انُقطح، ٔتصفح ػايح 

 .نهذانح ػُذ ْزِ انُقطح (ذقشٌة خطً)فإٌ انًشرقح الأٔنى نهذانح ػُذ َقطح يؼٍُح ذًثم أفضم 

ٌح الأساسٍح نحساب انرفاضم ٔانركايم ذُص ػهى ، ٔانُظش(انرفاضم)ػًهٍح إٌجاد انًشرقاخ ذسًى اٌ 

أٌ انرفاضم ْٕ انؼًهٍح انؼكسٍح نهركايم، ذًايا كًا ذؼذ ػًهٍرا انقسًح ٔانطشح ػًهٍرٍٍ ػكسٍرٍٍ 

فً علم الرٌاضٌات، تعتبر مكاملة الدالة نوعاً من التعمٌم لكمٌات قابلة  .نهضشب ٔانجًغ ػهى انرٕانً
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وأٌضاً ٌمكن أن ، أو الكتلة أو أي مجموع لعناصر متناهٌة فً الصغر للتجزئة مثل :المساحة أو الحجم
 نقول ان عملٌة التكامل هً عملٌة عكسٌة لعملٌة التفاضل.

جمٌعها   رقـبالرغم من تعدد التعارٌف المستخدمة للتكامل وتعدد طرق استخدامه فإن نتٌجة هذه الط 

 ذاته. متشابهة وجمٌع التعارٌف تؤدي فً النهاٌة إلى المعنى

 المبرهنة الأساسٌة فً التكامل على أن مشتق تابع المساحة تحت منحنً الدالة هو الدالة نفسها.وتنص 

وقد عرض جوتفرٌد .ٌقوم حساب التكامل على إٌجاد التابع الأصلً للدالة التً نرٌد القٌام بمكاملتها

 .      نحنى الدالة ، أول عملٌة تكامل لحساب المساحة تحت م3761نوفمبر  31، فً لاٌبٌنتز

،التكامل بالتعوٌض، التحوٌل إلى الكسور الجزئٌة،  ئةللتكامل منها: التكامل بالتجز طرقعدة هنالك 

 .عز وجلشاء الله  والتً سوف ٌتعرف الطالب علٌها فً دراسته الجامعٌة ان  ًالاختزال المتتال

 الدالة المقابلة  4-2

فان مشتقة هذه الدالة هً         لو كانت لدٌنا الدالة
  

  
     

فان مشتقة هذه الدالة أٌضاً هً          ولو كانت لدٌنا الدالة 
  

  
    

فان مشتقة هذه الدالة أٌضاً هً     √     ولو كانت لدٌنا الدالة 
  

  
    

     ولو كانت لدٌنا الدالة 
 

 
فان مشتقة هذه الدالة أٌضاً هً    

  

  
    

تلاف بٌن الدوال خنلاحظ  ان تلك الدوال مختلفة لكن جمٌعها لها نفس المشتقة كما نلاحظ ان الا

 .هو فً الحد الثابت فقط

لو سألنا السؤال التالً ) ما هً الدالة التً مشتقتها   الأن
  

  
نستطٌع  أننانلاحظ  .؟ (     

ولو استخدمنا        ثابت بالصورة :  أخرىدالة  أٌةو أمن الدوال تلك  أيبذكر  الإجابة

 :شمولاً وعمومٌة للسؤال الذي أوردناه سلفاً هً  الأكثر الإجابةكرمز للثابت فان    

                    

 .          الدالة المقابلة للدالة                  تسمى  

  هً     فان الدالة المقابلة للدالة     1     أذا كانت  : ( 1مثال 

          1      : لأن                                          
 

 

                        

 الدالة المقابلة :  1-4تعرٌف 

مستمرة على         فأن كل دالة   [   ]دالة مستمرة على الفترة        لتكن 
  نفس الفترة وتحقق العلاقة:

         [   ]على الفترة       معكوس المشتقة ( للدالة  تسمى الدالة المقابلة ) أو 
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[  3]   إذا كانت  :( 2مثال    :فأن     1              

                         [3  ]  : هً الدالة المقابلة  لأن                   

      1           [3  ] 
 

               
 

أثبت ان:( 3مثال        √3       هً الدالة المقابلة للدالة     
  

√    
 

 .ثم عبر عنها رمزٌاً مستخدماً رمز التكامل                     

3        :الحل            
 

                  
 

 
 3       

 

         

        
   

  3      
 
   

  
  

√3     
      

:ونستطٌع التعبٌر رمزٌاً كالاتً                                 

∫
  

√3     
    √3       

  وكان :           هً الدالة المقابلة للدالة      أذا كانت :( 4مثال 

              جد قٌمة كلاً من،                                 1           ،   6        

 :لذلك ٌكون           هً الدالة المقابلة للدالة      بما ان   :الحل         

                      

                 1     1 

       6 

        6  1       6  3    6 

  6  3     1 

 

∫              

اتفق علماء الرٌاضٌات على التعبٌرعن العلاقة بٌن الدالة  :ملاحظة
 كالاتً رمزٌاً والدالة المقابلة لها 

 ( بالنسبة للمتغٌر     وتقرأ )تكامل الدالة 
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      (Indefinite Integral)   غٌر المحددالتكامل   4-3

فانه توجد دالة مقابلة  [   ]دالة مستمرة على الفترة      عرفنا فً البند السابق انه ان كانت  

 :فمثلاً                       مستمرة على نفس الفترة بحٌث ان      

         هً الدالة المقابلة للدالة                  

ن ـــــــــ؟ وقبل الاجابة ع       هً الدالة المقابلة الوحٌدة للدالة          ولكن هل 

 :السؤال هذا لنتأمل الدوال الاتٌة 

1)    [3 1]            3     

2)    [3 1]            
 

 
     

3)    [3 1]            √      

4)    [3 1]            1     

 [1 3]منها مستمر على  ان كلاً  أيذاتها    لها صفات             سوف نلاحظ ان كلاً من 

 :فضلاً عن ان    1 3  وقابلة للاشتقاق على

  
       

       
       

               3 1  
انه توجد أكثر  أي.    إلىدالة مقابلة              وبناء على ذلك فانه ٌمكننا القول ان كلاً من 

دالتٌن مقابلتٌن لنفس الدالة ٌساوي  أيكما ان الفرق بٌن .من دالة مقابلة للدالة المستمرة على فترة ما

  عدداً ثابتاً ، فمثلاً :

                 3          1  7 

 المستمرة        تسمى مجموعة الدوال المقابلة بالصٌغة  التكامل غٌرالمحدد: 2-4تعرٌف 
 وٌرمز لها بالرمز       للدالة   بالتكامل غٌر المحدد  [   ]على الفترة               

∫       

 التكامل غٌر المحدد بالطرٌقة الأتٌة :  كما ٌصطلح على كتابة       إذا كان رمز المتغٌر هو       

∫              

 ٌسمى ثابت التكامل.    حٌث         

 

 غٌر المحدد لتكاملل الأساسٌةقواعد ال 4-3-1

3   ∫                 

   ∫                          ∫√1     √1              

 فانه ٌوجد عدد      دالة مقابلة     : ٌمكننا القول بصورة عامة انه اذا كانت للدالة  ملاحظة
   حٌث         كل منها تكون بالصٌغة      الدوال المقابلة للدالة  لانهائً من           
 .اثنٌن منها ٌساوي عدداً ثابتاً  أي عدد ثابت وان الفرق بٌن           
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     ∫     
    

  3
         3 

     ∫        
  

7
   

     ∫         
   

  
   

 3

   
   

 خواص التكامل غٌر المحدد 4-3-2

3   ∫[         ]     ∫           ∫       

     ∫              ∫     ∫     ∫     

                                                 
  

1
 

  

 
 

  

1
     

القادمة سوف نختصر الخطوات ونجري عملٌة التكامل دون توزٌع علامة  الأمثلةفً  إننالاحظ 
 .التكامل على حدود الدالة المطلوب تكاملها

   ∫          ∫                

   ∫1     1  1      1∫     1  1    

                                                     1  (
   

1
  

1  

 
 1 )    

                                                    
3   

1
  

31  

 
  1     

  ةواعد وخواص التكامل جد ثلاثة دوال مقابلة للدالق باستخدام:( 5مثال 

     1   1. 

     1   1 ∫          :الحل 
   

 
 1        1    

  الدوال الثلاثة المقابلة المطلوبة نختار ثلاث قٌم عشوائٌاً نعوضها بدلاً عن ثابت  ولإٌجاد        

 وكالاتً:  التكامل          

    3           1  3 

         
3

 
          1  

3

 
 

          √1           1  √1 
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   1   1       مقابلة للدالةال الدالةقواعد وخواص التكامل جد  باستخدام :(6مثال 

 .    3  ان   علمت إذا                          
  :الحل 

     ∫ 1   1    
1  

1
 1       1    

   3                                  

   3     3   1 3     

                              

      7                   

         1  7             

  : الأتٌةجد قٌمة التكاملات  :( 7مثال 

3 ∫ √   
 

        ∫    √   
 

      1 ∫√  
 

           

   ∫ √    
                1  ∫√    

 
   

 :الحل

3 ∫ √   
 

   ∫ 
 
      

                          
 

 
 
  

1
1
 3

     
 

  
  

 
1

   
1

 
√   

   

  ∫   √   
 

    ∫       
 
      ∫   

 
     

                                 ∫ 
  
  

        
 

  
  

  

31
1 

 3
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3 
1

   
1

3 
√    

   

1 ∫√  
 

   ∫ 
 
      

 
 
 
  

3
 
 3

     
 

 
 

1
 

    
 

1
√     

   ∫ √    
    ∫ 

  
       

 
  
  

  

 1
1 

 3
   

                              
 

 
  

 
1

   
1

 
√   

   

1  ∫√    
 

   ∫ 
  
     

 
  
 

  

 6
 

 3
   

                               
 

  
 

 1
 

    
  

1
√       

  

1√  
   

 مهارات فً استخراج قٌمة التكامل   4-3-3

 تكامل حاصل ضرب دالتٌن جبرٌتٌن أو أكثر نضرب الدوال ببعضها بطرٌقة التوزٌع  لإٌجاد( أولا 

 .الحدود حداً حداً  ثم نكامل        

  : الأتٌةجد قٌمة التكاملات :( 8مثال 

3  ∫         1                    ∫   3    3     1    

    7     1     ∫      1         ∫  3         :الحل          

                                                  ∫       7     

                                                   
   

1
 

  

 
 7    
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  ∫   3    3     1    ∫    3     1    

                                                  ∫     1      1    

                                                  
   

 
 

1  

1
 

   

 
 1    

                                                 
   

 
 

1  

1
    1    

 بحثاً عن اختصارات  إحداهما أوتكامل حاصل قسمة دالتٌن نحاول تحلٌل الدالتٌن  دٌجالإثانٌاً( 

     من  الأس إشارةالبسط مع تغٌٌر  إلىنقوم برفع المقام  فأنناوفً حالة  تعذر ذلك  .ممكنة       

 .بالعكس أوالسالب  إلىالموجب       

  : الأتٌةجد قٌمة التكاملات :( 9مثال 

3 ∫
    

  1
                                           ∫

   1  7

   
         

1  ∫
1

  
                                                 ∫

  

√       

 :الحل      

3 ∫
    

  1
     ∫

   1    1 

  1
     ∫   1     

  

 
 1       

   ∫
   1  7

   
    ∫

   1      

   
    ∫   1       

  

 
 1               

   1  ∫
1

  
     1∫        1 

     

 1
   

 3

  
   

      ∫
  

√       ∫
  

 
 
 

        ∫  
 
    

                  
  

 
 
  

 
 
1
 3

        
 

 
 

 
1
1
 
   

                 ( 
1

1
)   

 
     

3 

1
√   
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 مشتقتها نستخدم  والأخرىداخل قوس مرفوع لأس أو تحت جذر   إحداهماتكامل دالتٌن  ٌجادلإثالثاً( 
 : الأتٌةالقاعدة      

∫[    ]          
[    ]   

  3
          3  

   :جد قٌمة التكامل الاتً :( 11مثال 

∫ 1   1  1   7  1    

وباستخدام القاعدة    1  1   1 دالة هً مشتقة ال  1  7 لاحظ ان  :الحل 

ٌهمل عند اجراء التكامل ونجري   1  7  نلاحظ  ان المقدار أعلاه أوردناهاالتً 

( والقسمة 1عملٌة التكامل على القوس المرفوع لأس عن طرٌق زٌادة الاس بمقدار )

 اي : .على الاس الجدٌد كما أسلفنا فً القاعدة الثانٌة

∫ 1   1  1   7  1    
 1   1  1  

 
   

   :جد قٌمة التكامل الاتً :( 11مثال 

∫ √     1 
 

          

 :الحل       

∫ √     1 
 

          ∫     1 

 
 
          

الموجودة داخل القوس المرفوع للاس لذلك   1     هً مشتقة الدالة    نلاحظ ان 

 اي : .( والقسمة على الاس الجدٌد1تهمل ونكامل القوس المرفوع لأس بزٌادة أسه بمقدار )

                                               
     1 

 
 
  

3
1
 3

     
     1 

 
 
 

 
1 

   

                                               
1     1 

 
 
 

 
 

1√     1  
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   :الاتً جد قٌمة التكامل :( 12مثال 

∫  √        

  :الحل          

∫  √        ∫          
 
 

 

   

فً حٌن ان ما موجود    1تساوي       نلاحظ فً المثال هذا ان مشتقة المقدار 

وهذا بالطبع  1بالعدد     فقط لذلك فاننا نقوم بضرب المقدار     داخل التكامل هو 

  ٌتطلب ضرب التكامل بالعدد  
 

 
كً لا تتغٌر قٌمة ناتج التكامل ) لاحظ اننا بهذا الاسلوب  

 وهو فعلاً لا ٌغٌر قٌمة التكامل (. 3ضربنا التكامل بالعدد 

∫  √        
3

1
∫ 1         

 
 

 

   (
3

1
)  

      
 
 

1
 

   

                           (
3

1
)  (

 

1
)       

 
       

 

 
√          

   :جد قٌمة التكامل الاتً :( 13مثال 

∫ 1  1 √         

لحلا                                   √ 3    1∫         √ 1  1 ∫  

                                                  1∫    3        
 
     

            ] مشتقة القوس من الداخل تساوي                                                     [

                                                 1 (
3

 
)∫[     3 ]       

 
     

                                                  (
1

 
)  

       
 
 

1
 

              
 
    

                                                 √        
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   :جد قٌمة التكامل الاتً  :( 14 مثال

∫ 1  3 √1      1     

  :  الحل      

∫ 1  3 √1      1     ∫ 1  3  1      1 
 
     

               ]  مشتقة القوس من الداخل تساوي                                   [    

                                                         
 3

 
∫  1  3  1      1 

 
     

                                                         (
 3

 
)  

  1      1 
 
 

1
 

    

                                                        (
3

 
)  (

 

1
)  1      1 

  
    

                                                         (
3

1
)  √ 1      1     

   :جد قٌمة التكامل الاتً :( 15مثال 

∫     1       

  الحل                                                     [ 1      ]∫       1     ∫

                   ∫        1     

     ] القوس من الداخل تساوي ةمشتق                                                                                                           [

                                   
3

3 
∫ 3          1     

                                   (
3

3 
)  

     1  

1
   

                                   
     1  

1 
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   :جد قٌمة التكامل الاتً :( 16مثال 

∫
          

   
    

 :الحل           

∫
         

   
    ∫

[     3 ]  

   
    

                                  ∫
       3   

   
    

                                  ∫   3       

       1] تساويمشتقة القوس من الداخل                                                                                                                         [ 

                                 
   3   

33
   

   :جد قٌمة التكامل الاتً :( 17مثال 

∫
 1     

 1      
    

∫
 1     

 1      
    ∫

3

 1     
    

                              ∫ 1  الحل                           

     ]                                                                         شتقة القوس من الداخل تساوي م           [

                                ∫  3  1           

                                
 1      

  
    

                                
3

   1     
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   :جد قٌمة التكامل الاتً :( 18مثال 

∫
  

√  3          

∫
  

√  3           ∫
  

√ 1      
 

  ∫
  

  1     
 
 

  انحم                   

                       ∫    1     
  
      

 3

 
∫       1     

  
     

     ]                                      مشتقة القوس من الداخل تساوي                                                                                                                     [

                      (
 3

 
)
 1     

  
 

  

 
 
1
 3

    (
 3

 
)  

 1     
 
 

3
1

   

                      (
 3

 
)  (

1

3
) √1    

 
     

 1 √1    
 

 
   

   :جد قٌمة التكامل الاتً :( 19مثال 

∫
   7

√ 1    
    

∫
   7

√ 1    
     ∫

  1

 1    
 
 

       ∫
1   

 1    
 
 

 الحل                    

                                ∫    1    
 
          ∫   1    

 
        

     ]                                      مشتقة القوس من الداخل تساوي                                                                          [

                                 
 1    

 
 
   

3
 
 3

    
  1    

 
 

1
 

      

                               (
 

1
)   1    

 
  

 √ 1     

1
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)      أثبت ان الدالة . 1
 

   
)
 

       ة  هً الدالة المقابلة للدال 
   

      
 

 وكان :             هً الدالة المقابلة للدالة      أذا كانت . 2

              3    ،                3  

            جد قٌمة كل من     

 :الأتٌة. جد قٌمة التكاملات 3

3 ∫
     

     3
                    ∫√1   3       

1 ∫
√3  √ 

 

√                                 ∫        3 
 
     

1 ∫
1  3 

√   
                                 7 ∫

   3

     3
    

6 ∫
1   

√1   
                                 ∫

  1√  7

  1√ 
    

   دغٌر المحدعلى التكامل  تطبٌقات 4-4  

  )إٌجاد معادلة المنحنً اذا علم مٌل المماس له(  التطبٌق الهندسً  4-4-1 

سوف ندرس كٌفٌة استخراج معادلة المنحنً اذا علم مٌل المماس له ونذكر هنا ببعض الحقائق 

 .فً الصف الثانً عندما تناولنا بالبحث فصل المشتقة بعضها التً سبق ان درسنا الأساسٌة

 .لمعادلته الأولى( مٌل المماس للمنحنً هو المشتقة 1

 .النقطة ٌحققان معادلته إحداثًٌكان المنحنً ٌمر بنقطة ما فان  ( اذا2

 .        المحلٌة تكونونقاط النهاٌات العظمى والصغرى ( عند النقاط الحرجة 3

 ٌعطً معادلة ىـــالأولة ـــوتكامل المشتق الأولى( تكامل المشتقة الثانٌة ٌعطً المشتقة 4

 .المنحنً

( 1-4تمرٌن )



 

121 
 

  ومٌل المماس له عند اٌة نقطة   1 3 جد معادلة المنحنً المار بالنقطة :( 21مثال 

 .   3   1 ٌساوي من نقاطه                      

       :الحل            

 بما ان مٌل المماس = المشتقة فأن :         

  

  
 1   3   

∫   ∫ 1   3      

     1     

 :تحقق معادلة المنحنً ٌكون    1 3 وبما ان النقطة          

1   3   1 3     

1           

   6 

 6   1      :معادلة المنحنً هً  نذا                     

     ومٌله عند اٌة نقطة  7محلٌة قٌمتها  صغرىنهاٌة      لمنحنً لاذا كان :( 21مثال 

 . جد  معادلة المنحنً ،     3   7هو من نقاطه                             
 :الحل          

  
  

  
 7   3   

∫   ∫ 7   3        

      7      3  

 أي :         نهاٌة صغرى ٌكون وحٌث ان للدالة    

7   3             

                          

      على خط الاعداد ٌتبٌن ان للدالة نهاٌة صغرى محلٌة عند        وبتدقٌق إشارة 
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 اي   3  وهً تحقق المعادلة  7   ى هً صغران نقطة النهاٌة ال أي        

 7        7       

 7  37       

  7    3  

  3   7         :معادلة المنحنً هً  نذا          

   بالنقطتٌن وٌمر  7 جد معادلة المنحنً الذي المشتقة الثانٌة لمعادلته تساوي :( 22مثال 

                              3     ،    3   . 

 :الحل           

  

  
 ∫

   

   
 ∫7    1      

∫   ∫ 1         

            

 تحقق المعادلة    3  النقطة                   

    3       3     

       1   3  

 تحقق المعادلة     3  النقطة                   

   3      3       

      6      

      م كل من ٌنحصل على ق ٌأتً( آنٌاً كما 2( و )1وبحل المعادلتٌن )                  



 

123 
 

           1 

      6 

 بالجمع ــــــــــــــــــــــــ                                            

       

   3 

3      1 

   7 

  7          :معادلة المنحنً هً  نذا                    

 

 التعجٌل( –السرعة  – الإزاحة) فٌزٌاويالتطبٌق ال   4-4-2 

ر هنا ك  ونذ .اذا علمنا سرعة أو تعجٌل الجسم المتحرك الإزاحة إٌجاد سوف ندرس كٌفٌةفً هذا البند 

ث ــــــفً الصف الثانً عندما تناولنا بالبح درسناهٌمكن استنتاجها مما التً  الأساسٌةببعض الحقائق 

 .فصل المشتقة

       ∫    أي( السرعة تساوي تكامل التعجٌل بالنسبة للزمن  1

        ∫   أي  تساوي تكامل السرعة بالنسبة للزمن الإزاحة( 2

ة ـــــاة بالعلاقــــــه معطـــــت سرعتـــــتحرك على خط مستقٌم وكانٌجسم :( 23مثال   

  
 

 
√  

 

√ 
  .ًــــــلثوانباالزمن   و  بالأمتارالسرعة    حٌث                                     

 التً ٌقطعها  الإزاحةجد       بعده بعد مرور أربع ثوان ٌساوي انـوك                               

 .ثانٌة من بدء الحركة 17بعد مرور   الجسم                                

 الحل :           

  ∫       ∫(
1

 
√  

1

√ 
)          ∫(

1

 
 
 
  1 

  
 )   

 
1

 

 
 
 

1
 

 1
 
 
 

3
 

    
 
  7 

 
    √   7√    

     تكون       وعندما               

    √   7√    

     3              

الأزاحة  عند اي زمن  √7   √     
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 17√7  17 √    تكون            17  وعندما               

     7   7 7                                  

   37  17   1                                      

     ثانٌة من بدء الحركة 17التً ٌقطعها الجسم بعد مرور الإزاحة               

اذا علمت ان السرعة الابتدائٌة لطائرة عند هبوطها على المدرج تساوي :( 24مثال   

دره  ــــــً منتظم قئوكانت سرعتها تتناقص بتعجٌل تباط                                           1 

          اً ـــــان تتوقف تمام إلىتقطعها   احسب الازاحة التً .                                              

 .عن الحركة                      

 الحل :               

       ∫     ∫            

 1  تكون       وعندما                              

1              1 

   السرعة عند اي زمن       1          

      ∫     ∫     1          1     

                لذلك ٌكون     تكون       وعندما                       

        الأزاحة  عند اي زمن      1            
 :ومن المعروف ان الطائرة سوف تتوقف عندما تصبح سرعتها صفراً أي 

          1    

        1 

  
1

 
  الزمن اللازم تتوقف الطائرة عن الحركة      

          (
1

 
)
 

 1(
1

 
)  

  1

 
 

 1

 
 

          
  1  1 

 
   

 1

 
  7  1    

 .ان تتوقف تماماً عن الحركة إلىتقطعها الطائرة  التً  الإزاحة      
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   15ا وله نهاٌة عظمى محلٌة قٌمته     7   1نقطة من نقاطه ٌساوي  أٌةمٌله عند  منحن   .1

 جد معادلته.    

 وله نقطة انقلاب      حٌث     7     ي  نقطة من نقاطه ٌساو أٌةمٌله عند  . منحن  2

 .جد معادلته  7  3  هً     

  7        والمستقٌم      3 المشتقة الثانٌة لمعادلته تساوي  جد معادلة المنحنً الذي. 3

 . ٌساوي    ا هٌمسه عند النقطة التً احداثٌ     

 لمعادلته تساوي  ولىالمشتقة الأ. جد معادلة المنحنً الذي 4
  

 .  1 3 وٌمر بالنقطة     

بعد مرور  أزاحتهاحسب  .       3       3  اقدره بسرعة منتظمة تحرك جسم  .5

1  .من بدء الحركة       

 ،  وكان بعده عن نقطة بدء          37. جسم ٌتحرك على خط مستقٌم بتعجٌل ثابت قدره 6

 :أحسب        7 والسرعة عندها كانت تساوي       7بعد مرور       3الحركة ٌساوي   

 .       3  عندما   الإزاحة( 2                1  ( السرعة عندما 1    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (2-4)تمرٌن 
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 محددالالتكامل  5-4 

 

 

 

 

    :جد قٌمة التكامل المحدد الاتً :( 25مثال 

∫    

 

 

 

 :الحل              

∫     [  ] 
3

 

 

     3  1 

 ٌوضح سبب ذلك  الأتٌةوالحل بالطرٌقة    فً التكامل المحدد لم نكتب ثابت التكامل  إننالاحظ 

  ∫     [    ]
 
3

 

 

              3     

                                                    3        1 

     :جد قٌمة التكامل المحدد الاتً :( 26مثال 

∫ 1      

 

 

    

       :الحل             

∫ 1      

 

 

    [     ] 
  

                                  [1  1 ]  [     ] 

                                   6      17 

∫       [    ] 
 

 

 

           

 التكامل المحدد :( 3-4تعرٌف )

            :بحٌث   [   ]دالة مستمرة على الفترة      لتكن 
 فان :

 ٌسمى الحد الادنى او الحد الاسفل للتكامل        ٌث ح         

 ٌسمى الحد الأعلى أو الحد العلوي للتكامل         و               
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     :جد قٌمة التكامل المحدد الاتً :( 27مثال 

∫    1      1  7  
 

  

   

                  :الحل             

∫    1      1  7  
 

  

   *
    1  7  

1
+
 

 

 

     مشتقة القوس من الداخل                                                                                                                        

 (
 1  1 1  7  

1
)  (

 3  1 3  7  

1
) 

                                
  7  

1
 

     

1
  

 37

1
 

13 

1
 

  7

1
   

     :جد قٌمة التكامل المحدد الاتً :( 28مثال 

∫
   3

  3

 

 

    

 :الحل            

∫
   3

  3

 

 

    ∫
   3       3 

  3

 

 

    

                          ∫      3   

 

 

    *
 

1

 

 
  

 
  +

 

 

 

                         (
1

1

 

 
1 

 
 1)  (

 

1

 

 
  

 
  ) 

                         (  
 

 
 1)  (

 

1
    )  ( 

 

 
 3 )  (

 

1
  ) 

                          (  
11

 
)  (

  

1
)    (

     

7
 )  

1 

7
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  .فً التكامل المحدد الاتً  جد قٌمة الثابت :( 29مثال 

∫     

 

 

   3  

 :الحل                     

 ∫     

 

 

   3  

*
  

 
   +

 

 

 3  

(
  

 
   )  (

 

 
  )  3  

(
  

 
   )   3   3  

(
  

 
   )  3  3  

  

 
       

*
  

 
        +    

           

   3          

     3                                     : أما

   3  

                                          : أو
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 خواص التكامل المحدد 1-5-4 
 :فان   [   ]قابلة للتكامل على      اذا كانت الدالة 

3 ∫       

 

 

  ∫      

 

 

 

                      ∫    

 

 

 [  ] 
   37      3  

          ∫     

 

 

  *
  

 
+
 

 

  [(
37

 
)  (

 

 
)]   [   ]  3  

  ∫        

 

 

   

         ∫    

 

 

 [  ] 
            

1 ∫        

 

 

  ∫      

 

 

 

        ∫     

 

 

[  ] 
   37      3  

           ∫     

 

 

[  ] 
       37   3  

  ∫        

 

 

  ∫      

 

 

 ∫      

 

 

        [   ] 

          ∫     

 

 

[  ] 
   37      3  

            ∫    

 

 

 ∫    

 

 

 [  ] 
  [  ] 

  

                                                       37     1  6  3  



 

130 
 

1 ∫        

 

  

   ارا كاَد انذانح     دانح فشدٌح        

  f(-x) =-f(x)  ملاحظة :فً الدالة الفردٌة ٌكون           

            ∫           

 

  

 *
  

7
 

  

 
 

  

 
+
  

  

 

                                        *(
1 

7
 

1 

 
 

1 

 
)  (

  1  

7
 

  1  

 
 

  1  

 
)+ 

                                       (
6  

7
 

 3

 
 

 

 
)  (

6  

7
 

 3

 
 

 

 
)    

7 ∫        

 

  

  ∫     
 

 

    ارا كاَد انذانح      دانح صٔجٍح     

   f(-x) =f(x) ملاحظة :فً الدالة الزوجٌة ٌكون       

          ∫       3   

 

  

 *
  

1
 

  

1
  +

  

  

 

                                        [(
1 

1
 

1 

1
 1)  (

  1  

1
 

  1  

1
   1 )] 

                                        (
  1

1
 

 6

1
 1)  (

   1

1
 

 6

 
 1) 

                                        (
1 1

1
)  (

 1 1

1
)  

7 7

1
 

                  ∫        3    
 

 

   *
  

1
 

  

1
  +

 

  

 

                                               *(
1 

1
 

1 

1
 1)     + 

                                               (
  1

1
 

 6

1
 1)   (

1 1

1
)  

7 7

1
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6 ∫[          ]  

 

 

 ∫      

 

 

 ∫     
 

 

       

  ∫        

 

 

 ارا كاَد[   ]                        

  

  ∫      

 

 

 ∫       

 

 

 ارا كاَد [   ]                    

  اثبت ان   [7  ]دالة مستمرة على الفترة        اذا كانت :( 31مثال 

∫       
 

 

 ∫       
 

 

 ∫         
 

 

 

 ان إلى( ٌمكننا التوصل 4( و )3باستخدام الخاصٌتٌن )             :الحل

∫     
 

 

   ∫       
 

 

 ∫       
 

 

         ∫       
 

 

  ∫       
 

 

 

      ∫       
 

 

 ∫       
 

 

 ∫       
 

 

 

                             ∫       
 

 

 * ∫       
 

 

+          

  أذا علمت ان  :( 31مثال 

∫      

 

  

   

∫[  1    ]  

 

  

                                 جد قٌمة التكامل الاتً    

 :الحل

∫[  1    ]  

 

  

 ∫     

 

  

 1 ∫      
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                                                  [  ]  
  1    

                                                  [         ]       

                                                  1     17 

    :أرا كاٌ :( 32مثال 

∫            ∫[1          ]

 

 

 

 

   7 

∫      

 

 

 جد قٌمة التكامل الاتً    

 :الحل

∫[1          ]

 

 

   7 

∫1      

 

 

 ∫        7

 

 

 

1∫      

 

 

  ∫      

 

 

 7 

1      ∫      

 

 

 7 

 3   ∫      

 

 

 7 

 ∫      

 

 

 3  ∫      
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 :الأتٌة. جد قٌمة التكاملات المحددة 1

  ∫ √       

 

 

                       ∫
1    

       3  

 

 

    

  ∫
√√ 

 
 3

√        

   

 

                  ∫ √   6   
 

√  

 

    

 :الأتٌة.  أثبت صحة المتطابقات 2

  ∫(√  
3

√ 
)     

  

1

 

 

 

  ∫ √ 1  3  
 

    
11

1

 

 

 

  ∫√   3    
31

1

 

 

 

 :اناذا علمت     . جد قٌمة 3

∫            ∫   3    

 

  

 

 

 

   1  نهاٌة صغرى محلٌة قٌمتها    حٌث              علمت ان للدالة اذا . 4

 جد قٌمة التكامل الاتً :      

∫     
 

 

   

 
 
 
 
 :ان. أذا علمت 5

∫      

 

 

       ∫       6

 

 

 

  

( 3-4تمرٌن )
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 :جد كلاً مما ٌأتً    

  ∫[         ]  

 

 

  

  ∫[           ]  

 

 

    

   ∫[1          ]  

 

 

 

 :ان. اذا علمت 6

∫1 √   37

 

 

   73     

 .   جد قٌمة        

 المنطقة المستوٌة باستخدام التكامل المحدد إٌجاد مساحة 4-6 

     محورالمنحنً الدالة وٌن المنطقة المستوٌة المحددة ب مساحة 4-6-1
منحنً مع          ن االمستقٌم التً ٌحددهاالمستوٌة ٌمكننا حساب مساحة المنطقة 

 :كما ٌأتً    [   ] المستمرة على الفترة        ة الدال

 :تساوي   فان المساحة        ( اذا كانت 1

  ∫      

 

 

 

 :تساوي   فان المساحة        ( اذا كانت 2

   ∫      

 

 

 

 .نأخذ القٌمة المطلقة لناتج التكامل فأنناوحٌث ان المساحة كمٌة موجبة دائماً 
 :المساحة  دٌجالإ الأتٌةوٌنبغى اتباع الخطوات 

 للحصول على فترات جزئٌة من        بجعل   المحورنقاط تقاطع الدالة مع  إٌجاد (1

    [   ]الفترة    

نجمع القٌم المطلقة للتكاملات ثم  نجري عملٌة التكامل لكل فترة جزئٌة على حدة (2

 .للحصول على المساحة
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  . المحورو           جذ انًساحح انًحذدج تًُحًُ انذانح :( 33مثال 

                                :الحل                  

             

                  

 :فان المساحة ٌمكن احتسابها كالاتً  هوعلٌ   [    ]ان فترة التكامل هً  أي                     

∫         
 

  
   [  

 1

1
   ]

  

 

                                                                                                         

 (
  

1
  )  (

     

1
  )                                                                                                                  

      (
 

1
  )  (

  

1
  ) 

 (
    

1
)  (

     

1
 )   

   (
 37

1
)  (

37

1
 )  

 1 

1
 

    |
   

 
|  

   

 
         

  .   المحورو    3   1     جذ انًساحح انًحذدج تًُحًُ انذانح :( 34مثال 

  :الحل              

       1   3     

1            1              

                       

    [   ] [    ]التكامل هً  تًان فتر أي 

 :وعلٌة فان المساحة ٌمكن احتسابها كالاتً 

   ∫ 1   3     

 

  

 *  
1  

 
 

3   

 
+
  

 

 

 

 

3-4الشكل   

4-4الشكل   

(0,0) 



 

136 
 

   *  
1  

 
 7  +

  

 

       (
1  37

 
 7   ) 

        3      3  

   ∫ 1   3     

 

  

 *  
1  

 
 

3   

 
+
 

 

  *  
1  

 
 7  +

 

 

 

    (
1  37

 
 7   )           3          3  

   |  |  |  |  |3 |  | 3 |  3  3              

      والمحور            جذ انًساحح انًحذدج تًُحًُ انذانح :( 35مثال 

 .               والمستقٌمٌن                      

 :الحل              

 .([    ]( تكافًء العبارة )الفترة المغلقة          ن االمستقٌمان العبارة )           

               

                          

                       

 [    ]         [    ]       [    ]    :لاحظ ان        

    [   ] [    ]ان فترتً التكامل هً  أي

 :فان المساحة ٌمكن احتسابها كالاتً وعلٌه                     

    ∫         

 

  

  *  
   

 
 

   

 
+
  

 

 

        *  
   

 
    +

  

 

       (
     

 
        ) 

                    

    ∫          

 

  

  *  
  

 
 

   

 
+
 

 

 

       *  
  

 
    +

 

 

  (
  

 
     )         
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   |  |  |  | 

   | |  |  |               

 والشكل الاتً ٌوضح لك بالتفصٌل المساحة المحددة المطلوبة .   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :دالتٌن مساحة المنطقة المستوٌة المحددة بمنحنً   4-6-2

ن على ـالمستمرتٌ             الدالتٌنالمحددة بمنحنً ٌمكننا حساب مساحة المنطقة المستوٌة 

 : ٌأتًكما           والمستقٌمٌن  [   ]الفترة المغلقة 

   وتبسٌط النتٌجة              ل ـــــــ( نجد نقاط التقاطع بٌن المنحنٌٌن عن طرٌق جع1

    [   ]جزئٌة من الفترة  فترات على  للحصول    

 فترة جزئٌة على حدة.نجري عملٌة التكامل لكل ( 2

 .( نجمع القٌم المطلقة للتكاملات للحصول على المساحة3

 

 

 

 

5-4الشكل   
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           √        جذ انًساحح انًحذدج  تٍٍ يُحًُ انذانرٍٍ :( 36مثال 

   

    √              انحم:                                     

                                                                                                                   

    3                     3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :وعلٌه فان المساحة ٌمكن احتسابها كالاتً    [3  ]  التكامل هً  ةان فتر أي     

  ∫[ √   ]   

 

 

 ∫[ 
 
   ]  

 

 

 [  
 
 
 

1
 

  
   

 
]

 

 

     *  
 

1
√   

   

 
+
 

 

 

        (
 

1
 

3

 
)      

3

7
        

  .       ٔ          تٍٍ يُحًُ انذانرٍٍ   جذ انًساحح انًحذدج :( 37مثال 

                                     :انحم              

         3        

  3     3                      3    3                        

 

6-4الشكل  
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 :وعلٌه فان المساحة ٌمكن احتسابها كالاتً    [3  ] [  3 ]ان فترتً التكامل هً  أي     

   ∫         
 

  
 *   

   

 
 

  

 
+
  

 

  

       (
  3  

 
   

  3  

 
) 

        (
3

 
 

3

 
)   

3

 
 

   ∫        

 

  

 *
  

 
 

  

 
+
 

 

  (
3 

 
 

3 

 
)        

                           (
 

 
 

 

 
)     

 

 
 

     |  |  |  |                                                                                                             

    | 
  

 
|  |

 

 
|  

 

 
 

 

 
 

 

 
                                                                                   

المسافة ( - الإزاحةالتطبٌق الفٌزٌاوي للتكامل المحدد )   4-7  

والسرعة والتعجٌل  الإزاحة أمامن المعلوم ان المسافة كمٌة غٌر اتجاهٌة وتقترن بعدد حقٌقً موجب 

 :ولذلك فان فان كلاً منها كمٌة اتجاهٌة 

 :هً  [     ]( المسافة المقطوعة فً الفترة الزمنٌة 1

  |∫     

  

  

   | 

 .تمثل السرعة     تمثل المسافة ،   حٌث      

 :هً  [     ]فً الفترة الزمنٌة التً ٌقطعها الجسم  الإزاحة( 2

  ∫     

  

  

    

 .تمثل السرعة     ،   الإزاحةتمثل    حٌث     

 

7-4الشكل   
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  :جد    3        جسم ٌتحرك على خط مستقٌم بسرعة :( 38مثال 

 [1 3]( المسافة المقطوعة فً الفترة الزمنٌة 1        

 [1 3]فً الفترة الزمنٌة التً قطعها الجسم  الإزاحة( 2  

 ( المسافة التً قطعها الجسم خلال الثانٌة  الرابعة من حركته 3  

 .( ثوانً من بدء حركته11( بعد الجسم بعد مضً )4  

   3       3                      :الحل           
  1  [3 1]  [3 1] [1 1] 

3     |∫       | 

           |∫    3  

 

 

   |  |∫    3  

 

 

   | 

          |[    3  ] 
 |  |[    3  ] 

 | 

          |     3  1     3  3  3 |   
              |    1  3  1       3  1 | 
         | 3  17     3   |  | 1  7    3  17 | 
         |  3    3 |  |  3    3 |   |  |  | |      37   

      ∫    3  

 

 

      [    3  ] 
  

          1  7      3     3   3      

1     |∫    3  

 

 

   |   |[    3  ] 
 | 

  | 1       3  17 |  |  37  3 |      

      ∫     3  

  

 

     

          [    3  ] 
         3             

 المطلقة القٌمة فان المسافة تساوي ضمن الفترة المحددة حركته  أثناءاذا لم ٌغٌر الجسم اتجاهه  : ملاحظة
  .الإزاحةلقٌمة            
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  :جد    3        جسم ٌتحرك على خط مستقٌم بسرعة  :( 39مثال 

 .[1 3]( المسافة المقطوعة فً الفترة الزمنٌة 1        

 .[1 3]الزمنٌةالتً قطعها الجسم فً الفترة  الإزاحة( 2  

    :الحل         

   3    

    3  

   7 

 : لذلك  حركته أثناءوحٌث ان الزمن لا ٌمكن ان ٌكون بالسالب لذلك فان الجسم لم ٌغٌر اتجاهه             

  | |  |∫    3  

 

 

  | 

                |*
   

 
 3  +

 

 

| 

               |[   3  ] 
 | 

               |   17   3  3  | 

               | 1  31|  1   
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 . [1  ]على الفترة   محور الو   1   7          . جد المساحة المحددة بمنحنً الدالة 1

 . [3 3 ]الفترة  على سمحوالو               جد المساحة المحددة بمنحنً الدالة .2

 . [   ]على الفترة  محور الو       √        جد المساحة المحددة  بمنحنً الدالة  .3

 .    محورلوا    1              الدالة  المحددة بمنحنًجد المساحة . 4

   : ٍــٔانًسرقًٍٍ          ى ــانًسرقٍٔ          حجذ انًساحح انًحذدج  تٍٍ يُحًُ انذان. 5

  3    1    . 

 .          انًسرقٍى ٔ          حجذ انًساحح انًحذدج  تٍٍ يُحًُ انذان .7

 .  [   ]الفترة لى ع  ،  √              جذ انًساحح انًحذدج  تٍٍ يُحًُ انذانرٍٍ  .6

ه تساوي ــــــفاذا كانت سرعت           3. تحرك جسم على خط مستقٌم بتعجٌل قدره 8

 الحركة إحسب:من بدء      1 مرور بعد               

 a [1 3]( انًسافح انًقطٕػح فً انفرشج انضيٍُح 

 b يُّ.انزي تذأ انحشكح  الأٔليٕضؼّ  إنى( انضيٍ انلاصو نؼٕدج انجسى 

     ٔكاَد سشػرّ ػُذيا               هى خظ يسرقٍى ترؼجٍم قذسِ ػجسى ٌرحشك  . 

 :حسة إ          1 ذسأي    

 a لحظة  أٌة( سرعة الجسم عند 

 b[6 1]( المسافة التً ٌقطعها الجسم فً الفترة الزمنٌة . 

 c الحركة.( المسافة المقطوعة خلال الثانٌة الرابعة من 

 d الحركة.من بدء       3( بعد الجسم بعد مرور 

        انًسافحجذ  1  7   1  يؼطاج تانؼلاقح جسى ٌرحشك ػهى خظ يسرقٍى ٔكاَد سشػرّ . 11

               .بدء الحركة من     1 ثم جد تعجٌل الجسم بعد مرور  [   ]حانًقطٕػح فً انفرشج انضيٍُ     

( 4-4تمرٌن )
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 خامسالفصل ال

  Spherical geometry ة الهندسة الفراغٌ

 الاهداف السلوكٌة:

 -الفصل ان ٌكون قادراً على ان :هذا ٌنبغً للطالب فً نهاٌة 

 .الهندسة الفراغٌة واستعمالاتها الٌومٌةٌتعرف على مفهوم  .1

وٌستطٌع  الهندسة الفراغٌةٌستوعب التعارٌف والمصطلحات المستخدمة فً علم  .2

 .التمٌٌز بٌنها

 .ٌتعرف على مفهوم الزاوٌة الزوجٌة واسلوب التعبٌر عنها هندسٌاً  .3

 .ٌتعرف على مفهوم تعامد المستوٌات والمبرهنات الخاصة به .4

 .خاصة بهالاسقاط العمودي على المستوي والمبرهنات الٌتعرف على مفهوم  .5

 

 المحتوى العلمً

 تمهٌد    1-5

 الزاوٌة الزوجٌة والمستوٌات المتعامدة   5-2

 المبرهنة السابعة ونتٌجتها 5-3

 المبرهنة الثامنة 5-4

 ونتٌجتها التاسعةالمبرهنة  5-5

 على المستوي العمودي الإسقاط   5-6
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 الفصل الخامس

  Spherical geometry الهندسة الفراغٌة   

 تمهٌد 5-1

 هلـةَتلعب الهندسة فً حٌاتنا الٌومٌة دوراً فعّالاً حٌث استخدمت قدٌماً فً معرفة مواقٌت الصلاة والأ

الٌومٌة ، ولا زالت ة حٌاالوالقنوات وفً تسٌٌر أمور  الأنهاروفً تصمٌم القصور والبناٌات وشق 

 .المعاصرةحتى ٌومنا هذا تلعب دوراً بارزاً فً كثٌر من مواقف الحٌاة 

 فضاء إقيٞذٛ ، اىْٖذعح اىفشاغٞح أٗ اىْٖذعح اىَجغَح ٕٜ اىْٖذعح الإقيٞذٝح ٍطثقح فٜ اىشٝاضٞاخ فٜ

ٗذٖرٌ اىْٖذعح اىفشاغٞح تذساعح الأشناه اىْٖذعٞح شلاشٞح  .شلاشٜ الأتعاد ٍشاتٔ ىيفضاء اىزٛ ّعٞش فٞٔ

 ٗ اىَغر٘ٝاخ ، ذقاطع اىنشج ، الأعط٘اّح ، اىٖشً ، اىَخشٗط ، اىَ٘ش٘س ، اىَنعة الأتعاد ٍصو

أعطح ٕزٓ الأجغاً ٗعلاقح تعضٖا  ٗ ٍغاحاخ مَا ذٖرٌ اىْٖذعح اىفشاغٞح تذساعح أحجاً .اىَغرقَٞاخ

 .شاترح ٍثشْٕح ٗ ّظشٝاخ تثعض ٗفق ق٘اِّٞ

مْا قذ ذعيَْا فٜ اىصف اىصاّٜ اُ ملاً ٍِ اىَغرقٌٞ ٗاىَغر٘ٛ ٍجَ٘عح غٞش ٍْرٖٞح ٍِ اىْقاط ، ٗاُ  

مو ّقطرِٞ ذعْٞاُ ٍغرقَٞاً ٗاحذاً فقظ لا ٝ٘جذ غٞشُٓ ) ّغَٞٔ ٗحٞذاً( ، ٗاُ مو شلاز ّقاط لا ذقع عيٚ 

تع ّقاط لا ذقع فٜ ٍغر٘ ٗاحذ ذعِّٞ فضاءً. اس واعرقاٍح ٗاحذج ذعِٞ ٍغر٘ٝاً ٗاحذاً فقظ ، مَا اُ م

ّقاط عيٚ   ٕٗزا ٝعْٜ اُ اىَغرقٌٞ ٝحر٘ٛ عيٚ ّقطرِٞ عيٚ اقو ذقذٝش ، ٗاىَغر٘ٛ ٝحر٘ٛ عيٚ شلاز

 .ّقاط عيٚ اقو ذقذٝش ىٞغد جَٞعٖا فٜ ٍغر٘ ٗاحذ  اقو ذقذٝش ، ٗاىفضاء عيٚ استع

خ ٗاىَغر٘ٝاخ ٗذ٘صيْا إىٚ تشٕاُ تعض مَا ذعشفْا فٜ اىصف اىصاّٜ عيٚ اىعلاقح تِٞ اىَغرقَٞا

ٗىنٜ ذرَنِ  .اىَثشْٕاخ اىرٜ َٝنْْا الاعرَاد عيٖٞا فٜ تشٕاُ اىَضٝذ ٍِ اىَثشْٕاخ فٜ فصيْا ٕزا

ٍِ اىر٘اصو ٍع ذيل اىَثشْٕاخ ّذع٘ك ىَشاجعح ٍا دسعرٔ فٜ اىصف اىصاّٜ تٖذف عضٝضٛ اىطاىة 

 .اىرٜ ع٘ف ّذسعٖا ٕزٓ اىغْح ٘ٝاخجذٝذج تِٞ اىَغرقَٞاخ ٗاىَغراىعلاقاخ اى اعرٞعاب

 الزاوٌة الزوجٌة وتعامد المستوٌات 5-2 
 

اىحافح اىَشرشمح تـ ) حشف اىضاٗٝح اىضٗجٞح ( ٗٝغَٚ مو ٍِ ّصفٜ اىَغرِ٘ٝٞ تـ ) ٗجٔ ذغَٚ 

ادّآ : 1-5 اىضاٗٝح اىضٗجٞٔ( . لاحظ اىشنو   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٕٜ اذحاد ّصفٜ ٍغرِ٘ٝٞ ىَٖا حافح ٍشرشمح  الساوية السوجية : 1-5تعريف 

http://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%81%D8%B6%D8%A7%D8%A1_%D8%A5%D9%82%D9%84%D9%8A%D8%AF%D9%8A
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%81%D8%B6%D8%A7%D8%A1_%D8%A5%D9%82%D9%84%D9%8A%D8%AF%D9%8A
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%83%D8%B9%D8%A8
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%83%D8%B9%D8%A8
http://ar.wikipedia.org/w/index.php?title=%D9%85%D9%88%D8%B4%D9%88%D8%B1&action=edit&redlink=1
http://ar.wikipedia.org/w/index.php?title=%D9%85%D9%88%D8%B4%D9%88%D8%B1&action=edit&redlink=1
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AE%D8%B1%D9%88%D8%B7
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AE%D8%B1%D9%88%D8%B7
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D9%87%D8%B1%D9%85
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D9%87%D8%B1%D9%85
http://ar.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%A7%D8%B3%D8%B7%D9%88%D8%A7%D9%86%D8%A9&action=edit&redlink=1
http://ar.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%A7%D8%B3%D8%B7%D9%88%D8%A7%D9%86%D8%A9&action=edit&redlink=1
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%83%D8%B1%D8%A9
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%83%D8%B1%D8%A9
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B3%D8%AA%D9%88%D9%89
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B3%D8%AA%D9%88%D9%89
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%B3%D8%AA%D9%82%D9%8A%D9%85
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%B3%D8%AA%D9%82%D9%8A%D9%85
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B3%D8%A7%D8%AD%D8%A9
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B3%D8%A7%D8%AD%D8%A9
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D8%B8%D8%B1%D9%8A%D8%A9
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D8%B8%D8%B1%D9%8A%D8%A9
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%A8%D8%B1%D9%87%D9%86%D8%A9
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%A8%D8%B1%D9%87%D9%86%D8%A9
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 َٕا ٗجٖإا ، ّٗعثش عِ اىضاٗٝح اىضٗجٞح تاىرعثٞش:( ) ( )ٕ٘ حشف اىضاٗٝح اىضٗجٞح ،       ⃡   حٞس 

( )  اُ ىٌ ٝنِ ٍشرشما ٍع  ٗقذ ٝعثش عْٖا تحشف اىضاٗٝح اىضٗجٞح ( )     ⃡    

 -اىضٗجٞح الاذٞح :  ٗفٞٔ اىضاٗٝا  ]ادّآ  2-5لاحظ اىشنو  [ٍصلاً صاٗٝح صٗجٞح اخشٙ . 

( )     ⃡     ( )        ( )     ⃡     ( )     ( )     ⃡     ( ) 

ٍشرشك فٜ امصش ٍِ صاٗٝح       ⃡   لأُ اىحشف        ⃡   ٗلا ٝج٘ص ىْا اُ ّنرة اىضاٗٝح اىضٗجٞح تاىصٞغح 

 .صٗجٞح 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ح ٍلاحظح : عْذٍا ٝنُ٘ ىذْٝا استع ّقاط ىٞغد فٜ ٍغر٘ ٗاحذ ، ّنرة اىضاٗٝح اىضٗجٞح تاىصٞغ

مَا فـــــــٜ اىشنو       (   ) (   )اٗ اىضاٗٝح اىضٗجٞح تِٞ اىَغرِ٘ٝٞ          ⃡     

 -ادّآ: 5-3
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                                    ّأخز -ٗذقاط اىضاٗٝح اىضٗجٞح مالاذٜ :

                   ⃡   عيٚ اىحافح اىَشرشمح   ّقطح  

  ( )فٜ            ٍْٖٗا ّشعٌ اىعَ٘د 

 عيٚ اىحشف  ( )فٜ            اىعَ٘د  ٗ 

 فٞنُ٘ قٞاط اىضاٗٝح اىضٗجٞح تِٞ     ⃡    

        اىَغرِ٘ٝٞ  ٕ٘ قٞاط اىضاٗٝح 

 ح ــــــــاىضاٗٝ      ٗذغَٚ اىضاٗٝح

 ح . ـــــاىَغر٘ٝح اىعائذج ىيضاٗٝح اىضٗجٞ

 :اىَجاٗس  4-5لاحظ  اىشنو 

( ) تعثاسج اخشٙ ىذْٝا اىضاٗٝح اىضٗجٞح :   ٗىذْٝا ( )     ⃡    

                                                             (        )  ( ) (        )  ( ) 

( ) ٕٜ اىضاٗٝح اىعائذج ىيضاٗٝح اىضٗجٞح             ⃡     ( ) 

اىضاٗٝح اىرٜ ضيعإا ٕٜ  الساوية المستوية العائدة لساوية زوجية: 2-5تعريف 

ٗجٖٜ  اىٞٔ ٗمو ٍَْٖا فٜ احذاىضٗجٞح ٍِ ّقطح ذْرَٜ  عَ٘دٝاُ عيٚ حشف اىضاٗٝح

 .اىضاٗٝح اىضٗجٞح

 -ومن تعرٌف  الزاوٌتٌن )المستوٌة العائدة( و)الزوجٌة( ٌمكننا استنتاج الاتً :  

 .( قٌاس زاوٌة عائدة لزاوٌة زوجٌة ثابت1

 .( قٌاس الزاوٌة الزوجٌة ٌساوي قٌاس الزاوٌة المستوٌة العائدة لها وبالعكس2

 ستنتاجا

 .ُ ٗتاىعنظارا ماّد  اىضاٗٝح اىضٗجٞح قائَح فاُ اىَغرِ٘ٝٞ ٍرعاٍذا             

 

 قٌاس الزاوٌة الزوجٌةالمجاور  5-5لاحظ  الشكل 

 ( )  -لذلك ٌكون :   9ٌساوي  ( )     ⃡    

    ( )  ( ) 
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المبرهنة السابعة ونتٌجتها  5-3    

  على مستقٌم عموديمستقٌم المرسوم فً احدهما اذا تعامد مستوٌان فان ال : 7مبرهنة 

 .الأخرعلى المستوي  عمودٌاً  التقاطع ٌكون              

( )              المعطٌات:     (  )    ( )  ( )      ⃡       

      ⃡     (من  نقطة  )      ⃡          ⃡    (  )     

 ( )      ⃡     -:إثباتهالمطلوب   

       ⃡          ⃡   م نرس ( )فً المستوي البرهان : 
  عمودي الواحد ٌمكن رسم مستقٌم وحٌد المستوي ً)ف          
 نقطة معلومة ( ه منــمستقٌم فٌ على            

) معطى (                     ⃡          ⃡    ( )        ⃡                                                

 هً الزاوٌة المستوٌة العائدة للزاوٌة الزوجٌة      أذن          

( )     ⃡     ( )    
 ) تعرٌف الزاوٌة المستوٌة العائدة لزاوٌة زوجٌة (         

 المستوٌة العائدة  قٌاس الزاوٌة الزوجٌة ٌساوي قٌاس الزاوٌة )  9       أذن    
 .وبالعكس( لها                                  

      :ان أي         ⃡          ⃡     
 ن وبالعكس(افان المستقٌمٌن متعامد   9)اذا كان قٌاس الزاوٌة بٌن مستقٌمٌن ٌساوي    

   ( )      ⃡    وهذا ٌعنً ان     
 )المستقٌم العمودي على مستقٌمٌن متقاطعٌن من نقطة تقاطعهما ٌكون عمودٌاً على مستوٌهما(.   

 م .هـ .و                          

 ( )    ( )،    ( )  ،    ( )       ⃡    المعطٌات :

  ( )        ⃡       -لمطلوب أثباته:ا
  ) نتركه للطالب (   البرهان :

 

 

 

 
 

 

   

                   من نقطة فً احدهما عمودٌاً على اذا تعامد مستوٌان فان المستقٌم المرسوم  :7مبرهنةنتٌجة 

  المستوي الآخر ٌكون محتوى فٌه                       
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 المبرهنة الثامنة  5-4

كل مستوِ مار بمستقٌم عمودي على مستوِ آخر ٌكون عمودٌاً على ذلك المستوي. :8مبرهنة  

ٌتعامد المستوٌان اذا احتوى احدهما على مستقٌم عمودي على الآخر.      أو          

 ( )       ⃡    ( )       ⃡          -المعطٌات :
( )     -: إثباتهالمطلوب   ( )  

( )لٌكن    -البرهان :  ( )     ⃡       
 ) ٌتقاطع المستوٌان بخط مستقٌم(        

 )مستقٌم التقاطع ٌحوي       ⃡                       

 النقاط المشتركة (               

      ⃡        ⃡   نرسم   ( )فً      

 ٌوجد  مستقٌم وحٌد  )فً المستوي الواحد            

 نقطة  مستقٌم معلوم فٌه منعلى  عمودي           

 معلومة (             

   ⃡       ( )  ) معطى (                              

   ⃡                                                               

 فً المستوي  المستقٌمات المحتواةجمٌع  ٌكون عمودٌاً على مستوي علىالمستقٌم العمودي       (

 أثره (. من والمارة        

   ⃡       ( )  ) معطى (                          

( )هً الزاوٌة المستوٌة العائدة للزاوٌة الزوجٌة                       ⃡     ( )   

 المستوٌة العائدة لزاوٌة زوجٌة ( الزاوٌة ) تعرٌف              

 .(    ⃡        ⃡   لآن  )  9           

( )قٌاس الزاوٌة الزوجٌة           ⃡     ( )   قٌاس قٌاس الزاوٌة الزوجٌة ٌساوي )   9 

 .الزاوٌة المستوٌة العائدة لها وبالعكس(    

 ( )  ( )  ن وبالعكس (افان المستوٌٌن متعامد  9 قٌاس الزاوٌة الزوجٌة ٌساوي  )اذا كان   

 م .هـ .و                                                                                     

 

  



 

149 
 

 المبرهنة التاسعة ونتٌجتها  5-5

  علىتوِ معلوم ٌوجد مستوِ وحٌد عمودي من مستقٌم غٌر عمودي على مس : 9 مبرهنة  

 المستوي المعلوم                

 ( )لمستويا مستقٌم غٌر عمودي على        ⃡     -المعطٌات :

 ( )وعمودي على المستوي              مستوي وحٌد ٌحتوي إٌجاد -: إثباتهالمطلوب 

   معلوم مستوِ على  ي)ٌوجد مستقٌم وحٌد عمود  ( )       ⃡   نرسم   نقطة من  -البرهان :

 .من نقطة لا تنتمً الٌه (          

 متقاطعان         ⃡         ⃡         

 ) لكل مستقٌمٌن متقاطعٌن ٌوجد مستوِ وحٌد ٌحتوٌهما( ٌحتوٌهما ( )وحٌد مثل  و  ٌوجد مست    

          ( )  (  8) مبرهنة  ( ) 

 -ولبرهنة الوحدانٌة :

         ⃡    آخر ٌحوي   مستو    ( ) لٌكن    

 ( )وعمودي على    

   ⃡       ( )  .) بالبرهان (     

   ⃡       ( )  ( 7) نتٌجة مبرهنة     

) ( )  ( ) لكل مستقٌمٌن متقاطعٌن       

 ٌوجد مستوِ وحٌد ٌحتوٌهما(.

     
 

 م .هـ .و                                           

( )  -المعطٌات :  ( )     ⃡       
( ) ( )     ( )                       

     ( )          ⃡     -: إثباتهالمطلوب 
 

 -البرهان :

 لما وجد     ( )        ⃡   ان لم ٌكن           

   وعمودي   ⃡ اكثر من مستوي ٌحوي          

 (9)مبرهنة ( )على           

   ⃡        ( )                        
 م .هـ .و

 .لبرهان هذه النتٌجة  ، اكتب احدها ( أخرىتوجد طرق  ( :تمرٌن للطالب       

اذا كان كل من مستوٌٌن متقاطعٌن عمودٌاً على مستوِ ثالث فان مستقٌم : 9 مبرهنةنتٌجة   

   .تقاطعهما ٌكون عمودٌاً على المستوي الثالث                     
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  :  ( 1مثال 

 فٌه :         الشكل المجاور فً      

  ̅̅ ̅̅  (   )             

  ̅̅ ̅̅         ̅̅ ̅̅          

( جد  قٌاس الزاوٌة الزوجٌة               ̅̅ ̅̅  ( )) 

 -:      فً  المعطٌات :

  ̅̅ ̅̅  (   )                                                      

                                                           

  ̅̅ ̅̅         ̅̅ ̅̅                                    

 قٌاس الزاوٌة الزوجٌة إٌجاد -:إثباتهالمطلوب 

                         ( )      ⃡     ( )  

 -:والبرهان الحل 

̅̅  نرسم   (   )فً المستوي ̅̅       ̅̅ ̅̅ )فً المستوي الواحد ٌوجد مستقٌم   فً نقطة      

 .وحٌد عمودي على مستقٌم اخر من نقطة معلومة (

   ̅̅ ̅̅  (   )  ) معطى (    

    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅  مبرهنة الاعمدة الثلاثة  ( 6) المبرهنة    

(   الزاوٌة الزوجٌة إلىالمستوٌة العائدة الزاوٌة هً        وحٌث ان      ⃡     ( )) 

 )تعرٌف الزاوٌة العائدة(.

   ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅  المحتواة فً المستقٌم العمودي على مستوي ٌكون عمودٌاً على جمٌع المستقٌمات  (  

 مستوي والمارة من أثره (.ال                           

 .  قائم الزاوٌة فً            

    قائم الزاوٌة فً ال       ً ف

       
  ̅̅ ̅̅

  ̅̅ ̅̅
 

 

 
 

  ̅̅ ̅̅

  
 

  ̅̅ ̅̅       

   القائم الزاوٌة فً        فً          

        
 

 
   

           

( ) ٌة الزوجٌةوالزاقٌاس               قٌاس الزاوٌة الزوجٌة ٌساوي  )    ٌساوي   ( )     ⃡     

 م .هـ .و                      .قٌاس الزاوٌة المستوٌة العائدة لها وبالعكس(
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  :  ( 2مثال 

 
̅̅  :مثلثاً ولٌكن      لٌكن         ̅̅  (   )       ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅̅̅          ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅        
̅̅    (  اثبت ان :          ̅̅  (    )         )    ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅ ̅           

  -المعطٌات:

  ̅̅ ̅̅  (   )   ̅̅ ̅̅    ̅̅̅̅    ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅                     
 -: إثباتهالمطلوب 

 )    ̅̅ ̅̅  (   )      )    ̅̅ ̅̅    ̅̅̅̅  
 -البرهان:

   ̅̅̅̅̅  (   )  ) معطى (                 

    (   )  (   )           

 ٌتعامد المستوٌان اذا احتوى :  8)مبرهنة            

(الأخراحدهما على مستقٌم عمودي على                

̅̅   ) معطى ( ̅̅    ̅̅ ̅̅                        

  ̅̅ ̅̅  (   )                  

مستقٌم التقاطع  اذا تعامد مستوٌان فان المستقٌم المرسوم فً احدهما عمودٌاً على :7 )مبرهنة          

 (الأخرٌكون عمودٌاً على المستوي 

   م .هـ .و                               

معطى ( )        ̅̅ ̅̅    ̅̅̅̅                        

و. هـ. م                  2 الثلاثة الأعمدة)نتٌجة مبرهنة  )           ̅̅ ̅̅    ̅̅̅̅                 

                  :  (3مثال 

 ( )وٌقطعان      ⃡   عمودٌان على      ⃡        ⃡   ،   ( )     ⃡   ،   مستوٌان متعامدان ( ) ( )

 . ( )     ⃡   على الترتٌب برهن ان        فً

( ) المعطٌات :            فً  ( )وٌقطعان      ⃡   عمودٌان على      ⃡        ⃡   ،  ( )     ⃡   ،  ( ) 

 .على الترتٌب             

 ( )     ⃡     -: إثباتهالمطلوب 
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  متقاطعٌن ٌوجد مستو   ) لكل مستقٌمٌن    ⃡        ⃡   المستقٌمٌن المتقاطعٌن   مستوي( ) لٌكن  -البرهان  :

 .ٌحتوٌهما ( وحٌد                 

 ) معطى (      ⃡          ⃡        ⃡                  

   ⃡     ( )                

 عمودٌاً على مستوٌهما(  متقاطعٌن من نقطة تقاطعهما ٌكون على مستقٌمٌن  يالمستقٌم العمود)         

) معطى (     ⃡     ( )                          

( )  ( )                

 ( الأخر احتوى احدهما على مستقٌم عمود على ٌتعامد المستوٌان اذا )              

) معطى (  ( )  ( )                         

( )ولما كان              ( )  ) لأنه محتوى فً كلٌهما (      ⃡    

   ⃡     ( )                

 عمودٌاً   عمودٌاً على مستوِ ثالث فان مستقٌم تقاطعهما ٌكوناذا كان كل من مستوٌٌن متقاطعٌن )        

 (على المستوي الثالث        

 م .هـ .و                                                                          
 
 
 
 
 

 



 

153 
 

 
 
 
 

 .. برهن ان مستوي الزاوٌة المستوٌة العائدة لزاوٌة زوجٌة ٌكون عمودٌاً على حرفها1

 .متعامدانمستقٌم مستوٌاً وكان عمودٌاً على مستوِ اخر فان المستوٌٌن  ىبرهن انه اذا واز. 2

 أٌضاً. الأخرعلى احد مستوٌٌن متوازٌٌن ٌكون عموداً على  يالمستوي العمود. برهن ان 3

̅̅  نقاط لٌست فً مستوِ واحد  بحٌث   اربع        . 4 ̅̅    ̅̅ ̅̅  ،    ̅̅       فاذا كانت  ̅̅

̅̅      عائدة الى الزاوٌة الزوجٌة       ̅̅ ̅̅  برهن ان    ̅̅    ̅̅ ̅̅  . 

 ن على مستوٌٌن امستقٌمٌن متقاطعٌن مستوٌاً معلوماُ وكانا  عمودٌ. برهن انه اذا وازى كل من 5

 .مستقٌم تقاطع المستوٌٌن المتقاطعٌن ٌكون عمودٌاً على المستوي المعلوم فان  متقاطعٌن    

̅̅  . دائرة قطرها 6 ̅̅    ،  ̅̅ ̅̅  ن:برهن ا .نقطة تنتمً للدائرة  عمود على مستوٌها ،  

    (   )  (   ) 

 The Orthogonal Projection On A Plane  العمودي على المستوي الإسقاط  5-6

 أساسٌةتعارٌف 

 .يالمستوهو اثر العمود المرسوم من تلك النقطة على مسقط نقطة على مستوِ: 3-5تعرٌف

 

 

 مسقط مجموعة من النقاط على مستوِ: 4-5 تعرٌف

 النقاط فً الفراغ فان مسقطها هو مجموعة كل اثارالاعمدة المرسومة  من مجموعة  لتكن 

 من نقاطه على المستوي

 

 مسقط قطعة مستقٌم غٌر عمودٌة على مستوِ معلوم : 5-5تعرٌف

 هوقطعة المستقٌم المحددة باثري العمودٌن المرسومٌن من نهاٌتً القطعة المستقٌمة على    

 المستوي المعلوم   

( 1-5تمرٌن )
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غٌر عمودي       ⃡   لٌكن ( المجاور 14-5الشكل )فً   

 على
 -ولٌكن : ( ) 

  ̅̅ ̅̅   هو   ( )على    مسقط النقطة      ( ) 

  ̅̅ ̅̅   هو   ( )على    مسقط النقطة      ( ) 

̅̅  مسقط  نذا    ̅̅   هو  ( )على ̅̅ ̅̅ 

 

 

 

 هو المستقٌم غٌر العمودي على المستوي وقاطع لهالمستقٌم المائل على مستوي : 6-5تعرٌف 

 

 هً الزاوٌة المحددة بالمائل ومسقطه على المستويزاوٌة المٌل : 7-5تعرٌف 

     ⃡   لٌكن ( المجاور : 15-5فً الشكل )      

 مستقٌماً 

 : نلٌكو   فً النقطة ،  ( )مائلاً على       

  فً النقطة     ( )     ⃡         

  ( )  حٌث  ( )على      مسقط           

  ( )على هً مسقط نفسها     كذلك       

       ( )  حٌث       

  ̅̅ ̅̅ ̅̅  مسقط          ̅̅    ( )على     

     ان : أي    

    9     (   9  )                            

̅̅  فعندما تكون  ̅̅  ومسقطه هو    بحٌث ان زاوٌة المٌل تساوي  ( )مائلاً على  ̅̅  فان :̅̅

  ̅̅ ̅̅           

           قٌاس زاوٌة المٌل فان :  مساحة المسقط ،    مساحة المنطقة المائلة ،   لتكن        

 -ملاحظة :

̅̅  اذا كان  ̅̅ ̅̅  فان    ( )   ̅̅     ̅̅ ̅̅ 

 جٌب تمام زاوٌة المٌل  طول المائل   طول مسقط قطعة مستقٌم على مستوِ    استنتاج

 مسقط مستوي مائل على مستوي معلوم  8-5عرٌفت

 للزاوٌة الزوجٌة بٌنهما  ةزاوٌة مٌل مستوي على مستوي معلوم هً قٌاس الزاوٌة المستوٌة العائد

 جٌب تمام زاوٌة المٌل   مساحة المنطقة المائلة   منطقة مائلة على مستوِ معلوم  مسقط مساحة

   14-5الشكل 
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     معلوماً فان مسقطً ضلعٌها على المستوي اذا وازي احد ضلعً زاوٌة قائمة مستوٌاً          

 برهن ذلك  .متعامدان         

̅̅   ،    قائمة فً           المعطٌات :  ̅̅ ̅  ( )    

     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  و مسقط ه                      ̅ ̅̅     ،    ( )على ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  هو مسقط     ̅  ( )على  ̅̅

̅̅      : إثباتهالمطلوب  ̅̅ ̅̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   :البرهان 

              ̅̅ ̅̅ ̅̅  هو مسقط ̅̅  ( )على  ̅̅

              ̅̅ ̅̅ ̅̅   هو مسقط ̅̅        معطى         ( )على  ̅̅

   ̅̅ ̅̅̅    ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅  ( ) هوقطعة  ) مسقط قطعة مستقٌم غٌر عمودٌة على مستوِ معلوم      

 المستوي المعلوم( المستقٌم المحددة باثري العمودٌن المرسومٌن من نهاٌتً القطعة المستقٌمة على 

     ̅̅ ̅̅ ̅       ̅̅ ̅̅̅     ،       ̅̅ ̅̅ ̅       ̅̅ ̅̅  )المستقٌمان العمودان على مستوي واحد متوازٌان (  ̅

̅̅   بالمستقٌمٌن المتوازٌٌن   ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ )لكل مستقٌمٌن متوازٌٌن ٌوجد     ( )نعٌن المستوي   ̅

̅̅    بالمستقٌمٌن المتوازٌٌن   ̅̅ ̅    ̅̅  وحٌد ٌحتوٌهما (مستوي        ( )نعٌن المستوي  ̅̅̅

̅̅   لكن  ̅̅  ) معطى (  ( )  ̅

( )  ( )      ̅̅ ̅̅  ) ٌتقاطع المستوٌان بخط مستقٌم (  ̅̅
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   ̅̅ ̅̅    وازي مستقٌم مستوٌاً معلوماً فانه ٌوازي جمٌع المستقٌمات الناتجة ) اذا                      ̅

 ( التً تحوي المستقٌم  والمستوٌاتهذا المستوي  ن تقاطعم                                  

̅̅  كذلك           ̅̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅  المستقٌم العمودي على مستوي ٌكون عمودٌاً على جمٌع المستقٌمات )  

  .(المستوي والمارة من أثره  المحتواة فً                               

   ̅̅ ̅̅̅     ̅̅ ̅̅            ) فً المستوي الواحد المستقٌم العمود على احد مستقٌمٌن متوازٌٌن ٌكون   ̅

   مودٌاً على الاخر(ع                   

̅̅  لكن    ̅̅    ̅̅ ̅̅  معطى (   9        ) لأن   

   ̅̅ ̅̅  )المستقٌم العمودي على مستقٌمٌن متقاطعٌن من نقطة تقاطعهما ٌكون عمودٌاً  ( ) 

 على مستوٌهما (                     

     ̅̅ ̅̅ ̅̅  ( )  .(لى الاخرع)المستوي العمودي على احد مستقٌمٌن متوازٌٌن ٌكون عمودٌاً   

     ̅̅ ̅̅ ̅̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅   المستقٌم العمودي على مستوي ٌكون عمودٌاً على جمٌع المستقٌمات)  

  .( لمحتواة فً المستوي والمارة من أثرها                          

 م .هـ .و                                                                                 

̅̅   مثلث ،     :  ( 5مثال  ̅̅ ̅ المثلث مستوي  الزاوٌة الزوجٌة بٌن ،( )   

̅̅     فاذا كان:   6  قٌاسها  ( )والمستوي       ̅̅ ̅     ̅̅ ̅̅̅              ̅̅ ̅̅ ̅        

.ثم جد مساحة هذا المسقط   ( )المستوي  على (   )وي المثلث ــــ، جد مسقط مست
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̅̅    وفٌه :    المثلث    المعطٌات : ̅̅ ̅  ( )  ،           [(   )     ⃡     ( )]  6   

        ̅̅ ̅̅ ̅     ̅̅ ̅̅̅            ̅̅ ̅̅ ̅          

 ومساحة هذا المسقط    ( ) المستوي على     مسقط  إٌجاد   : إثباتهالمطلوب 

̅̅  نرسم  الحل والبرهان : ̅̅  ) ٌمكن رسم مستقٌم عمودي على مستوي من قطة نمن  ( )عمودٌاً على   

 نقطة معلومة( .                      

   ̅̅ ̅̅̅ ̅̅  مسقط               ̅̅  ،   ( )على ̅̅ ̅̅ ̅̅  مسقط     ̅̅  ،   ( )على ̅̅ ̅̅  نفسه مسقط    

 )مسقط قطعة  مستقٌم على مستوِ معلوم هو القطعة المحددة باثري العمودٌن  ( )على         

 .المرسومٌن على المستوي من طرفً القطعة المستقٌمة (                      

 . ( )على     هو مسقط         

̅̅  نرسم    (   )فً  ̅̅     ̅̅ ̅̅     فً النقطة   

 عمود على مستقٌم  اخرمن نقطة معلومة ( )فً المستوي الواحد ٌمكن رسم مستقٌم

̅̅   وبما ان  ̅̅ ̅     ̅̅ ̅̅̅  ) معطى (              

    ̅̅ ̅̅̅     ̅̅ ̅̅ ̅                                 ٌنصفها(.)العمود النازل من راس مثلث متساوي الساقٌن على القاعدة          

    ̅̅ ̅̅ ̅     ̅̅ ̅̅ ̅  .)نتٌجة مبرهنة الاعمدة الثلاثة (    

̅̅  هً الزاوٌة المستوٌة العائدة للزاوٌة الزوجٌةالتً حرفها             )تعرٌف الزاوٌة الزوجٌة(̅̅

̅̅   لكن قٌاس الزاوٌة الزوجٌة التً حرفها   .) معطى (   6ٌساوي  ̅̅

 :  القائم فً       فً 

   ̅̅ ̅̅ ̅  √ 69     √         

   :  القائم فً       فً 

   6   
   ̅̅ ̅̅ ̅

   ̅̅ ̅̅ ̅
 

 

 
 

   ̅̅ ̅̅ ̅

  
    ̅̅ ̅̅ ̅  6   

 1 و. هـ. م

   فهً :     مساحة المثلث  أما 

                
 

 
    6  2 و. هـ. م                                                

 

 

 

 

 فان اٌجاده ٌتم كما ٌأتً :    : لوكان المطلوب فقط مساحة المسقط  ملاحظة

مساحة المثلث              6   
 

 
(     )  
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 معلوماً ٌساوي طول مسقطه على المستوي  مستوٌاً برهن ان طول قطعة المستقٌم الذي ٌوازي  .1

 المعلوم وٌوازٌه.    

 .الأخر. برهن انه اذا قطع مستوٌان متوازٌان بمستقٌم فان مٌله على احدهما ٌساوي مٌله على 2

 .المٌل نفسه . برهن ان للمستقٌمات  المتوازٌة المائلة على مستوِ 3

 أطولهما  مستوِ معلوم  فأن إلى. برهن انه اذا رسم مائلان مختلفان فً الطول من نقطة لا تنتمً 4

 .تكون زاوٌة مٌله على المستوي أصغر من زاوٌة مٌل الآخر علٌه    

 .الأطولمستوِ فان اصغرهما مٌلاً هو  إلى ًلا تنتم. برهن انه اذا رسم مائلان من نقطة ما 5

 المٌل بٌن المستقٌم ومسقطه على مستوِ أصغر من الزاوٌة المحصورة بٌن . برهن ان زاوٌة 6

 ر مرسوم من موقعه ضمن ذلك المستوي .المستقٌم نفسه واي  مستقٌم اخ    

 

 

 

 

 

 

 

 

( 2-5تمرٌن )
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 السادسالفصل 

  Probability Theory نظرية الاحتمال

 السلوكية: الأهداف

 -ان: الفصل ان ٌكون قادراً على هذا ٌنبغً للطالب فً نهاٌة 

 .لاحتمالاوالمصطلحات المستخدمة فً موضوع  الأساسٌةٌتعرف على التعارٌف  .1

 . ـــــقٌتعرف على كٌفٌة احتساب طرق وقوع الأحداث باستخدام التبادٌل والتوافٌ .2
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 حدوثها.ترتٌب  أو وقوعها   
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 السادسالفصل 

  Probability Theoryنظرية الاحتمال   

  Definitions & Notations  تعاريف ومصطلحات  6-1
  The concept of probabilityمفهوم الاحتمال تعريف   6-1

 احد فروع الرٌاضٌات المختصة بتحلٌل الاحتمال الى مفهوم ٌشٌر   
اي ان  اداة القٌاس امكانٌة وقوع حدث ما او الحوادث العشوائٌة فهو ٌقٌس

كثٌراً ما تستخدم كلمة )احتمال( فً حٌاتنا الٌومٌة فعندما تقول انه و ٌةعدد قٌمةله 

من المحتمل ان ٌهطل المطر بعد قلٌل فذلك ٌعنً ان هناك احتمال لهطول المطر بعد 
فترة وجٌزة من الزمن على ضوء تقلبات معٌنة فً الطقس. كذلك عندما ٌقول طبٌب 

فان ذلك       جاح العملٌة الجراحٌة هو بالجراحة لذوي المرٌض ان احتمال ن
 خبرة هذا الطبٌب وظروف المرٌض. إلىمستند 

   Random Experiment التجربة العشوائية   تعريف  6-2  

 تحدٌد هذه النتائج مسبقاً  ٌمكنولكن لا ٌمكن معرفة نتائجها قبل اجرائها هً عملٌة معٌنة 
 -على الرغم من انها معرفة بشروط معٌنة معلومة، ومن أمثلة ذلك:  الابعد اجرائها

 مباراة كرة قدم بٌن فرٌقٌن مختلفٌن. .1
 إلقاء قطعة من النقود المعدنٌة مرة واحدة.  .2
 إلقاء حجر النرد )الزار( مرة واحدة.  .3
 إلقاء قطعتٌن من النقود المعدنٌة معاً.  .4
 النرد معاً. أحجارإلقاء حجرٌن من   .5

   Sample Space   فضاء العيّنةريف تع  6-3 
هً مجموعة عناصرها جمٌع النواتج الممكنة الحدوث فً التجربة العشوائٌة، وٌرمز له 

 .( ) كما ٌرمز لعدد العناصر بالرمز   بالرمز 

 -فً تجربة إلقاء قطعة النقود المعدنٌة مرة واحدة، فأن:  (:1مثال 

  *   +  
 ( )    

ظهور الوجه الذي  إلىترمز    ترمز الى ظهور الوجه الذي ٌحمل الصورة،  حٌث  
 .ٌحمل الكتابة

 (                     )ملاحظة:                                    

ٌّنة هو  (:2مثال   :فً تجربة  إلقاء حجر النرد مرة واحدة ، فأن فضاء الع

  *            +  

 ( )    
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  Event الحدث  تعريف 6-4

هً مجموعة عناصرها بعض النواتج الممكنة الحدوث فً التجربة العشوائٌة، أي انها مجموعة 
نة، وٌرمز له بالرمز  ٌَ  ،وانواعها: جزئٌة من فضاء الع

 (impossible and sure Event) .الاحداث المستحيلة والمؤكدة1

وهو  ان ٌحدث وهو الحدث المؤلف من المجموعة الخالٌة الحدث المستحٌل :هوالحدث الذي لاٌمكن
 .على احد اوجه النرد 7ظهور الرقم

عناصرها  هً احد Aالتجربة  الحدث  الحدث المؤكد: هو الحدث المتوقع حدوثه اي اذا كانت نتٌجة
 .Aالحدث 

 Event (simple and compound) .الاحداث البسيطة والمركبة2

الحدث الذي ٌتكون من عنصر واحد من عناصر فضاء  :هوSimple Event))الحدث البسٌط
 العٌنة.

:ٌتكون من احداث متعددة تحدث فً وقت واحد اوعلى (Compound Event )الحدث المركب
 توالً مثل رمً حجر النرد.

ٌّنة هو:  فأن واحدة،حجر النرد مرة  تجربة إلقاءفً  (:3مثال   -فضاء الع

 
ولو قلنا انه فً تجربة إلقاء حجر النرد مرة واحدة حدث ان ظهر عدد زوجً من النقاط السود على 

 -: الأتٌةالوجه الاعلى بعد استقرار حجر النرد على سطح المنضدة فان هذا الحدث ٌعبّر عنه بالصٌغة 
  *     +      

 :لاحظ انه ٌمكننا وصف أكثر من حدث فً هذه التجربة العشوائٌة فمثلاً 
 على بعد استقرار حجر النرد الأعلىالوجه  السود علىمن النقاط  فردير عدد وظهحدث  .1

 -: الأتٌةٌعبّر عنه بالصٌغة و سطح المنضدة
  *     +      

على بعد استقرار حجر النرد  الأعلىالوجه  السود علىمن النقاط  أولًحدث ظهور عدد  .2
 -: الأتٌةسطح المنضدة وٌعبّر عنه بالصٌغة 

  *     +      
بعد استقرار  الأعلىعلى الوجه  النقاط السود من 3ٌقبل القسمة على حدث ظهور عدد  .3

 :الأتٌةحجر النرد على سطح المنضدة وٌعبّر عنه بالصٌغة 
  *   +      

بعد استقرار  الأعلىالوجه  السود علىمن النقاط    حدث ظهور عدد ٌقبل القسمة على  .4
 -: الأتٌةحجر النرد على سطح المنضدة وٌعبّر عنه بالصٌغة 

  * +      
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  Trials & Simple events   والحوادث البسيطة المحاولات تعريف5-6

وان هناك عدد ممكن لهذه  لها.افرض ان هناك تجربة ٌمكن تكرارها تحت نفس الظروف المحددة 

 (Trial)التجربة وان هذه التجربة سوف تنتهً بإحدى هذه النتائج عندئذ تسمى هذه التجربة محاولة 

 (.events)لهذه التجربة تسمى حوادث  والنتائج الممكنة

الذي سٌظهر نحو الأعلى بعد استقرار  وملاحظة الوجهرمً قطعة نقود  عند (:4مثال 

كتابة وعلٌه فان رمً قطعة مرة واحدة  أوالقطعة واضح ان النتائج الممكنة لهذه التجربة هً صورة 

  (.بسٌطة )حادثةالتً تظهر تسمى  والنتٌجة )محاولة(تسمى 

واضح ان  الدم.عند فحص قطرة دم شخص لأول مرة لغرض تحدٌد صنف  (:5مثال 

عملٌة الفحص لدم هذا  وعلٌه ان            لممكنة لعملٌة الفحص هً الأصنافالنتائج ا

 (.نتٌجة للاختبار تسمى )حادثة بسٌطة وإن أي )محاولة(الشخص تسمى 

    (Equally Likely events) المتساويةذات الفرص  الحوادث  6-6 تعريف
على  أخرىلم ٌكن هناك تفضٌل نتٌجة على  إذاٌقال ان النتائج الممكنة لمحاولة تمتلك فرصاً متساوٌة 

الكتابة لهما نفس الفرصة للظهور  أوسبٌل المثال عند رمً قطعة النقود عشوائٌاً فان ظهور الصورة 

  .الظهوركذلك عند فحص قطرة دم شخص لأول مرة فان لكل صنف نفس الفرصة فً 
 (Mutually exclusive events) )المتناقضة(المتنافية  الحوادث   6-7 تعريف

هً الحوادث التً تمتاز بان وقوع أحداهما ٌمنع وقوع أي من الحوادث الأخرى لنفس المحاولة أي 

أكثر فً آن واحد لنفس المحاولة على سبٌل المثال لا ٌمكن عند  أوالذي نعنٌه لا ٌمكن وقوع حادثتٌن 

 واحد.آن  والكتابة فًرمً قطعة نقود ظهور الصورة 

 :فً تجربة  إلقاء حجر النرد مرة واحدة  (:6مثال 

 صف الاحداث الاتية  أولاً (

 وجً    ز( ظهورعدد 3   ( ظهور عدد فردي2   ( ظهور عدد أولً 1 

 .المتنافية الوارد ذكرها في أولاً  الأحداثحدد   ثانياً(

 :أولاً(  :الحل 

 )    *     + 

 )    *     + 

 )    *     + 
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 ن فً أولاً هما :اان الحدثٌن المتنافٌ :ثانٌاً( 
     *     +    *     +  

 :لأن    
          

 :بٌنما           
      *   +      
      *  +      

 وصفراء  اختٌار وردتٌن عشوائٌاً من مزهرٌة فٌها ورود حمراءفً تجربة  (:7مثال 

 وبٌضاء اللون                              
 .صف فضاء العٌّنة (1                   
    كون الوردتٌن المسحوبتٌن من لون واحدصف حدث  (2                   

 كون الوردتٌن مختلفتٌن باللون ( صف حدث                    3
  :الحل

 )        {
 كلاهما صفراء، كلاهما بٌضاء ،كلاهما حمراء

بٌضاءوصفراء،حمراءوبٌضاء،حمراءوصفراء، 
} 

 {كلاهما صفراء، كلاهما بٌضاء ،كلاهما حمراء}       ( 

 {بٌضاءوصفراء،حمراءوبٌضاء،حمراءوصفراء}       ( 

 .( لكون تقاطعهما مجموعة خالٌةمنفصلان(هما حدثان متنافٌان      ومن الواضح ان الحدثٌن       

 لمشاركة لمنهم  ةثلاث اختٌارٌراد  .صف فٌه طلاب من سورٌا ومصر والجزائر : (8مثال 

 :فً  مهرجان رٌاضً ، صف ما ٌأتً                            
  الحدث ) الطلاب المختارون من نفس البلد ( (1
       (الأقلالحدث ) اختٌار طالب مصري واحد على  (2
  ( الأكثرالحدث ) اختٌار طالب سوري واحد على  (3
  طلاب من نفس البلد( أربعةالحدث ) اختٌار  (4

   { الثلاثة جزائرٌون ، الثلاثة مصرٌون ، الثلاثة سورٌون}     (1  :الحل        

2)   {
،جزائري وسوري ومصري ، جزائرٌان  ومصري ،سورٌان ومصري

الثلاثة   مصرٌون،  مصرٌان  وسوري ، مصرٌان وجزائري 
} 

3 )   {
 جزائري  وسوري ومصري ، مصرٌان وسوري ، جزائرٌان وسوري

الثلاثة،  جزائرٌون رٌانئجزا ومصري  ،   الثلاثة  مصرٌون  مصرٌان وجزائري ، 
} 

 . ان المجموعة التً تمثله مجموعة خالٌة  أي( هذا الحدث مستحٌل 4

 

 



 

164 
 

أذا كانت التجربة العشوائٌة مكونة من تجربتٌن فرعٌتٌن متتالٌتٌن وكان فضاء  ملاحظة :
ٌّنة   :فأن    وللثانٌة      الأولىالفرعٌة  للتجربة  الع

ٌّنة 1  .  و      للتجربة المركبة ٌساوي حاصل الضرب الدٌكارتً لـ    ( فضاء الع

2 )                               ( )   (  )   (  ) 

ٌّنة .فً تجربة  إلقاء حجر نرد ثم قطعة نقود معدنٌة (:9مثال     لتجربة تذّكر ان فضاء الع

(  ) وأن:     +           *   النرد هو إلقاء حجر                            ، كما ان      

ٌّنة                               +   *   هو العملة النقدٌة المعدنٌة  لتجربة إلقاء فضاء الع
(  )  :وأن                                 

ٌّنة  للتجربة المركبة هو                       :وعلٌه ٌكون فضاء الع

  {
 (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )

 (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )
}                  

ٌّنة ،                عدد عناصره فهو : أماوهو فعلاً حاصل الضرب الدٌكارتً لفضائً الع
 
 
 

 
 
 

ٌّنة وحدد عدد عناصره لكل من التجارب العشوائٌة 1  : الأتٌة. صف فضاء الع
     a )عملتٌن نقدٌتٌن معدنٌتٌن معاً  تجربة إلقاء. 

b      )حجري نرد معاً  تجربة إلقاء. 
c      )ثانٌة.عملة نقدٌة معدنٌة ثم حجر نرد ثم عملة نقدٌة  تجربة إلقاء 

     d)  ًومجلات.اختٌار قطعتٌن من مكتبة تحتوي صحفاً وكتبا 
  e    ونساء.( اختٌار ثلاثة أشخاص من غرفة ٌقطنها رجال 

 ثلاث قطع نقدٌة معدنٌة مرة واحدة ، صف  القٌنا.  2

   a ٌّنة وحدد عدد  عناصره.( فضاء الع

   bصورة(ووجه واحد  )وجهان كتابةحدث ( ال  

   c كتابة( الأقلواحد على  )وجه( الحدث 

d    كتابة( الأكثرواحد على  )وجه( الحدث 

   e كتابة(أوجه  أربعة)( الحدث 

  :. فً تجربة  إلقاء حجري نرد معاً 3

aٌّنة وحدد   .عناصرهعدد  (  أكتب فضاء الع

( 1-6تمرٌن )
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b على الوجهٌن العلوٌٌن للحجرٌن بعد استقرارهما  8مجموعهما  نظهور عددٌ( صف حدث 

 لمنضدة.اعلى سطح     

c صف الحدث الذي ٌكون فٌه العدد على احد الوجهٌن العلوٌٌن ضعف العدد على الوجه ) 

 .الأخرالعلوي     

d متساوٌٌن.( صف الحدث الذي ٌكون فٌه العددان على الوجهٌن العلوٌٌن للحجرٌن 

 :عة نقود معدنٌة وحجر نرد معاً ، صف . فً تجربة إلقاء قط4

aٌّنة وحدد عدد عناصره  ( فضاء الع

b صورة وعدد أولً(.  )ظهور( الحدث 

c كتابة وعدد زوجً(. )ظهور( الحدث 

d صورة وعدد فردي(. )ظهور( الحدث 

 باستخدام التباديل والتوافيق الأحداثطرق وقوع  عدد إيجاد 2-6 

 الأساسًوتعرفنا على مبدأ العد ( Counting Methods) كنّا قد درسنا فً الصف الثانً طرائق العد 

(Fundamental Counting Principle)  الأتٌة الأولٌةالذي تتضمنه العبارة : 

 

 

 

 من خلال (Factorial of Integer Number) كما تعرفنا على مفهوم مضروب العدد الصحٌح 

 :التعرٌف الاتً 

 تعريف : مضروب العدد الصحيح :

 )       (   ) (   )                          

   )          

   )          

          

 عبارة أولية :
بعدد من  الأولىالعملٌة  إجراء بالإمكانالاختٌارات ( وكان  أو( من العملٌات )Kأذا كان لدٌنا عدد )

(  ، وكان  العملٌة الثانٌة  بعدد من الطرق مقداره )  إجراء بالإمكان، وكان   ( الطرق مقداره ) 

عملٌة لا  أي إجراءبحٌث ان  ( ، ( بعدد من الطرق مقداره ) Kالعملٌة من الرتبة ) إجراء بالإمكان

كل تلك العملٌات  إجراءفان عدد الطرق التً ٌمكن  الأخرىمن العملٌات  أي إجراءٌؤثر على 

        مجتمعة  ٌساوي 
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 :ملاحظة     

     (   )  

 :وكما ٌأتً  (Permutation)تناولنا بالتفصٌل مفهوم التبادٌل  أنناكما       

 التباديل :تعريف 

 :    بحٌث             لٌكن

  
    (   )  {

                                                                       
  (   ) (   ) (     )                     
                                                                          

  

   ملاحظة :            
    (   )  

   

(   ) 
          

 :وكما ٌأتً (Combination)وكذلك كنّا قد تناولنا مفهوم التوافٌق         
 

 :تعريف التوافيق 
 :    بحٌث             لٌكن

  
    (   )  ( 

 
)  {

 (   )

  
                        

                            
                                  

 

 
         

  :ملاحظات   
 

 

 

 

   

       
 :حول ما سبق  الأمثلةولكً ننشط لك ذاكرتك عزٌزي الطالب سوف نتناول بعض  

   أشخاص حول مائدة مستدٌرة بحٌث ٌجلس 6بكم طرٌقة ٌمكن ترتٌب جلوس  (:11مثال 

 دوماً ؟ الأخرشخصان  محددان الواحد بجوار                            
 نطلب من الشخصٌن المطلوب جلوسهما متجاورٌن دائماً الجلوس على أي كرسٌٌن حول  :الحل 

 :لأن  الأخرٌمٌن  إلىالمائدة  المستدٌرة وذلك ٌتم بطرٌقتٌن تبعاً لمن ٌجلس         

 )  (   )    
  

(   )    

 )  (   )   (     )
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 :طرٌقة لأن 24المتبقٌن فانه ٌمكن ترتٌب جلوسهم بـ  الأربعة الأشخاصأما          

               
 :وبذلك تكون عدد الطرق الكلٌة للجلوس هً       

      8 طرٌقة     

 نـــــة أسئلة مــــفً أحد الامتحانات توجب على الطالب ان ٌجٌب على ثمانٌ(: 11مثال 

 :أسئلةأصل عشرة                    

 التً سٌجٌب عنها ؟ الأسئلة اختٌار( بكم طرٌقة ٌمكن للطالب 1          

 الثلاثة الأسئلةالتً سٌجٌب عنها ان كانت  الأسئلة اختٌار( بكم طرٌقة ٌمكن للطالب 2          

 إجبارٌة ؟ الأولى                      

 عن  الإجابةالتً سٌجٌب عنها اذا اشترط  الأسئلة اختٌار( بكم طرٌقة ٌمكن للطالب 3          

 ؟            الأولىالخمسة  الأسئلةأسئلة من   أربعة                     

 ان  شترط مثلاً ٌفً البداٌة لا بد من التذكٌر ان الترتٌب فً مثالنا هذا غٌر مهم ) إذ لا    :الحل  

 .( الأسئلةبالتسلسل الذي وردت فٌه فً ورقة  الأسئلةٌقوم الطالب بحل            

     )   
   

 (   8)

8 
 
     8           

8               
 

                                       
    

 
 طرٌقة     

 الطالب اختٌار  بإمكانإجبارٌة فهذا ٌعنً ان  الأولىالثلاثة  الأسئلةوعندما تكون                    

 السبعة الباقٌة ، أيالاسئلة  من  خمسة أسئلة                   

     )   
   

 (   )

  
 
         

          
 
    

 
 طرٌقة    

 ةالخمس الأسئلةمن من  أسئلة أربعة( من المثال فان اختٌار أما الشرط الوارد بالفرع )

   بـم ٌت لأولىا
رها من اعنها ٌتم اختٌ للإجابةطرٌقة ، والاسئلة الاربعة المتبقٌة    

  وذلك ٌتم بـ  الأخٌرةالخمسة  الأسئلة
    طرٌقة ، ولذلك ٌكون عدد الطرق الكلٌة هو:   

  
     

 طرٌقة          
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 وبالترتيب وبدونه الإرجاع الإرجاع وبدونطرق سحب عينة من مجتمع مع  عدد 3-6 

     ان المقصود بـ  .(إرجاعبدون  السحب)و (بالإرجاع السحبمفهومً ) إلىلا بد لنا من التطرق 

ٌّنة بالإرجاع)السحب  ٌّنة ٌتم سحبها من المجتمع تعاد الٌه قبل الشروع بسحب ع ( هو أن كل ع

لمجتمع ٌبقى ثابتاً فً جمٌع الأحوال. أما )السحب بدون إرجاع ( ا وبالتالً فان عدد عناصر ،أخرى

ٌّنة ٌتم سحبها من المجتمع لاتعاد مرة أخرى إلى المجموعة الأصلٌة قبل إجراء  فٌقصد به  ان كل ع

وبالتالً  فأن عدد عناصر المجتمع ٌتناقص بعد إجراء كل سحبة بمقدار العدد  ، السحبة التالٌة

    المسحوب منه.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 أحسب عدد طرق سحب كرتٌن  7إلى  1كرات مرقمة من  7وعاء ٌحتوي  (:12مثال 

 كرتٌن )دون إرجاع ودون ترتٌب(. كرات ثم 3ثم                            
 وعند  7لحل : لاحظ ان السحب دون إرجاع أي ان عدد عناصر المجتمع عند أول سحبة كان ا

 ســــــوى  ٌتبقى فلامنها بدون إرجاع أٌضا  3كرات ٌراد سحب  5السحبة الثانٌة تبقى          
 كرتٌن ٌراد سحبهما أٌضا. وعلٌه فان عدد الطرق هو :         

                                     
    

    
  طرٌقة        

 ملاحظة مهمة :

 إن لم تذكر طرٌقة السحب فً السؤال فٌعتبر السحب دون إرجاع ودون ترتٌب 
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  بالإمكانطلاب ان كان  11جوائز مختلفة بٌن 3بكم طرٌقة ٌمكن توزٌع  (:13مثال 

 ( ؟ والإرجاعان ٌفوز بها  جمٌعاّ طالب واحد ) السحب مع الترتٌب                        

                      طرٌقة                           :الحل             

  ٌكن ممكناً طلاب ان لم  11جوائز مختلفة بٌن 3بكم طرٌقة ٌمكن توزٌع (: 14مثال 

  ( ؟ إرجاعان ٌفوز بها جمٌعاّ طالب واحد ) السحب مع الترتٌب وبدون                     

                       :الحل            
    

        8    طرٌقة       

  ــةحروف من حروف اللغ  بكم طرٌقة ٌمكن تكوٌن  شفرة رمزٌة ذات (: 15مثال 

  ( ؟ والإرجاعالعربٌة ان كان التكرار مسموح  به ) السحب مع الترتٌب                      
 لذلك تكون عدد طرق السحب كالاتً: 8 عدد حروف اللغة العربٌة هو بما ان      :الحل        

طرٌقة             8      

 بكم طرٌقة ٌمكن اختٌار رواٌة واحدة ومجلة واحدة وجرٌدة واحدة من مكتبة  (:16مثال 

 جرائد ؟ 8مجلات و  رواٌة و    تحتوي                             
 حٌث انه لم تذكر طرٌقة السحب فً السؤال فٌعتبر السحب دون إرجاع ودون ترتٌب  :الحل          

  
     

    
        8 طرٌقة      8    

                                                                                                                                       3الاصغر أطفال بحٌث ٌتلقى الطفل  ألعاب على   بكم طرٌقة ٌمكن توزٌع  (:17مثال 

 ألعاب ولكل طفل آخر لعبتان فقط ؟                            
 بــــحٌث انه لم تذكر طرٌقة السحب فً السؤال فٌعتبر السحب دون إرجاع ودون ترتٌ :الحل         

  
    

    
    

طرٌقة              

  11 الى1ورقات مرقمة من  11ن بصورة عشوائٌة من بٌن ٌسحبت ورقت(: 18مثال 

 :طرق ظهور مجموع فردي فً الحالتٌن الاتٌتٌن   جد عدد                      
   (a  والإرجاعالسحب مع الترتٌب . 
           b )الإرجاع.مع  ترتٌب لكن بدون السحب 

 أرقام زوجٌة وان المجموع الفردي ٌمكن الحصول   أرقام فردٌة و  ( حٌث انه توجد a :الحل     
 زوجً لذلك ٌمكن حساب عدد طرق  والأخرجمع رقمٌن احدهما فردي  علٌه فقط من                

       اي  والإرجاعلكون السحب مع الترتٌب     باستخدام القانون  وقوع ال                
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         b   ٌمكن حساب عدد طرق الوقوع باستخدام القانون )  
  بدون ترتٌبلكون السحب       

 : أي الإرجاعمع لكن                

  
        

        
    

         
       لاحظ ان النتٌجة واحدة فً كلا الحالتٌن بسبب كون سحب لورقة واحدة فقط من كل من مجموعتً     

 الاوراق )الفردٌة والزوجٌة( وبذلك لا ٌصبح هنالك أي معنى للترتٌب والارجاع.
 
 

 
 

 

   سٌدات ٌراد تألٌف لجنة خماسٌة  6رجال و  8. من مجموعة 1

a الكلٌة( ؟عدد الطرق  أي)( بكم طرٌقة ٌتم ذلك 

b رجال فقط ؟ 3( بكم طرٌقة ٌمكن ان تحتوي اللجنة على 

c ٌكون أعضاء اللجنة من جنس واحد ؟( بكم طرٌقة ٌمكن ان 

d ؟ الأقلرجال على  3( بكم طرٌقة ٌمكن ان تحتوي اللجنة 

e ؟ الأكثررجال على  3( بكم طرٌقة ٌمكن ان تحتوي اللجنة على 

f نساء ؟ 2 الأقلرجال وعلى  2 الأقل( بكم طرٌقة ٌمكن ان تحتوي اللجنة على 

   بذور 5بذور زهورها حمراء اللون و  11كٌس ٌحتوي عشوائٌاً لنبات مزهر من ٌن بذرت اختٌرت. 2

 : الأتٌة الأحداثزهورها بٌضاء اللون ،  جد عدد طرق وقوع     

a  .ان تكون البذرتان تعطً زهوراً بٌضاء اللون ) 

b   تعطً زهوراً بٌضاء اللون. والأخرى( ان تكون إحداهما تعطً زهوراً حمراء اللون 

c   واحد.( ان تكون البذرتان تعطً زهوراً من لون 

 : الأتٌة الأحداثجد عدد طرق وقوع 51إلى1ورقة مرقمة من 51. سحبت ورقة عشوائٌاً من بٌن 3

a 5( ظهور عدد ٌقبل القسمة على 

b 7( ظهور عدد ٌقبل القسمة على 

c فً الوقت ذاته  7و  5( ظهور عدد ٌقبل القسمة على 

d 2الرقم ( ظهور عدد آحاده 

e أولً( ظهور عدد 

 دد ــــجد ع .الأخرالطلبة فً صف دراسً بشكل عشوائً لأجراء اختبار تنافسً واحداً تلو  اختٌر. 4

  أنثىلجنة الاختبار متعاقباً ) ذكر ثم  إلىالطرق التً ٌمكن الاختٌار بموجبها لٌكون دخول الطلاب     

 : الأتٌةفً الحالات  (بالعكس أو    

   a طالبات. 3طلاب و  4( الصف فٌه 

   b طالبات. 3طلاب و 3( الصف فٌه 

 

 

 

( 2-6تمرٌن )
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 (Probability ratio)الاحتمال  نسبة 4-6 

ٌّنة أذا كان عدد طرق وقوع حدث ما ولٌكن من مجموع عدد الطرق الكلٌة    هو     فً تجربة مع

 :ٌعبر عنه كالاتً  ( )   وٌرمز له بالرمز    وقوع الحدث احتمالفأن     للتجربة والتً عددها 

 ( )  
 

 
 

 .فً تجربة رمً حجر النرد أولًجد نسبة احتمال ظهور عدد زوجً  (:19مثال 

  :الحل         

ٌّنة لهذه التجربة هو          فتًهو العدد الوحٌد الذي له ص  ، وان العدد   ان عدد عناصر فضاء الع

 وبذلك تكون :          وهكذا تكون : (وأولً)زوجً          

 ( )  
 

 
 
 

 
 

 الحدثان المستقلان   6-5 تعريف

اللذان ٌقعان معاً أو بالتتابع فً تجربة عشوائٌة دون ان ٌؤثر وقوع         هما الحدثان    

(     )   : الأتٌةوٌحققان العلاقة  الأخراحتمال وقوع  أحدهما على   (  )  (  ) 

 نسبة الاحتمال  قوانين 1-4-6 
ٌّنة لها هو       لٌكن كل من  :فأن    حدثٌن مختلفٌن فً تجربة عشوائٌة فضاء الع

1 )   ( )  حٌث:    
( )   فان       حدثاً مستحٌلاً أي    ( عندما ٌكون         
( ) فان         حدثاً مؤكداً أي     ( عندما ٌكون       

 .الحقٌقٌة الأعدادضمن مجموعة  -   ,أي ان نسبة الاحتمال لأي حدث تنتمً للفترة المغلقة 
 -مستقلٌن فأن: حدثٌن       ( أذا كان كل من2

 (   )   ( )  ( ) 
(   )  ٌكون:       ( لكل حدثٌن3   ( )   ( )   (   ) 
 -)متنافٌٌن( فأن: حدثٌن منفصلٌن       ( أذا كان كل من4

 (   )   ( )   ( ) 
(   )            :لأنوذلك             (   )      

 -فان:    هو الحدث المتمم للحدث     كان إذا( 5
 ( )   (  )    

 
 

بٌنما تعنً اداة       العطف )أو( عملٌة الاتحاد أداةفً موضوع نسبة الاحتمال تعنً   ملاحظة:

  العطف )و( عملٌة التقاطع 
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     %الفضاء هً إلىاذا كانت نسبة احتمال نجاح تجربة اطلاق قمر صناعً  (:21مثال 

 ؟ التجربةفشل  نسبة احتمال فما                           
ٌّنة لهذه التجربة هو  الحل:               }النجاح{و }الفشل {نٌالحدثوحٌث ان  }الفشل ، النجاح :{فضاء الع

 لذلك ٌكون : حدثان متتامان                

  ( )   (  )    

       (  )    

 (  )               

   %فشل التجربة هو  احتمال ان نسبة أي                 

  احتمال فوز قاذا كان  مشتركة فً سباق سٌارات C, B, Aثلاث سٌارات  (:21مثال 

 السٌــارةفوز احتمال ن وكا( B( هو ضعف احتمال فوز السٌارة )Aالسٌارة )                  
                  (B( هو ضعف احتمال فوز السٌارة )Cفما هو احتمال فوزكل )  من السٌارات 
 ؟الثلاث                   

  بالمسابقة هً   السٌارة نفرض نسبة احتمال فوز   :الحل             

   بالمسابقة هً   فوز السٌارة فتكون نسبة احتمال                       

   بالمسابقة هً   السٌارة وتكون نسبة احتمال فوز                      

( ) :وبما ان                                                

                                                     

                                                              

   لمسابقة        با   السٌارة    نسبة احتمال فوز                      
 

 
 

    بالمسابقة           نسبة احتمال فوز  السٌارة                        
 

 
  

    بالمسابقة          نسبة احتمال فوز  السٌارة                        
 

 
 

 معهورالعدد فً الرمٌة الواحدة متناسباً ــــظ احتمالصنع حجر نرد لٌكون  (:22مثال 

 .(3لعدد اظهور احتمالمثلاً ضعف  6ظهورالعدد  احتمالان  )أي العدد نفسه                   

                        a ٌّنة وجد  فٌه.حدوث كل عنصر  احتمال( صف فضاء الع

                        b حدث   و حدث ظهور عدد فردي   ظهور عدد زوجً و حدث   ( أذا كان 

 . ( )  ( )  (  ) ظهورعدد  أولً  جد                              

                        c أي زوجًعدد أو  أولًظهور عدد  (1 احتمال( جد  (   ) 

 .(    )  أيوفردي فً نفس الوقت   أولً( ظهور عدد 2                                         
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 :الحل        

a)  حٌث ان  *           +  

 :( فٌكون1هً نسبة احتمال ظهور العدد )    نفرض ان                

 (2هً نسبة احتمال ظهور العدد )   

 (3احتمال ظهور العدد )هً نسبة    

 (4هً نسبة احتمال ظهور العدد )   

 (5هً نسبة احتمال ظهور العدد )   

 (6هً نسبة احتمال ظهور العدد )   

( ) :وبما ان                                                           

                          

  
 

  
              (1العدد)نسبة احتمال ظهور  

   
 

  
(       2نسبة احتمال ظهور العدد)        

   
 

  
 

 

  
(3نسبة احتمال ظهور العدد)          

   
 

  
(4نسبة احتمال ظهور العدد)                 

   
 

  
(5نسبة احتمال ظهور العدد)                  

   
 

  
 

 

  
(6نسبة احتمال ظهور العدد)         

              b)                *     +   *     +   *     + 

 ( )   ( )   ( )   ( ) 

                    
 

  
 
 

  
 
 

  
 
  

  
 
 

 
 

 ( )   ( )   ( )   ( ) 

                   
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

 
 

 ( )   ( )   ( )   ( ) 
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                 c)   1)  لٌست متنافٌة               الأحداثحٌث ان 

 (   )   ,*     +  *     +-   * +  
 

  
 

 (   )   ( )   ( )   (   ) 

                   
  

  
 
  

  
 
 

  
 
  

  
 

 (    ) المطلوب  (2                   

                   (    )   ,*     +  *     +- 

                        ,*   +-   ( )   ( )  
 

  
 
 

  
 
8

  
 

 الطالباتكان نصف الطلاب ونصف  .طالبة 21طلاب و 11صف دراسً فٌه (: 23مثال  

 ، جد نسبة احتمال شخص واحد عشوائٌاً  اختٌر .الٌد الٌسرى للكتابة ٌستخدمون                           

  ة ـــــ)شخصاً ٌستخدم الٌد الٌسرى للكتاب ذكراً( أوطالباُ  ( ان ٌكون هذا الشخص                           

 الجنس(.بغض النظر عن                            

  :الحل                  

 المختار طالباً ذكراً  حدث كون الطالب  لٌكن                                

 ( )  
 

 
 
  
  

  
   

  

  
 
 

 
 

 النظر بغضشخصاً ٌستخدم الٌد الٌسرى للكتابة المختار  حدث كون الطالب   لٌكن 

ات ــطالب 11وة ـطلاب ٌستخدمون الٌد الٌسرى للكتاب 5عن الجنس وحٌث انه ٌوجد 

 15د ـــٌوج نستنتج انه نغض النظر عن الجنس  فعندماللكتابة ٌستخدمن الٌد الٌسرى 

 للكتابة.شخصاً ٌستخدم الٌد الٌسرى 

 ( )  
 

 
 
  
  

  
   

  

  
 
 

 
 

 هً احتمالٌة و (   )  إٌجادلا بد من أحداث لٌست متنافٌة       وحٌث ان        

 ذكراً ٌستخدم الٌد الٌسرى للكتابة  المختار كون الشخص        

 (   )  
  
 

  
   

 

  
 
 

 
 

(   )                     :المطلوب هو               ( )   ( )   (   ) 

 (   )  
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 شخصاً تم اختٌارهم عشوائٌاً  51المطارات على  أحدفً  إحصائٌة أجرٌت (:24مثال 

 الاناثمن  12من الذكور و 5وكان  إناث 31منهم ذكور و  21فظهر ان                    

 ال ان تمجد نسبة اح، شخصٌن عشوائٌاً  اختٌار تم اللون.عٌون زرقاء  لهم                   

 رـــالنظ اللون )بغضٌكون الشخصان المختاران من ذوي العٌون  الزرقاء                    

 بعٌون لٌست  زرقاء اللون.  أنثى وأو ذكر بعٌون زرقاء اللون  الجنس( عن                  

 الحل:

 النظر) بغض حدث كون الشخصٌن المختارٌن من ذوي العٌون الزرقاء اللون   لٌكن        

  شخص 17هو من ذوي العٌون الزرقاء اللون  الأشخاص. وحٌث ان عدد الجنس( عـن      

 الجنس(النظرعن  )بغض      

 ( )  
 

 
 
  
  

  
   

   

    
 
   

    
 

 أنثى و( 5من 1بعٌون زرقاء اللون) ذكركون الشخصٌن المختارٌن حدث    لٌكن

 (18من1) اللون  بعٌون لٌست زرقاء

 ( )  
 

 
 
  
    

  

  
   

   8

 
     
   

 
 8 

    
 
 8

   
 

(   ) أحداث متنافٌة نستخدم القانون       وحٌث ان                      ( )   ( ) 

                                               
   

    
 
 8

   
 
   

    
 

 بالون ثم  أولفاذا سحبنا  17 إلى 1بالون مرقمة من  17ٌحتوي  صندوق (:25مثال 

 ال ان ٌكون ـــــجد نسبة احتم .الأولالبالون  إعادة ثانٌاً دون  سحبنا بالوناً                       

 مستقلان.ان الحدثٌن  إذا علمت البالونٌن المسحوبٌن ٌحملان ارقاماً فردٌة                    

  اـــأرقام( بالونات تحمل 8)فردٌة و أرقاما( بالونات تحمل 9فً الصندوق ) ٌوجد  الحل:            

 لذلك فان:بالون تم سحبه ٌحمل رقماً فردٌاً  أولحدث كون    لٌكن  . زوجٌة                  

 ( )  
 

 
 
  
 

  
   

 

  
 

 الثانً الذي تم سحبه ٌحمل رقماً فردٌاً أٌضاً ونظراً  كون البالونحدث    ولٌكن                   

 فان عدد البالونات الفردٌة قد تناقص بمقداربالون واحد  إرجاعالسحب دون  لكون                  
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 لذلك ٌكون : بالنسبة للعدد الكلً للبالونات الأمروكذلك                   

 ( )  
 

 
 
  
 

  
   

8

  
 
 

 
 

 ٌكون: مستقلانوحٌث ان الحدثٌن                      

 (   )   ( )  ( ) 

                                    (
 

  
)  (

 

 
)  

 

  
 

 ع ـــــقط 3أكلت  .برتقالات 5رمانات و 3تفاحات و 7صحن فاكهة  فٌه  (:26مثال 

       ت لجد نسبة احتمال كونك تناو  الأخرىالواحدة تلو   منها عشوائٌاً                            

 مستقلة. الأحداث اذا علمت ان هذهفاكهة من كل نوع                            

 :الحل 

 فاكهة تناولتها هً تفاحة    أولحدث كون    لٌكن            

 ( )  
 

 
 
  
 

  
   

 

  
 

    (إرجاعحدث كون ثانً فاكهة تناولتها هً رمانة )لاحظ ان السحب بدون    لٌكن            

 ( )  
 

 
 
  
 

  
   

 

  
 

    (إرجاعحدث كون ثالث فاكهة تناولتها هً برتقالة )لاحظ ان السحب بدون    لٌكن           

 ( )  
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 الفردٌة  صنع حجر نرد بحٌث ٌكون احتمال ظهور الأعداد الزوجٌة متساوٌاً واحتمال ظهور الأعداد .1

 متساوٌاُ أٌضاً واحتمال ظهور اي عدد زوجً ضعف احتمال ظهوراي عدد فردي جد نسبة احتمال     

 حدوث الاحداث الاتٌة :    

a       ًظهور عدد زوج )b فردي   ( ظهور عددc أولً   ( ظهور عددdًظهور عدد فردي أول ) 

  مصابٌح عاطلة. سحبنا مصباحٌن من الصندوق جد      4مصباحاً كهربائٌاً من بٌنها  12صندوق فٌه   .2

 ( المصباحٌن المسحوبٌن كلاهما عاطل a   كون : نسبة احتمال     

  bالمصباحٌن المسحوبٌن كلاهما صالح ) 

  c المصباحٌن المسحوبٌن احدهما عاطل ) 

 رجال وزوجاتهم( فً قاعة ما.  6شخص ) 12ٌقف  .3

   a.)( اذا أخترنا أثنٌن منهم عشوائٌاً ما نسبة احتمال ان ٌكونا )رجل وزوجته 

   b عشوائٌاً ما نسبة احتمال ان ٌكونا )رجلٌن وزوجتٌهما(.( أذا أخترنا أربعة منهم 

خلٌجٌون. اخترنا طالبٌن معاً بصورة  3لٌبٌون و 5عراقٌون و 8اردنٌون و 4صف دراسً فٌه  .4

 عشوائٌة ما نسبة احتمال: 

   a       الطالبٌن من بلد واحد )b.)ً( الطالبٌن )عراقً واردنً( أو )لٌبً واردن 

واحتمال حدوث      ٌساوي   حدثٌن منفصلٌن وكان احتمال حدوث       أذا كان كل من .5

 . فما نسبة احتمال حدوث الحدث         أحدهما على الأقل ٌساوي

بطرٌقة عشوائٌة، فاذا كان مجموع الرقمٌن زوجٌاً ما نسبة  9إلى  1اختٌر رقمٌن من بٌن الأرقام  .6

 احتمال ان ٌكون كل من الرقمٌن المختارٌن فردٌاً.

كرات بٌضاء اللون. اختٌرت ثلاث كرات من الوعاء الواحدة  3كرات حمراء اللون و 7وعاء به  .7

بعد الأخرى دون إرجاع الكرات بعد اختٌارها ما نسبة احتمال ان تكون الكرتان الأولى والثانٌة 

 ؟اللون حمراء اللون والثالثة بٌضاء

 ٌكون : بة احتمال انألقٌنا حجري نرد فكان العددان الظاهران مختلفٌن ما نس .8

      a ) 6المجموع       b 1( العدد على احد الأوجه هو العدد        c أو اقل 4( المجموع  

( 3-6تمرٌن )
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